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1.  11  lingaaggio  g«roglifico  stabilito  neirAl-timeiiea  cioè  1  sistema  delie 
si        drrt  nooiericlie  è  a  bastanza  chiaro  e  preciso  per  V  esecuzione  dei  cai- 
>        coli,  e  la  saa  mercè  ne  abbiamo  dimostrato  le  regole;  ma  Tidea  di  quan- 
tìlÀ,  o  sia  di  tiòch'è  capace  di  aumento  o  diminazione,  è  così  semplice* 
À        che  basta  no  segno  qualanque  per  richiamarla   indipendentemente  dei 
^        particolare  nomerò  di  essa ,  e  si  è  ciò  che  rende  la  matematica  capace 
'V        di  aoa  lingoa  più  generale.  Ed  In  Tero  i  numeri  astratti  esprimono  qoal- 
sisia  specie  di  quantità,  ma  i  particolari  geroglifici  cioè  le  cifre  degli  stessi 
ne  determinano  le  colleiioni  delle  unità;  cosi  il  numero  5,  che  può  rap^ 
presentare  canne,  salmil»  rotoli,  once»  ec»  resta  sempre  limitato  a  cin- 
que uniU  di  qualunque  di  esse  specie.  Itoa  simile  circostanza  rendo 
i  nostri  raziocini  partieolari  per  ógói  caso  ;  ed  ancorché  shno  i  quesiti 
della  stessa  indole,  pure  la  Tariai^oneVlèi  numeri  delle  date  quantità  ci 
obbliga  a  replicare  il  medesimo  raziocinio  per  ciascun  quesito.  Si  arrogo 
che  neli*  eseguimento  del  calcoli  i  numeri  si  compongono  e  scompongono» 
né  alcuna  traccia  rimane  delle  operazioni  già  fatte;  perciò  '1  metodo  non 
si  scopre  per  giungere  alla  soluzione  dei  quesiti.  Laonde  si  è  pensato  dì 
stabilire  una  lingua  propria  della  scienza  delle  quantità  formata  da  ge- 
roglifici più  generali  di  quelli  dei  numeri ,  che  immediatamente  richia- 
mino l'idea  della  quantità;  questa  lingua  ha  preso  il  nome  di  Algebra, 
e  le  lettere  dell'alfabeto  sono  i  geroglifici»  di  cui  essa  si  serve.  Nell'Al- 
gebra adunque  le  lettore  non  denotano  più  i  suoni  articolati ,  che  com-^ 
pongono  le  parole,  ma  si  devono  riguardare  come  segni  dipioti  delle 
quantità»  che  si  pronunziano  in  modo  facile  col  suono  stesso  delle  let- 
tere: così  si  scrive  e  ai  pronunzia  a  cioè  la  quantità  o,  e  s' intonde  qnal- 
sisia  numero  di  qualalsia  specie  di  quantità;  e  sebbene  avesse  potuto  al 
medesimo  uso  destinarsi  qualunque  slstoma  di  segni,  pure  si  è  data  per 
convenzione  la  preferenza  all'alfabeto,  che  oltre  airesserci  familiare  fa« 
ctlroento  si  scrive  e  si  pronunzia. 
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8.  Le  prime  nozioni  di  Algebra  si  trovano  in  Diofanto  d'Alessandria 
scrittore  del  iv^  secolo ,  di  cui  forse  gli  arabi  ebbero  contezza ,  che 
ne  fecero  una  noova  branca  distinta  della  scienza  roateroatica ,  e  la 
dissero  Algebra ,  che  deriva  dall'articolo  eZ  (il)  e  ^  ^^  (restao razione) , 
riguardandola  per  avventora  come  una  restaurazione  dell'aritmetica.  Que- 
sta scienza  fu  traspiantata  in  Earopa  e  particolarmente  nella  nostra  Ita- 
lia al  principio  del  xiii  secolo,  cioè  due  secoli  più  tardi  dell'aritmetica, 
per  opera  di  Leonardo  da  Pisa,  che  l'aveva  appreso  dagli  arabi,  ciò  che 
si  rileva  dal  sua  manoscritto  dell'anno  1202  citato  dal  Cessali  (').  Essa 
formò  per  qualche  tempo  l'occupazione  dei  soli  italiani,  e  non  divenne 
comune  che  nel  xv*'  secolo;  e  si  appartiene  all'Italia  la  gloria  di  aver 
dato  alle  stampe  '1  primo'  libro  di  Algebra  di  un  autore  pure  italiano, 
che  fu  quello  conosciuto  sotto  '1  titolo  di  Summa  de  aritmetica,  geome- 
tria, proporzioni  e  proporzionalità,  Venezia  4494  di  Luca  Paccioli  da 
Borgo  San-Sapoca  in  Toscana. 

Non  è  al  certo  nostra  intenzione  di  tessere  qui  la  storia  dell'Algebra 
solamente  diciamo  che  da  prima  si  fece  oso  di  particolari  gerogliOci  e 
quindi  di  lettere  per  rappresentare  le  sole  quantità  incognite,  e  che  poi 
si  capì  'I  vantaggio  di  estendere  la  notazione  delle  lettere  alle  quantità 
cognite;  idea  felicissima  del  francese  M.  Viète,  che  nel  xvp  secolo  ge- 
neralizzò In  questa  guisa  l' algorismo,  e  che  con  questo  nuovo  mezzo  fece 
progredire  la  scienza  algebraica. 

3.  Oltre  alle  lettere  dell'alfabeto  denotanti  le  quantità  necessari  si  ren- 
dono nell'Algebra  altri  segni  per  indicare  le  operazioni  da  eseguirsi  sulle 
stesse,  ed  a  quest'oggetto  s'impiegano  i  segni  +  ptd,  -^  meno,  x  mol- 
tiplicato  per,  ec.  di  cui  abbiamo  f^jtto  uso  nell'aritmetica  solo  per  assue- 
farvi i  giovani;  perchè  ivi  i  calgatitsi  effettuano  immediatamente  sopra 
i  numeri  dati,  e  la  loro  indicazibiiè-fuò  benissimo  aver  luogo  col  Ijn- 

0       e 

guaggio  comune.  Ora  per  mezzo  tlelle  combinazioni  delle  lettere  e  dei 
segni  +,-^,  ec.  che  sono  i  caratteri  di  questa  nuova  lingua  dipinta,  si 
possono  esprimere  le  nostre  idee  rispetto  a*  calcoli  delle  quantità;  e  quindi 
ci  facciamo  ad  assegnare  le  regole  delle  anzidette  combinazioni  o  in  altri 
termini  la  sintassi  della  lingua  algebraica. 

11  segno  +  P*^  ^  destinato  ad  indicare  l'addizione  e  '1  segno — mano 
la  sottrazione:  così  dovendosi  indicare  l'addizione  delle  quantità  rappre- 
sentate per  a,  b,  e,  d,  e,  si  fti  precedere  a  ciascuna  '1  segno  +•  rispar- 
miandolo soltanto  alla  1%  e  si  scrive  a+6+c+cI+e;e  P espressione  à— e 
signiGca  che  dalla  quantità  b  si  deve  sottrarre  la  quantità  e.  La  molti- 
plicazione, può  indicarsi  per  mezzo  de'  noti  segni  eome  DcH'arUmetica , 
ed  in  questa  guisa  axb  o  pib  a.b  significa  la  quanlilà  a  4a  moltipli- 
carsi per  la  quantità  b;  ma  per  maggiore  semplicità  si  è  coBTeonio  di 
scrivere  di  seguito  le  lettere,  di  eoi  si  vuole  indicare  4  moMIplice:  così  ab 

r)  Origine  eprogr,  io  Italia  de|j» .       ^f^  ec.  1797. 
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denota  1  prodotto  di  a  per  h\  afte  il  prodotto  dei  tre  fattori  o,  ft,  e;  a6od( 
qaello  de*  quattro  fattori  a,  6,  e,  d,  ec.  e  l'espressione  algebraica  resol- 
tante  da  qaalsisia  nomerò  di  fattori  come  per  es.  a,  ab,  abc,  abed,  ee. 
si  dice  sempre  unieo  termine  o  un  termine^  chiamandosi  termini  egoatì 
qvelli  formati  dagli  stessi  fattori  cioè  dalle  stesse  lettere.  Finalmente  la 
dirisione  sMndica  come  nell'aritmetica  colla  forma  frasionaria  o  co'  due 

ponti,  cosi  r espressione  -^  o  a  :b  signiGca  la  quantità  a  da  dividersi 

per  bf  e  oomnneroente  si  legge  a  diviso  per  b.  Sì  fa  ancora  oso  del  segno 
»,  che  leggesl  eguale  ,  per  denotare  l'egnagliania  delle  quantità,  e  del 
segno  di  disognagliania  > ,  che  leggesi  maggiore ,  o  pure  <  che  vaio 
minore .*  cosi  a* b  si  legge  a  eguale  a  b,  a>ba  maggiore  di  6  o  pnre 
b<a  b  minore  di  a,  eh' è  lo  stesso;  ed  in  simile  guisa  questi  segni  —, 
>,  <  nella  presente  scrittura  geroglifica  tengon  luogo  del  verbo  eeeere 
con  uno  degli  aggettivi  eguale,  maggiore,  minore. 

Queste  e  non  altre  sono  le  convenzioni  semplicissime  per  indicare  le 
quattro  operazioni  fondamentali  dell'aritmetica  da  eseguirsi  sulle  quan- 
tità rappresentale  dalle  lettere;  e  sussistendo  sempre  la  traccia  de'  calcoli, 
nell'ultimo  resulta  mento '1  metodo  generale  si  discopre  per  risolvere  tutti 
f  quesiti  simili:  cosi  sopponendo  essere  a^  b,  e,  d,  f  le  quantità  date  di 
un  certo  quesito  e  a  l'incognita,  quando  si  perviene  per  es.  al  valore  di 

X  —  — Z_II-,  8i  capisce  indipendentemente  da'  particolari  numeri  de- 
stinati ad  esprimere  le  quantità  date,  che  si  deve  far  la  somma  de'  due 
prodotti  di  a  per  fr  e  di  6  per  e,  poi  sottrarre  fi  dalla  somma,  e  indi 
dividere  la  differenza  per  ^;  e  si  fatte  operazioni  si  potranno  realmente 
eseguire,  quantevolte  ci  piacerà  di: sostituire  alle  lettere  i  numeri  delle 
quantità,  che  nel  caso  particolare  4e;ni|^de8ime  rappresentano. 

4.  Fissate  le  primitive  convenziobì,  éi  ha  avuto  ricorso  a*  compendi  per 
rendere  vie  più  semplice  '1  linguaggio,  e' due  di  fatto  se  no  sono  adottati 
nella  notazione  rispetto  alla  somma  ed  al  moltiplico  delle  quantità  eguali. 

In  1^  luogo  trattandosi  della  somma  di  An^  tre,  quattro,  ec.  termini 
eguali,  egli  è  chiaro  che  devesi  prendere  'i  termine  due^  tre,  qucUtro,  ec. 
volte,  doò  moltiplicarlo  per  2,  3,  4,  ec  e  si  può  abbreviare  con  dare  nel 
termine  '1  posto  di  fattore  al  numero  2,  3,  4,  ec;  quindi  si  è  convenuto 
di  scriver  questo  numero  in  principio  del  termine  facendo  seguire  senza 
alcuna  interruzione  le  lettere.  Cosi  in  vece  di  a  +  a  eguale  a  due  volte  a 
si  scrive  2  a.  In  vece  di  a-i-a+a  si  scrive  3a,  in  vece  di  abe+abc-habe 
•habe  cioè  di  quattro  volte  '1  termine  abc  si  scrive  4aòe,  ec  In  somma 
oltre  a'  fattori  rappresentati  dalle  lettere  ce  ne  ha  uno  numerico,  cui  si 
è  dato  '1  nome  di  eoeffUnente  composto  dalle  parole  con  ed  effieiente,  per- 
chè I  fattori  litterali,  e  't  fattore  numerico  cioè  il  coefficiente  concorrono 
a  formare  un  solo  prodotto:  cosi  l'espressione  di  sopra  4aÒ6  nel  caso  di 
a— 5,  6—2,  0—3  equivale  a  4X5X2x3  — 120  cioè  a  4  volte  il  termine 
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o5«—6x3x3— 30  eh*  è  quanlo  a  dire  4X30—120.  E  si  può  fempre  soi- 
Unteodere  '1  coefficiwite  uno  per  qaei  termini  che  ne  son  privi,  come  per 
es.  ohe  è  lo  slesso  che  labe;  perchè  '1  prodotto  di  qnalanqoe  fattore  per 
i  è  egaaie  allo  stesso  fattore  (aritm.  n.»  23],  o  sia  ixabe^ahc. 

ti.  In  2^  loogo  possono  nello  stesso  termine  esistere  dne  o  pih  fattori 
egaali  cfoè  espressi  dalla  medesima  lettera,  che  giosta  la  confeosione  si 
devono  di  segaito  scrivere;  in  simile  caso  si  ahhretia  con  iscrivere  ana 
sola  volta  la  lettera,  e  per  mezzo  di  nn  numero  posto  alla  saa  destra  un 
poco  io  alto  si  denota  quante  volte  è  da  prendersi  come  fattore.  Così  Del 
caso  di  axa  in  vece  di  aa  si  scrive  a*,  nel  caso  di  ax axammoaasi  nou 
a^,  in  quello  di  axaxaxa^aaaa  si  segna  a4,  ec.  e  si  legge  a  due, 
a  tre,  a  qtiattroj  te.  Il  numero  così  segnato  dicasi  Btponenie,  come  quello 
ch'espone  'I  numero  de'  fattori  eguali;  si  sottintende  l'esponente  1  a  qual* 
sisia  lettera  che  ne  è  sfornita,  essendo  per  es.  a'&*  lo  stesso  che  ab;  e 

\  noi  dobbiamo  al  celebre  Descartes  questa  notazione,  che  ha  reso  sempli- 

cissimo *1  linguaggio  algebraico,  ed  è  stata  come'l  germe  d'imporiaolis- 

1^  sime  scoperte. 

6.  V  uso  de'  coefficienti  e  degli  esponenti  produce  una  mirabile  abbre- 
viazione nella  scrittura  algebraica,  e  spesso  riduce  ad  un  solo  molti  ter- 
mini; difatto  'I  termine  6aS  fr*  e  è  l' equivalente  di  aacJfbe  +  aaab^e  +  aaahbc 
•^aaabbe-j-aaabbe  +  aaabbc,  il  termine  4m4n5  lo  è  di  mmmmnnnnn  + 
mmfnmnnnnn  +  mmmmnnnnn-^'mmmmnnnnn,  ed  invece  di  oadbbe-^- 
aaahbc-{-(Mabbc-{-aaabbc-haaabbe+aaaòbc-{-mmmmnnnnn-i'mmmtnnnnnn 
-{'mmmmnnnnn-\rfnmmnmnnnn  si  scrive  in  modo  più  semplice  0aS6*e 
+  4m4n5.  E  si  è  appunto  pel  vantaggio  della  semplicità  della  notazione 
che  la  lingua  algebraica  è  divenuta  uno  degli  strumenti  più  fini,  che  ab- 
bia mai  adoperato  lo  spirito  umano,  31  quale  non  di  rado  si  maraviglie 
di  una  immensa  serie  di  verltS'^^^cqrte  con  poca  fatica  e  quasi  mecca- 
nicamente. I  *  ' 

7.  Ora  l'attenzione  dei  principianti  deve  seriamente  rivolgersi  a  ben 
comprendere  la  diversità  del  coefficiente  ed  esponente,  affinchè  possano  evi- 
tare '1  grandissimo  incouTeniente  di  confonderli;  e  non  si  perviene  a  ren- 
dere abituali  queste  idee  che  dopo  un  qualche  esercizio  accompagnato  da 
matura  riflessione.  A  quest'oggetto  fa  d'uopo  che  la  memoria  ci  ricordi 
essere  il  coeficiente  uno  de'  fattori  del  termine  algebraico  a  guisa  delle 
lettere,  e  l'esponente  non  esser  fattore  ma  soltanto  indicare  '1  numero  dei 
fattori  eguali  alla  lettera  cui  è  apposto  ;  o  in  altre  parole  il  coefficiente 
denotare  la  somma  di  termini  eguali  cioè  formati  dalle  stesse  lettere ,  e 
l'esponente  '1  moltiplico  di  fattori  eguali  espressi  dalla  medesima  lettera; 
o  più  brevemente  riferirsi  '1  coefficiente  alla  somma  e  l'esponente  alla  mol- 
tiplicazione delle  qnaotjià  eguali ^  ^^^  nell'ipotesi  di  a  — 5  si  ha 

2<y-2.ff-5+0-.|()    ^. a*-5.5-25 

3a''3,5'^5-^$^^    "'i*  ^ as  — 5.5.5— 125 
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B  si  farà  sempre  beoe  da  prioelpio  a  con?ertire  in  nameri  i  termini  ah 
gebraici,  dando  dei  valori  particolari  alle  lettere;  così  1  termine  di  sopra 
6a3&>e,  supponendo  a-*2,  6—4,  e—5,  si  eonferte  in  6.8.10.5— 3840 /e 
l'altro  4m4n&  per  fn—3  e  n— 5  in  4.81.3120«10128000.      . 

8.  Il  termine  algebraico,  come  quello  che  dere  resaltare  da  fattori,  pnò 
contenere  coefficiente  e  lettere  con  esponenti  scritte  di  8eg;n{to  cioè  sema 
che  siano  unite  per  Tia  de*  segni  +  o  — ',  e  s'indica  col  nome  di  mo- 
nomio ,  0  sia  di  un  solo  termine  ;  se  V  espressione  algebraiea  è  sepa- 
rata  in  due,  tre,  quattro  parli,  ec.  per  mezzo  dei  segni  anzidetti,  allora 
si  dice  di  dne,  tre,  quattro  tèrmini,  ec.  cui  si  dà  '1  nome  di  hùwmio,  tri- 
nonUo,  qtiaUrinomiOf  ed  in  generale  di  polinomio  cioè  a  dire  di  molti  ter- 
mini. In  questa  guisa  à9a*bcdfm*  è  un  monomio,  15a*6+76c  un  bino- 
mio, 10a3 — tib*d-\-om*  un  trinomio,  ec;  e  si  distinguono  in  ponlM  o 
negaiim  i  vari  termini  secondo  che  sono  precedati  dal  segno  +  o  — • 
Questa  distinzione  non  si  riferisce  lo  nessun  conto  a'  valori  de'  termini 
ossia  alle  quantità,  che  fa  di  mestieri  considerare  In  un  modo  assolato 
come  nell'aritmetica,  ma  sì  bene  alle  operazioni  da  eseguirsi  sopra  i  ter- 
mini, che  sono  la  somma  e  la  sottrazione  indicate  da'  segni  +  e  — ;;  e 
si  è  per  amor  di  brevità  che  si  dicono  non  senza  inesattezza  le  quantità 
positive  e  negative. 

9.  Sembra  a  prima  vista  che  non  dovesse  l'uso  de'  segni  e  la  distili- 
sione  che  ne  deriva  di  positivo  e  negativo  estendersi  a'  monomi,  rispetto 
a  cui  non  è  praticabile  né  la  somma  né  la  sottrazione,  ch'esigono  per 
lo  meno  due  numeri,  e  che  gli  stessi  a  guisa  di  quantità  assolate  si  do- 
Tessero  tenere^  frattanto  '1  linguaggio  algebraico  ammette  nelle  sue  com- 
binazioni  I  monomi  co'  segni  +  e  —  cioè  le  quantità  isolate  positive  e 
negative  come  per  es.  +a  e— a,  ciò  che  forma  la  più  grande  diiBcollà 
de'  principianti ,  che  rinasce  in  tutti  gli  articoli  approposito  di  quantità 
negative.  A  dire  il  vero  si  può  la  quantità  positiva  +  a  considerare  coma 
qoella  che  deve  aggiungersi  a  Mero^  essendo  0  +a  — +  a,  ed  io  questo 
senso  corrisponde  a  quantità  assolola;  ma  1»  quantità  negativa  isolata  — a 
denota  evidentemente  in  aritmetica  un'assurdità,  quel*  è  appunto  l'opera- 
zione Impossibile  di  sottrarre  11  numero  a  dallo  nero  cioè  dal  niente.  Né 
alcun  si  avvisi  che  una  simile  assurdità  svanisca  nell'algebra ,  che  non 
può  affatto  svanire  fintantoché  si  ragiona;  l'algebra,  discostandosi  in  «15 
dall'aritmetica,  non  /a  che  dare  una  specie  di  corso  a'  monomi  negativi^ 
non  altrimenti  riguardandoli  che  come  simboli  di  assurdità ,  e  la  mercè 
di  loro  giugno  a  discoprire  quasi  meccanicamente  la  contradlzione  che 
qualche  volta  ha  luogo  fra  i  dati  de'  quesiti,  prescrivendo  in  seguito  '1 
modo  di  rettificarli.  Conciossiacosaché  le  regole  del  calcolo  algebraico  ri- 
ducono in  forme  puramente  meccaniche  '1  raziocinio ,  e  di  una  maniera 
sicura  ci  guidano  all'espressione  finale  che  risolve  la  questiona  proposta; 
e  nel  caso  di  quesito  a  condizioni  cootradittorie  la  risposta  che  dà  l'al- 
gebra pel  numero  richiesto  è  uno  di  tali  simboli  di  assurdità  come  per 
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«s.  un  valore  negativo,  che  preso  in  senso  positivo  va  a  risolvere  aa 
quesito  analogo  cioè  'I  proposto  modificato  secondo  date  regole.  Quest'  è 
rattriboxione  invero  mirabile  del  linguaggio  algebraico,  che  gli  dà  una 
grandissima  superiorità  sopra  *1  comune  rispetto  alla  scienza  delle  quan- 
tità; noi  ci  faremo  ad  approfondire  questo  articolo  dopo  di  averne  appreso 
in  qualche  modo  la  sintassi,  e  per  ora  crediamo  sufficiente  il  già  esposto 
cenno  a  togliere  le  dilBcoltà  che  rendono  malagevole  il  cominciamento 
dell'algebra. 

Capo  I* 

DELLE  PRIME  OPERAZIONI   DELL*  ALCEBRA. 


ARTICOLO  I. 
IhUa  Hduxione  tUgdMraica, 

10.  La  notazione  dei  coefficienti  ci  ha  servito  da  principio  per  ridurre 
ad  un  solo  i  termini  eguali  di  segno  +  (n.*  4);  ed  ora  che  si  riguardano 
i  coefficienti  come  parti  dei  termini  algebra ici,  la  stessa  ci  mette  in  istato 
di  ridurre  ad  una  espressioDe  più  semplice  i  polinomi»  quante  volte  vi 
si  comprendono  termini  formati  dagli  stessi  fattori  litterali  con  partico- 
lari coefficienti  e  segni  o  come  dicesi  Urmini  timilù 

L'attenzione  de'  principianti  deve  in  1«  luogo  rivolgersi  alla  condizione 
della  similitudine  già  enunciata.  In  forza  della  quale  i  termini  simili  de- 
vono contenere  le  stesse  lettere  segnate  rispettivamente  cogli  stessi  espo- 
nenti: cosi  l'espressione  di  5m*nS+4fn«nS  4-2m*nS  resulta  di  tre  termini 
simili,  essendo  ciascuno  formato  da'  cinque  fattori  m,  m,  n,  n,  n;  per- 
ciò sommando  i  coefficienti,  si  ha  5m*n3  -f  4m*n3  +  2m«ns  -»  -f  llm^ns. 
Ma  l'espressione  scgaenle  Km*nS-f'4mnS  +  2mn*  non  ha  affatto  termini 
simili,  sebbene  ciascuno  comprenda  le  medesime  lettere  m  e  n:  giac- 
ché per  la  diversità  degli  esponenti  li  lo  termine  resulta  da'  cinque  fattori 
m,  m,  n,  n,  n;  il  2o  da  quattro  tn,  n,  n,  n;  e  '1  3^  da*  tre  m,  n,  n;  dun- 
que questi  tre  prodotti  sono  differenti,  e  come  tali  non  possono  ridursi 
ad  unico  termine.  In  2**  luogo  si  farà  bene  a  riflettere  che  le  lettere  ser- 
vono soltanto  a  far  conoscere  la  somiglianza  o  dissomiglianza  de'  termini, 
dovendosi  la  riduzione  eseguire  sopra  i  soli  coefficienti;  perciò  quando  si 
dice  per  brevità  la  somma  o  la  differenza  de'  termini  simili,  s'intende 
sempre  parlare  de'  rispettivi  coefficienti. 

11.  Dovendo  ora  stabilire  le  regole  della  riduzione  algebraica,  venghia- 
mo  affermando  che  i  termini  simili  dello  stesso  segno  si  sommano,  e  così 
si  ha  un  solo  termine,  cui  si  appone  '1  segno  dei  termini  anzidetti;  per- 
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elle  1  medesino  segoo  indica  la  medesima  operazione  da  esegnirsi  sopra 
ciascun  termine  o  ciò  eh* è  lo  slesso  sopra  la  loro  somma.  Ridotti  tutti 
i  termini  simili  di  no  polinomio  a  due  di  segno  contrario  cioè  alla  somma 
de'  termini  positivi  ed  a  quella  de'  negativi,  se  ne  può  ottenere  un  solo 
per  mezzo  della  loro  differenza;  ma  qui  fa  d'uopo  distinguere  tre  casi 
seenndo  che  la  1*  somma  cioè  '1  termine  positivo  è  maggiore ,  eguale  o 
minore  della  2*  cioè  d^  termine  negativo. 

4^  Caso.  8e  il  termine  positivo  è  maggiore  del  termine  negativo  si  ese- 
guisce sopra  i  coefficienti  l'operazione  indicata  dal  segno,  e  si  scrive  nella 
ridazione  la  loro  differenza  col  segno  +•  Così  essendo  data  l'espressione 
SM*nS  +  Sm*nS— *4m«n3-f-  7m«ns — 5m«ns,  |  tre  termini  positivi  3m«  n3 
+  8m»ns-|-7m«n3  si  riducono  a  +12m*nS,  1  due  negativi  — 4m*n2-^ 
ttm»f»s  a  — 9m«n^;  e  facendo  la  riduzione  di  +i2m*n^  e — 9m*ns  con 
sottrarre  9  da  12,  si  ottiene  l'unico  termine  -^Bm^n^, 

2®  Coso.  Se  '1  termine  positivo  è  eguale  al  negativo,  sottraendo  i  coeiB- 
denti,  si  ha  «èro,  cioè  1*  aggregato  di  quei  due  termini  si  riduce  a  xero; 
perchè  togliendo  da  una  quantità,  la  stessa  quantità  si  ha  'I  residuo  zero, 
•  come  dicesi  in  algebra  due  termini  simRi  con  eguali  coefficienti  e  segni 
contrari  st  elidono.  Cosi  si  ottiene  4m*n3 — 6m*  ns -f.  5m*  ns — 3m'n3  — 
9iii«fi2 — 9m«n3«0. 

S^  Como.  Se  '1  termine  positivo  è  minore  del  negativo,  allora  'I  termine 
negativo  si  può  considerare  scomposto  in  due,  uno  eguale  al  positivo  che 
col  medesimo  si  elide,  e  l'altro  eguale  aUa  loro  differenza  che  rimane,  cioè 
si  sottrae  il  coefficiente  del  termine  positivo  minore  dall'altro  del  nega- 
tivo maggiore,  e  si  nota  la  differenza  col  segno  —  come  coefficiente  del 
termine  che  ne  resulta.  Cosi  per  T  espressione  7m*  n^ — Km«nS — 8m*n3 
+2ms  n'  si  hanno  prima  i  due  termini  +  9m*  n'  e — 13m«  ns  cioè  +  9m'  n^ 
— 9m»f»s — 4m«n3,  e  quindi  l'unico  termine  — 4m*n*.  # 

Essendo  adunque  ridotti  i  termini  simili  a  due  di  segno  contrario,  si 
prescrive  in  generale  di  iottrarre  U  eoe/fiiisnie  minore  dal  mag^ore,  e  di 
eerivere  la  differenza,  che  forma  il  eoeffieiente  del  termine  résuliante  dalla 
riduzione^  eoi  eegno  del  termine  maggiore. 

12.  Nella  pratica  si  procede  di  una  maniera  più  spedita,  si  comin- 
cia dal  comparare  i  primi  due  termini  simili  che  occorrono,  e  si  reca 
a  memoria  la  loro  espressione  ridotta  o  sia  il  bagno  e  '1  coefficiente  ; 
questa  espressione  a  memoria  si  riduce  col  3^  termine  simile,  la  nuova 
espressione  a  memoria  col  4°»  e  così  di  seguito  sino  all'ultimo,  e  quindi 
si  scrive  la  riduzione  finale,  che  deve  corrispondere  a  quella  che  si  sa- 
rebbe ottenuta  col  metodo  di  sopra ,  facendo  cioè  le  due  somme  dei  ter- 
mini in  +  e  in  — -  e  prendendone  la  differenza. 

Cosi  nell'es.  del  1»  caso  3m«n^-f-2m*nS— 4nt>ns+7m''n3 — t^m^n^ 
si  dice  :  3  -f  2  fanno  piii  cinque,  +  li  e  — 4  più  uno,  4.  i  e  +  7  più  otto, 
-f  8  e  —5  più  tre,  sottintendendovi  sempre  m*n^,  e  cosi  ne  risulta  '1  ter- 
mine +  3m>  n5.  Nell'esempio  del  2**  caso  4m*  n^^^m*  n*+5f»»  n*— 3m«  n* 
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si  ha  4  e  —6  meno  diM,  —2  e+SptàIre,  +3e  — 3  Mero,  Tale  a  dire 
che  i  termiDi  si  elidono;  e  nell'es.  del  3^  caso7m*n^ — 5m«n^ — 8m*n^ 
'^^m*n^  si  ottiene  7  e  — tf  ptt^  due,  -{-2  e  — 8  meno  «et,  — 6  e  +2 
meno  quattro^  cioè  — 4m*n'. 

Eseguendo  le  saccessive  ridazioni»  si  sogliono  i  termini  ridotti  segnare 
con  ana  leggera  linea  in  questo  modo  7m*/n^  all'oggetto  di  scoprire  qual- 
che termine  per  caso  obbliato,  e  si  lineano  pure  i  termini  dissimili,  come 
si  van  trascrivendo  nell'espressione  ridotta;  in  questa  guisa  tutti  i  ter- 
mini del  polimonio  proposto  devono  resultare  segnati  in  fine  della  ridn- 
lione.  Ed  essendo  la  scrittura  algebraica  semplicemente  geroglifica,  dopo 
la  data  espressione  si  scrive  il  segno  •*  e  poi  la  ridotta»  e  così  s*  indica 
la  loro  identità. 

Ecco  un  esempio  di  riduzione 
Ba*/b — Hb/c + 6/m*  n + 2b/e  +  8m/n*  +  4a/6»  +  h/e  —  U/c^ + ^nt/n  —  Ab/c* 
— 36/c5— 3ay6+5m/n«— 6/c*— 2m/*n  +  3m/n*  +  6/fec»  +2m/n*  — — 26c 
+4m*n+18mn*+4(i6» — 7òc5  +  5mn+6c». 

ARTICOLO  II. 

DeWaddUiofìe  e  eottrazione  algebraica. 

13.  L'addizione  algebraica  in  altro  non  consiste  che  nella  riunione  di 
Tari  termini  co'  propri  segni;  esistendo  termini  isolati  o  espressioni  al- 
gebraiche  separate,  se  ne  fa  la  somma  con  riunire  gli  uni  o  le  altre  in 
una  sola  espressione.  Cosi  la  somma  di  a,  4-6, — e,  —  d, -f^è  a  +  6 — e 
— d+f;  e  quella  di  4a«— tt6c,7o5-i-26»c,46'— 6c  è  4a*— 56c  +  7o«  + 
26»c-t-46*  — oc. 

Se  l'espressione  della  somma  comprende  termini  simili,  si  deve  fare 
la  loro  riduzione  per  ottenerne  un'altra  più  semplice. 
E$.^  Sia  proposta  la  somma  delle  seguenti  espressioni. 

3f*  m— 6pg'  +  <5y  »  x^ 

j^pqi — 5^t  m  4-  2a*  6 

^*x^^4a*Ì 
21a*'6-fKpg^ — y»«» 
Riunendole  insieme  e  facendone  poi  la  riduzione  si  ottiene 
Sf*  m— 6p^3  ^  5y*  z^-\'Apq^ — 5/*  m-f  2a«  6  +  6y  »  x^ — 4a*  b  +  21a*  b  +  Sp^» 
— y^z*'m-^2f*  m+Bpq^  +  iiy*  x^  +  i9a*b — y*z*. 

14.  La  sottrazione  algebraica  non  altrimenti  che  l'aritmetica  serve  a 
far  conoscere  la  differenza  di  due  quantità  (aritm.  n«.  14),  e  considerando 
le  quantità  in  modo  assoluto,  sMndicarper  mezzo  del  segno  -^  (n.<*  3);  cosi 
a  cagion  di  esempio  per  sottrarre  dalla  quantità  a  V  altra  b  si  scrive  a — b. 
Se  l'espressione  da  sottrarsi  è  composta  di  soli  termini  positivi,  si  can- 
giano i  segni  +  in  —,  potendosi  le  quantità  positive  riguardare  come  as- 
solata (n''.  9);  onde  per  sottrarre  fr+c-i-d  da  a  si  nota  a— -6^c-^. 
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15.  L'espressione  algebraica  può  resultare  di  termÌDÌ  posiliYi  e  ne- 
gativi ,  e  qualuoque  sia  il  loro  rispettiva  namero  possiamo  in  generale 
rappreseotarla  per  mezzo  di  un  binomio  della  forma  b — e:  conciossiaché 
il  termine  positivo  6  si  può  considerare  come  la  somma  dei  termini  po- 
sitivi della  data  espressione  e  i  negativo  — e  come  quella  de*  negativi, 
ed  in  questo  senso  '1  binomio  b — e  è  T  espressione  compendiosa  di  qua- 
lunque polinomio;  così  per  es.  nel  caso  di  m-^n—p +  9-— v  sapponendo 
fN  +  9  — ò  e  n+p-f  r»c»  si  ha  1  binomio  6— e.  E  quindi  tutta  la  ricerca 
si  versa  sulle  regole  di  sottrarre  '1  binomio  b~~e  da  una  data  espressione 
algebraica  che  chiamiamo  a,  valendo  la  regola  di  b  per  tutti  i  termini  po- 
sitivi e  quella  di  — e  per  tutti  i  negativi  del  polinomio  proposto. 

16.  Questa  sottrazione  si  può  da  principio  indicare,  riguardando  '1  bi- 
nomio b — e  a  guisa  di  quantità  assoluta,  che  si  chiude  dentro  due  pa- 
rentesi, cui  si  fa  precedere']  segno  —  in  questa  guisa  a — (6 — e).  Se  poi 
ci  rivolgiamo  in  particolare  a'  suoi  due  termini,  convien  da  prima  ricor- 
darci del  senso  di  una  simile  espressione  b — e,  che  giusta  il  n.»  3  denota 
la  sottrazione  di  e  da  6;  e  per  essere  ammessa  nel  raziocinio  da  farsi  è 
giuocofofza  supporla  possibile  ,  ciò  che  implicitamente  racchiude  la  con- 
dizione di  6 >  e.  Si  è  in  tal  caso  soltanto  che  l'espressione  6 ~'c  presenta 
alla  nostra  mente  un  senso  ragionevole  e  chiaro;  e  riflettendovi  un  poco, 
si  viene  facilmente  a  capo  di  additarne  la  regola  della  sottrazione. 

£d  in  vero  se  si  sottrae  da  a  il  solo  termine  positivo  b  con  iscrivere 
a — 6  si  commette  al  certo  un  errore,  perchè  non  si  propone  a  sottrarre  b 
ma  b  diminuito  prima  di  e,  e  precisamente  l' errore  consiste  nel  sottrarre 
0  di  più;  onde  si  ripara  ad  un  simile  errore,  aggiungendo  e  all'espres- 
sione a  —  6.  Dunque '1  giusto  residuo  o  sia  la  differenza  di  a  e  6*-c  è 
0 — b-\-e;  difatto  la  somma  di  a — b-{-e  e  di  6— e  dà  a — ò+c-f-ò — e^a,  il 
che  corrisponde  alla  proprietà  caratteristica  della  sottrazione  (aritmetica 
ù.^  14-20).  O  pure  in  altre  parole  nel  binomio  6 — e  il  termine  negativo 
^-e  indica  la  sottrazione  di  e  da  b,  quindi  per  togliere  (-—e  da  a  si  devono 
fare  due  operazioni,  la  1*^  di  sottrarre  b  che  dà  a — b,  e  la  2^  di  sottrarre 
la  sottrazione  di  e  eh'  equivale  ad  aggiunger  e,  perchè  la  frase  di  sottrarrò 
la  sottraziime  signiGca  aggiungere  non  altrimenti  che  negare  la  negazione 
vuol  dire  affermare.  Dovendo  adunque  sottrarre  da  una  espressione  alge- 
braica a  il  binomio  6 — e,  si  scrive  prima  a  e  indi  i  termini  del  binomio 
co'  segni  cangiati  o  sia  — fr+c,  cioè  si  ha  <i-^(b~^)^a^~b'^c, 

17.  11  binomio  ò— e  isolatamente  considerato  diviene  un'espressione  in- 
intelligibile ed  assurda  anzi  che  no  nel  caso  di  d  <c,  come  quella  che  denota 
l'operazione  impossibile  in  aritmetica  di  sottrarre  dalla  quantità  minore 
6  Sa  maggiore  e;  e  ricusando  la  nostra  mente  di  fermarsi  sopra  una  tale 
frase  assurda,  non  può  affatto  aver  luogo  lo  stesso  ragionamento  di  sopra 
per  sottrarla.  Intanto  la  forma  meccanica  de'  calcoli  algebraici  ci  guida 
non  di  rado  a  simili  sottrazioni ,  che  si  potrebbero  a  dire  'I  vero  scan- 
sare colia  scorta  del  raziocinio ,  e  fa  di  mestieri  di  stabilirne  meccani- 
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camente  la  regola  per  arere  la  eerteiza  dell' imposalbiliU  dell'errore.  A 
quest'oggetto  chiamiamo  io  aiuto  la  stessa  algebra  per  trasformare  la  dala 
espressione  a  in  un*  altra  identica  che  contenga '1  binomio  è--o;  essa 
col  noto  principio  dell'elisione  (n.»  Il,  3*  caso)  dà  6  e  6  |  c—o,  e  per 
là  ragione  di  a-^o^a  (n.»  9j  c'insegna  eesere  a+à — e — à+e-»a.  Se  dun- 
que si  toglie  da  a  0  sia  da  a+fr—- e— ò+e  la  quantità  6-*-o,  rimane  a  — 
&+C  ch'esprime  '1  residuo,  e  così  si  stabilisce  in  generale  essere  a — (6  e) 
i—o— A+c,  qualunque  sia  la  relazione  di  grandezza  fra  6  e  e. 

Occorre  pure  nell'algebra  la  sottrazione  delle  quantità  negative  isolace 
che  sono  simboli  di  assurdità  (n.®  9),  e  lo  stesso  metodo  ci  fa  disooprirna 
la  regola.  Dovendo  per  es.  sottrarre  — d  da  a,  si  può  trasformare  a  io 
a — d-\-dt  da  cui  si  toglie  — d,  e  rimane  a+d\  dunque  la  sottrazione  di 
— d  si  effettua  con  cangiare  il  suo  segno  —  in  +»  cioè  si  ha  a— < — d) 
—a+^I.  E  si  possono  questi  due  casi  riguardare  come  identici ,  imper- 
ciocché il  binomio  h — e  nell'ipotesi  di  à<e  ad  una  quantità  negativa 
isolata  si  riduce  espressa  dalla  differenza  e — h  cioè  da  — (o— -6),  e  sup-> 
ponendo  e— ò— d,  si  ba  ò— e  — —- (c^fr)  — —  <{.  Per  lo  che  essendo  6-* 
e— — d  e  e— 6  — +  d,  la  sottrazione  di  aopra  a— (&-*e}-«a^6-)-e  si  cangia 
io  questa  o^— (— d)  — a+d.  Torneremo  in  luogo  più  conveniente  a  discor- 
rere delle  sottrasioni  dì  queste  frasi  assurde,  mostrandone  la  corrispondenza 
colle  operazioni,  che  dovrebbe  fare  l'algebrista,  se  si  lasciasse  sempre  gui- 
dare dal  raziocinio,  e  non  gli  andasse  a'  versi  l'uso  delle  forme  mecca- 
niche per  così  giugnere  senza  fatiga  della  sua  mente  a'  giusti  resulta- 
menti. 

18.  Siamo  ora  in  istato  di  conchiudere  generalmente  dietro  l'osserva- 
zione del  n.«  15  che  per  indieam  la  ioUrazùme  di  qwUiina  esprestione 
aigebraica  fa  d'uopo  eonveriin  i  $uoi  termini  poiitivi  in  negativi  ed  al' 
Vinveno  i  negativi  in  poeiiivi,  il  che  si  riduco  al  cangiamento  de'  segni 
di  tutti  i  termini,  e  l'espressione  co'  segni  cangiati  si  deve  scrivere  in  se- 
guilo dell' altra  da  cui  si  sottrae,  facendone  la  riduzione  nel  caso  che  possa 
aver  luogo. 

£s.o  Si  debba  sottrarre  l'espressione  àb^-i-tk^ — 6m* n  +  x*  da  2e^ + 
f% — 3(ft — 2m*  n  •+•  «•• 

in  esecuzione  della  regola  di  sopra  avremo  2c'-{-^«— 3à« — 2m«n  +  «* 
—(4**  +  5c5— 6m*  n+«*)— 2c5+^«— 36"— 2m*  n+i*-*46«*-5eS+6m*  «— 
s*  — — Sc^-hf* — 76»  +  4m«  n;  e  si  potrebbe  passare  Immediatamente  dalla 
i*  alla  3*  espressione,  cangiando  mentalmente  i  segni  de'  termini  dentro 
le  parentesi  nella  riduzione. 

19.  Comparando  l'addizione  e  la  sottrazione  fra  loro,  si  vede  che  ten- 
dono tutte  e  due  a  riunire  i  termini  in  unica  espressione;  ma  l'addizione 
li  riunisce  coi  propri  segni,  mentre  la  sottrazione  cambia  i  segni  de'  ter- 
mini da  sottrarsi;  e  ciascuna  di  esse  corrisponde  all'operazione  analoga 
dell'aritmetica,  allorché  si  tratta  delle  quantiià  positive,  che  si  possono 
riguardare  come  assolute.  Nel  caso  poi  delle  quantità  negative  la  corri- 
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spoadenza  ai  veri6ca  all'inverso,  cioè  la  sottrazione  delle  quantità  nega- 
tire  in  algebra  si  riduce  ad  una  somma  in  aritmetica,  e  la  loro-  addizione 
ad  ona  sottrazione:  imperciocchò  la  frase  Joflrarr«  la  MottroMione  vuol  dire 
o^^Nti^fre,  come  si  è  detto  di  sopra;  e  ì*  altra  aggi%mgwe  la  ioUroMione 
significa  soUrarra,  non  altrimenti  che  afferman  la  negazione  equivale  a 
negare* 

ARTICOLO  ni. 

Della  moliipHeaxione  algehraiea. 

SO.  L'espressioni  algebraidie  si  possono  considerare  come  fattori  di  una 
moltiplicazione,  e  si  propone  a  determinare  1  metodo  per  indicarne  '1  pro- 
dotto. Trattando  da  prima  de'  fattori  monomi  a  guisa  di  quantità  asso- 
lale» egli  è  ciiiaro  doversi  in  ±^  luogo  moltiplicare  i  rispettivi  coefllciénti 
e  cori  ottenere  il  ooeflleiente  del  prodotto;  a  quesu  è  l'unica  moltiplica- 
lione  die  si  efliBtttta  in  algebra  sopra  i  numeri  giusta  i  prìncipi!  dell'arit- 
metica. In  2<*  luogo  si  devono  scrivere  di  seguito  le  lettere  diverse  dei 
particolari  fattori  segnate  eoi  propri  esponenti,  il  che  si  riduce  alla  con- 
venzione del  n.®  3;  e  per  non  trascurarne  qualcuna  si  consulta  di  notarle 
secondo  l'ordine  dell' alfabeto»  sebbene  si  sappia  che  l'ordine  de'  fattori 
niente  influisce  sui  prodotto  (arìtm.  n.^  37).  Così  si  avrà  per  esempio 

3ae*xìib^f^iìiabie*f 
4o»  fx  3à*  e3  X  6d*  A — 72o«  h*  c3  d^'fh 

21.  Se  ne'  fattori  si  trova  la  stessa  lettera»  allora  giusta  la  convenzione 
degli  esponenti  (numero  5)  si  può  scrivere  nel  prodotto  una  sola  volta  con 
on  esponente  eguale  alla  somma  dei  suoi  particolari  esponenti;  imper- 
ciocché una  simile  somma  indica  quante  volte  la  lettera  è  da  prendersi 
come  fattore  nel  prodotto  richiesto.  Cosi  per  es.  nel  caso  di  o*  x  a^  iu 
vece  di  a^a^  potrà  scriversi  a*'*''  o  sia  a&:  giacché  a*  esprime  essere 
o  due  volte  fattore  in  un  termine,  o^  esserlo  a  tre  volte  nell'altro;  dunque 
e  sarà  cinque  volte  fattore  nel  prodotto  di  questi  termini»  il  che  si  esprime 
con  o*.  Ed  in  generale  si  abbia  a*"»  in  cui.  l'esponente  é  indicato  da  un 
nnmero  qualunque  m»  che  si  debba  moltiplicare  per  o";  dapoicbé  a  è  m 
volte  fattore  nel  1^  ed  n  volte  nel  2**  termine,  dovrà  esserlo  m+n  volte 
nel  prodotto,  e  quindi  m-^n  sarà  l'esponente  di  a  in  questo  prodotto,  0 
sia  a™Xa"  — a"''^''.  Onde  in  modo  generale  si  stabilisce  che  par  indi- 
cara  '/  moUipUeo  deUe  medesime  Uttere  H  sommano  gli  esponenti  di  cna 
$ono  in  particolare  segnate. 

Questa  regola  sembra  a  prima  vista  bizzarra  a'  principianti  che  non 
riflettono  alla  natura  degli  esponenti,  quindi  si  farà  sempre  bene  a  ri- 
chiamar nella  loro  memoria  non  essere  gli  esponenti  fattori  del  termine 
ma  sì  bene  indici  del  nnmero  da'  fattori  litterali  eguali  (n.®  7);  che  colla 
somma  degli  esponenti  non  si  effettua  '1  prodotto  come  nell'aritmetica, 
ma  se  n'indica  il  numero  totale  de'  fattori  eguali  espressi  dalla  stessa 
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lettera;  e  che  la  rooUfplieaztone  di  fatto  si  eseguisce,  allorché  si  assegnano 
i  Talori  delle  lettere,  nel  qual  caso  i  fattori  disaguali  o  egaali  si  molti* 
plìcano  secondo  le  note  regole  deiraritmetica. 

In  forza  delle  regole  già  spiegate  si  ottengono  i  prodotti  di  doe  o  più 
fattori  monomi  come  qni  appresso 

àa*b  X  ìiae*  X2a4  fts  e»/*-  40  o7  64  cV- 

22.  Uno  de*  fattori  restando  monomio  in  modo  assoluto  o  positivo  che 
vale  lo  stesso,  si  consideri  l'altro  fattore  polinomio  con  termini  positivi 
e  negativi,  che  noi  possiamo  rappresentare  in  modo  semplice  e  generale 
per  mezzo  del  binomio  ò — e  (n.°  Itt);  e  sia  preposto  a  moltiplicare  a  per 
6— e,  il  che  s*  indica  in  questo  modo  a (6-— e). 

L'idea  generale  della  moltiplicazione  quella  si  è  appunto  di  prendere 
il  moltiplicando  tante  volte  quante  unità  sono  nel  moltiplicatore  (aritme- 
tica n.**  21),  e  nel  nostro  caso  si  deve  replicare  la  quantità  o  un  numero 
ò— tf  di  volte.  Si  prenda  da  principio  a  un  numero  b  di  volte  cioè  si  faccia 
il  prodotto  ab:  egli  è  evidente  essere  questo  prodotto  ab  maggiore  del 
richiesto,  perchè  a  non  si  deve  prendere  b  volte  ma  b — e  volte,  e  cosi  la 
quantità  a  è  stata  presa  e  volte  di  pia;  sottraendo  adunque  da  a6  il  pro- 
dotto di  a  per  «  0  sia  ae.  Terrore  si  compensa  e  'l  giusto  prodo'tto  re- 
sulta ab — ae,  cioè  si  ha  a{b — e)— a6— ^ac.  In  questa  guisa  il  fattore  mo- 
nomio a  si  deve  successivamente  moltiplicare  pe'  due  termini  b  e  — e  del 
binomio,  dando  il  segno  +  al  prododo  del  termine  positivo  a  pel  posi- 
tivowò  e'I  segno  —  a  quello  del  positivo  a  pel  negativo  — a. 

Il  medesimo  prodotto  si  ottiene,  allorché  si  cangia  Tordine  de'  fattori, 
moltiplicando  6 — e  per  a,  com'è  chiaro  per  mezzo  di  un  raziocinio  ana- 
logo a  quello  di  sopra.  Ed  in  vero  nel  caso  di  prendere  la  quantità  6-— e 
un  numero  a  di  volte ,  se  la  sola  b  si  prende  a  volte ,  si  commette  un 
errore,  dovendosi  -prima  b  diminuire  di  e;  cosi  e  è  stata  presa  o  volte  dì 
più,  e  colla  sottrazione  del  prodotto  di  e  per  a  dall' altro  di  6  per  a  sva- 
nisce l'errore,  e  sì  ha  (6 — c)a-^ab — oc.  In  questo  caso  adunque  si  mol- 
tiplicano di  seguito  i  due  termini  del  fattore  binomio  per  lo  stesso  fattore 
monomio  a,  e  si  dà  pure  '1  segno  •—  al  prodotto  del  termine  negativo  — « 
pel  termine  positivo  o. 

23.  Siano  ora  tutti  e  due  i  fattori  polinomi  con  termini  positivi  e  ne- 
gativi, che  ci  facciamo  a  rappresentare  per  mezzo  de'  binomi  a— tf,  b — e, 
di  cui  s'indica '1  moltiplico  a  guisa  di  quantità  assolute  in  questo  modo 
{a-~d)  (fr— e). 

Il  raziocinio  precedente  si  estende  a  questo  caso ,  considerando  il  bi- 
nomio a — d  come  una  quantità  da  replicarsi  un  numerò  b — e  di  volte: 
giacché  se  si  prende  b  volte  la  quantità  a — d,  cioè  se  si  fa  'I  prodotto 
(a — d)b,  si  commette  l'errore  di  prenderla  e  volte  di  più;  e  quindi  sot- 
traendo il  prodotto  di  a — d  per  e  o  sia  (a — d)Cf  si  ottiene  '1  giusto  pro- 
dotto espresso  da  (a*-<2)fr-^a— <f)c. 
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Ora  per  lo  n.""  SS  8i  ha 

(a-^}«  —oc — cdf 
E  MttraeDdo  la  S*  esprestiona  dalla  1^  eolla  regola  del  n."*  18»  si  otUene 

ab — òcf— '(oc — ^edj— a6— 6d — oe+etf; 
danqua  ne  risalta  - 

{a — d)(*— e)  —dò — M— «c+cd. 

Così  i  termiDi  del  1®  fattore  o  e  — <f  si  moltipllcano  soccesslTamente 
pel  1®  termine  b  del  2^  fattore,  dando  'I  segno  —  al  prodotto  del  termine 
negatiro  — d  pel  positiro  b;  di  nuovo  i  termini  del  1®  fattore  si  molti- 
plicano pel  2"  termine  — e  dell' altro,  ai  dà  '1  segno  —  al  prodotto  del  ter- 
mine negativo  ^d  pei  positivo  b,  ma  resalta  col  segno  +  il  prodotto  del 
termine  negativo  — d  pel  negativo  —e. 

84.  La  regola  stabilita  po'  due  fattori  binomi  si  paò  estendere  a  due 
polinomi  qualunque  (n.^  15),  e  si  stabilisce  in  generale  dov9ni  i  ternUm 
di  fin  fattore  moltiplicare  pel  4^  lermine  delValtro ,  poi  pei  S°  termine 
dello  iieiio,  e  eo$ì  di  eeguito.  il  segno  d'ogni  prodotto  parziale  dipende 
da*  segni  de'  suoi  due  fattori  monomi  per  meno  della  seguente  regola 
generale  che  regola  de'  eegni  addimandasi:  tm  termine  poeitivo  moUtpHoato 
per  un  negativo  o  un  negativo  per  un  positivo  dà  un  prodotto  «le^olivo, 
un  termine  positivo  moUipHeato  per  un  positivo  o  un  termine  negativo 
por  un  negativo  dà  un  prodotto  positivo;  o  in  altre  parole  duo  fattori  del 
medesimo  segno  danno  tm  prodotto  positivo ,  e  due  di  segno  contrario 
«in  prodotto  negativo,  ciò  «he  In  linguaggio  compendioso  si  esprime 

H-x  — —  — — x-h 
Ottenuta  l' unica  espressione  del  prodotto  totale,  se  mai  la  stessa  contiene 
termini  simili ,  se  ne  dovrà  fare  la  riduzione  per  renderla  più  semplice. 

Ef.**  4."*  Si  debba  moltiplicare  4a*à^— 5aò«c  per  3ac*— a«6c. 

Operando  giusta  la  regola  di  sopra,  si  ha 
(4asàs.-.5aò*c)(3ae«— a^6e)  —  12aS6Sc'  —  15o*6*c5  --4a*6^c  +  fta^à^  — 
17aS63e«..i5a«à*cS— 4a4à4c. 

E  qui  si  noti  come  un  conseguente  della  regola  de^  segni  che  '1  pro- 
dotto di  due  fattori  non  si  altera  quando  si  cangiano  i  segni  di  tutti  i 
termini  degli  stessi,  essendo  per  es. 

+  (4a«6J— 5a6o*)X  -f(3ac*— a»6c)— — (4a»ft*— »o6c*)x— (Sue*— o*^?)— 
(.-^a«6'+5aòe»)x( — 3ac*-fa»àc). 

Es.^  «.*»  (4a*6S— 5a5e— 2ò«){6a»6c*— 9a«Wc— 265c)-24a564c*— 30a«fcc5 
—  12a56»c*— 3«fl467c-f  45a*Mc»  +  18a«&6e-- 8aHfie+  lOaSòSe*  +  We 
mm  «OaSà^c'— 30a«6o3— 2aS6Sc*— 38a467c+lOa>6^0+46^o. 

EsJ*  S.^  (2a*+2aft— «)(a— a*64-3o*)— 2a«+2a»6— o«— 2a4ò— 2o***+ 
aSH-da4+6asd— 3as-  — a5+2a»6— «*— 2a4d— 3a36*+7a»6+6a4. 

Se  sono  dati  tre  o  più  fattori  per  una  moltiplicazione,  si  fa  prima  il 
prodotto  di  due  fattori  qualunquOi  che  si  considera  in  seguito  coma  fat- 
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tore  da  inoUiplicirsi  pel  3®  fattore  dato;  il  prodotto  di  tre  fattori  ai  mol- 
tipllca pel  4<>,  e  così  di  seguito. 

£s.®  4,0  Si  debba  moltiplicare  5a*+6cN;*  perSas— 2a*e*  per  Ca^c^+Sa^e. 

Si  faccia  prima  (tfa*  +  6ac«)  (5a'-— 3a»e*) — 2ttaS  +  30a4e*  -^  lOo^c»  •— 

Ì2a5c4-2»a*  +  20a^c»— i2aM,  e  poi  (a5a*  +  20a4c«  — 12a3c4)(6a*c* 
+2aSc)— I50a^c^+120a8e5  —  72a7e^+tt(laioe-f-40a9c'— 24a»cs  —  190a9eS 

+96a«c»— 72a''c'H-50a«oo,  ch'è  1  prodotto  de'  tre  fattori  proposti;  ed  egli 
è  chiaro  che  'i  prodotto  indipeodeote  resalta  dairordioe  de'  fattori  e  dei 
particolari  termioi  di  ogni  fattore  ,  come  quello  che  deve  sempre  com- 
prendere tatti  1  prodotti  de'  termini  de'  fattori  dati  presi  doe  a  dae 
nel  caso  di  due  fattori,  tre  a  tre  nel  caso  di  tre,  ec.;  e  ciò  non  altri- 
menti di  quello  che  si  è  dimostrato  pel  prodotto  de'  fattori  numerici  (a- 
ritmetica  n.^  37). 

25.  Siccome  nel  prodotto  possono  esistere  termini  derivati  dalla  ridu- 
lione  di  termini  simili»  cosi  ci  facciamo  qui  ad  essegoare  il  carattere 
distintivo  di  uno  o  più  termini  primitivi  dello  stesso  per  farne  uso  io 
appresso  trattando  doUa  divisione.  Ed  in  vero  se  nel  prodotto  si  ritrova 
unico  termine,  in  coi  una  lettera  qnalunque  ha  il  massimo  esponente  in 
riguardo  a  quelli  della  stessa  lettera  negli  altri  termini,  deve  questo  ter- 
mine essere  primitivo.  La  presente  ipotcoi  racchiude  implicitamente  la 
condizione  di  dovere  ciascuno  de'  fattori  comprendere  un  solo  termine 
di  massimo  esponente  rispettivo  della  lettera  già  notata ,  altrimenti  più 
termioi  sarebbero  nel  prodotto  coUot  slesso  massimo  esponente  ;  per  lo 
che  la  moltiplicazione  de'  due  termini  di  massimo  esponente  de'  due  fat- 
tori dovrà  dare  '1   termine  di  massimo  esponente  al  prodotto ,  che  non 
potendosi  ridurre  cogli  altri  di  minore  esponente,  sarà  al  certo  primitivo. 
Cosi  ncires.  V  (4a*6«— 5a6*c)(3ac»— a»6c)  — 17a»6Sc*— ttto«6»c3— 4aAWc 
la  lettera  a  ha  '1  massimo  esponente  4  nel  3«  termine  — 4a4He  del  pro- 
dotto, eh' è  termine  primitivo  derivante  dal  prodotto  del  termine  4nsàs 
col  massimo  esponente  2  di  a  del  1*^  fattore  pel  termine  — a*òc  col  mas- 
simo esponente  2  di  a  del  2**  fattore;  e  gli  stessi  tre  termini  contengono  , 
Tesponeote  massimo  rispettivo  di  6.  Di  più  la  lettera  e  ha  '1  massimo 
esponente  3  nel  2®  termine  del  prodotto — 15a*à*cS,  eh' è  pure  termine 
primitivo  e  nasce  dalla  moltiplicazione  de'  due  termini  — tto^^c  e  3ae* 
di  massimo  esponente  rispettivo  di  e  ne'  due  fattori  ;  frattanto  nessuna 
delle  tre  lettere  a,  h^  e  ha  '1  massimo  esponente  nel  1°  termine  ila^b^c* 
che  proviene  da  riduzione,  e  nello  slesso  modo  si  può  discorrere  degli 
es.  2»  e  4.*» 

Si  capisce  inoltre  che  nel  caso  di  più  termini  eoi  massimo  esponente 
di  una  lettera  al  prodotto ,  quando  uno  da'  fattori  ne  contiene  un  solo , 
allora  tutti  quei  termini  del  prodotto  devono  essere  primitivi.  Concios- 
siachò  gli  stessi  non  possono  provenire  che  dalla  moltiplicazione  dell'u- 
nico termine  di  massimo  esponente  contenuto  secondo  l'ipotesi  in  un  fat- 
tore per  altrettanti  termini  di  massimo  esponente  che  devono  necessaria- 


19 
«ente  eomprenderfi  nell'altro  fattore,  e  questi  come  diwimiU  non  danoo 
die  prodotti  diesimllf;  e  sieeome  né  tampooo  paò  ayer  luogo  qualche  ri« 
dai  ione  di  loro  cogli  altri  termioi  che  racchladoDO  la  lettera  determioata 
èbn  esponenti  inferiori,  così  è  giocofona  di  ammettere  che  siano  primis 
tìTi.  In  qoesu  guisa  Tea.  ft<*  (Sa*+Safr-HB)(a-^*6+8a»)^— a^+Sa*6 
~<i*~9a4ft— 2aSò*+7aH+6o4  contiene  I  due  termini  — -2a46  e +6a4 
col  maBsimo  esponente  4  di  a,  ed  avendo  '1  pHmo  fattore  '1  solo  termine 
Sa*  di  massimo  esponente  2  di  a,  si  eonchinde  essere  quei  due  termini 
primitivi  provenienti  dalla  moltipllcatlone  df  2a*  pe'  dne  termini  — a«ft 
e  +3a*  di  massimo  esponente  2  di  a  nel  2^  fattore. 

25.  La  forma  meccanica  de'  calcoli  algebralci  e  precisamente  la  sot- 
trattone non  diretta  dal  rsziocinio  (n.®  17)  non  di  rado  ci  guida  a  con- 
siderare come  fattore  della  moltiplleaiione  il  termine  negaMvo  isolato 
eh'è  un  simbolo  di  assurdità ,  e  qualche  tolta  si  hanno  1  fsttori  tutti  e 
due  negativi  ;  per  lo  che  fa  d'uopo  di  stabilirne  le  regole ,  che  si  pos* 
sono  solunto  dedurre  per  analogia  da  quelle  già  dimostrale  rispetto  al- 
l'espressioni algebraiche  significatire.  Ed  in  vero  giusta  la  dimostra- 
xione  del  n.®  22  si  ha  a(&— >e)— aò— ac"-(fr— c)a»  ciò  che  suppone  impli- 
citamente la  oondislone  di  b>e  ;  ora  per  analogia  si  può  supporre  che 
debba  questa  formula  verificarsi  anche  nel^so  di  6<c  e  nell'altro  di  6— o, 
nel  quale  caso  11  prodotto  ab  si  annulla  e  la  formula  diviene 

ax — c<<-  — oc—  — exa 
cioè  7  prodotto  di  duo  tormM  iooloH  uno  poHtivo  e  un  altro  nogativo 
Tuulia  negativo.  Si  ha  innoltre  (a — d){lh-^)^ab^òd^^ae-^ed  (n,^  23),  e 
dò  nel  caso  di  a>d  e  b>e;  supponendo  a'-Ot  ò— o>  si  annullano  i  primi 
tre  prodotti,  e  si  ottiene  — dx^-^i'^+cd,  e  così  positivo  riesce  'l  prodotto 
di  due  termini  isoUui  nagativi.  In  questa  guisa  la  regola  della  molti- 
plicasione  algebraica  è  generale  per  tutte  1*  espressioni ,  e  noi  in  luogo 
più  conveniente  proveremo  che  '1  moltiplieo  de'  termioi  negativi  isolati 
dà  gli  stessi  resultamenti  che  si  potrebbero  ottenere  colla  scorta  del  ra- 
lìocinio,  evitando  qdesti  simboli  di  assurdità, 

ARTICOLO  IV, 
Della  divisione  Algebraiea, 

27.  La  divisione  si  riguarda  oome  l'operasione  inversa  della  moltipll- 
eaiione; essendo  dato  il  prodotto  ed  uno  de*  fattori,  si  propone  a  determi- 
nare '1  fattore  incognito;  e  si  dà  '1  nome  di  dividendo  al  prodotto,  di  di^ 
visore  al  fattore  cognito,  e  di  quoziente  all'altro  che  si  cerca  (arftm.  n.^  38). 
Le  regole  adunque  della  divisione  algebraiea  si  devono  dedurre  da  quelle 
già  stabilite  per  la  moltiplicazione ,  e  noi  consideriamo  da  prima  *1  caso 
più  semplice  del  dividendo  e  divisore  ambidue  monomi. 

Io  1*^  luogo  si  deve  trovare  giusta  le  regole  dell'aritmetica  il  quoto 
de'  due  coefficienti,  che  forma  '1  coefficiente  del  quoto  algebraico  cercato^ 


ao 

perchè  1  coefficiente  del  prodotto  deriva  dal  moltiplico  de*  ooeilleienti  del 
doe  fattori,  e  quindi  la  eoa  diTiaione  pel  ooefflcieote  del  fattore  dato  ser- 
virà a  scoprirci  qoello  del  fattore  iocogoito. 

Io  %"*  luogo  avcDdo  irignardo  alle  lettere  comiuii  del  dividendo  e  divi- 
sore ,  si  rifletta  che  respooeote  della  lettera  del  prodotto  deriva  dalla 
somma  degli  esponeuti,  che  ha  la  stessa  lettera  ne*  due  flitcorl  (n.®  21);  per 
lo  che  sottraendo  dairespooeote  della  lettera  nel  dividendo  o  sia  mI  prodot* 
to  l'esponente  della  stessa  nel  divisore  o  sia  nel  fattore  cognito,  il  residuo 
denota  l'esponente  di  questa  lettera  nel  quoto  eh*  è  '1  fattore  ineogni- 

to.'  In  slmile  guisa  si  ha  ^—a*— s  — a»,  ed  in  generale  -r  — «"""•. 

Nel  caso  poi  che  la  stessa  lettera  ahhia  eguali  gli  esponenti  nel  divi* 
dendo  e  divisore,  il  quoiiente  si  esprime  dall'unità,  essendo  in  generalo 
tino  '1  quoto  di  una  quantità  divisa  per  se  stessa  (aritm.  n.<»  39) ,  e  la 
regola  di  sottrarre  gli  esponenti  ci  guida  all'esponente  isro(arit.  n.«  14). 

Così  si  ha  2l  -i-a4-4-ao,  j^-.l-.6s-s-.6o^  ed  in  generale  — 

«1— a"*"*.-a®;  quindi  si  devono  riguardare  come  identiche  le  due 
espressioni  di  qoalsisia  lettera  coli' esponente  Mero  e  di  uno.  Questa  os* 
servazione  è  assai  importante  pe*  principianti,  i  quali,  ottenendo  T  espo- 
nente sero,  dicono  senza  riflettervi  anche  Mero  '1  quoto  di  quelle  quantità 

eguali,  come  per  es.  —  eguale  a  Mero;  ed  egli  è  giusto  che  la  memoria 

ci  ricordi  adoperarsi  gli  esponenti  come  indici  del  numero  de*  fattori  e- 
guali  alla  lettera  e  non  già  come  fattori  del  termine,  perciò  T  esponente 
Mero  indicare  non  esser  fattore  la  lettera  in  quel  termine,  e  la  lettera 
coli' esponente  Mero  equivalere  ad  uno  fattore  improprio  del  termine. 

In  3**  luogo  le  lettere,  che  sono  proprie  del  solo  dividendo,  devono  coi 
rispettivi  esponenti  far  parte  del  quoziente;  giacché  le  stesse  esistendo 
nel  prodotto  e  non  già  nel  fattore  dato,  fa  d' uopo  che  tutte  appartengano 
al  fattore  incognito. 

Dietro  la  sposizione  di  questi  principi!,  dovendosi  per  es.  dividere  II 


monomio  7Ba^h*e^f*gi  per  Aa^h^c^f^si  dice-T-<-7  coefllciente  del  quoto, 
dietro  cui  si  scriveranno  di  seguito  1  particolari  quozienti"^— 0,7-— 1, 

fl*  o* 

^  —  e*  ,  y  —  ^  e  9*  che  dal  dividendo  passa  al  quoto,  cioè  si  avrà 

28a»6*c5Ay5  A0a7ìAchf 

'  4a*à»cV    —  ^^*ft''  Nello  stesso  modo  otterremojJfJsJY"**^  ***• 

90a^be* 
e    u^,  '  —  4a*&;  e  tutti  questi  esempi  si  riferisconoa  quelli  della  mol- 

tiplicasione  de'  monomi  (n,®  Si), 


ti 

S8.  I  mooomi,  ehe  MrYono  alla  divisione,  posaobo  avara  il  legno  + 
o  — ,  e  noi  ci  proponghiamo  a  definire  'I  segno  del  quoto  relativo  a  qoelle 
del  dividendo  e  divisore  dietro  la  regola  data  per  la  molli plicazioné  (0.^  26). 
Ed  in  vero  il  prodotto  positivo  sappona  i  fattori  del  medesimo  segno,  e 
siccome '1  prodotto  corrisponde  al  dividepdo,  e  i  dae  fattori  al  divisore 
e  quoziente,  perciò  si  dice  che  nel  caso  del  dividendo  positivo  deve  'I  quo- 
siente  avere  lo  stesso  segno  del  divisore,  o  sia  '1  dividendo  positivo  e  'I 
divisore  positivo  danno  '1  quoziente  positivo,  1  dividendo  positivo  e  'I  di- 
visore negstivo  lo  danno  negativo.  Come  pore  derivando  i  prodotto  ne- 
gativo da  fattori  di  segni  contrari,  si  dice  dover  avere  '1  quoziente  ae^o 
contrario  a  quello  del  divisore  nel  caso  del  dividendo  negativo;  per  lo  che 
il  dividendo  negativo  e  'I  divisore  positivo  danno  4  quoziente  negatlvOf 
mentre  il  dividendo  negativo  e  i  divisore  negativo  danno  '1  quoziente  po' 
«Uro.  Si  vede  adunque  essere  la  regola  de'  segni  della  divisione  analoga 
a  quella  della  moltiplicazione,  e  può  enunciarsi  in  generale  che  'l  quoto 
è  poiUivo ,  $€  7  divid$ndo  e  'l  diviion  hanno  il  mcdaitma  segno  ;  ehé  lo 
ÈtUMo  è  negativo,  te  hanno  §egni  contrari,  ciò  che  si  esprime  in  linguaggio 

eompeodioso 

+  :  +  -  + :  — 

+  :———:  + 

Io  questa  guisa  si  ottiene       ^^^ —  —  5a**e,     ^^^     «4a*6s  , 

SaH^6>  --4o4ò4c  — 36a4ò^0 

3;;^ 6a6«c ,  -Z;^  -  +  *«*^'  »   -9i^ò47  ^  +  ^"•*'  ^^'  **»•  *' 

e  2^,  num.  24). 

29.  La  divisione  esatta  de'  monomi  cioè  il  quoziente  espresso  da  un 
monomio  io  forma  di  intero  non  è  sempre  possibile  :  conciossiachè  se  il 
eoelBciente  del  dividendo  non  è  divisibile  esattamente  per  quello  del  di- 
visore, ose  il  divisore  contiene  qualche  lettera  non  compresa  nel  divi- 
dendo, 0  pure  se  la  lettera  del  divisore  ha  T  esponente  maggiore  di  quello 
della  stessa  lettera  del  dividendo,  egli  è  chiaro  che  in  ciascuno  di  que- 
8li  casi  impossibile  riesce,  la  divisione.  Allora 'l  quoto  si  può  soltanto 
indicare  come  nell'  aritmentica  per  mezzo  di  una  frazione  ;  ed  avendo 
cura  di  togliere  i  fattori  comuni  al  dividendo  e  divisore  cioè  al  nume- 
ratore e  denominatore,  si  riduce  la  stessa  ad  una  più  semplice  espres- 


Cosl  per  esempio  la  divisione  di  ilki^bh^k^  per  i9a^bAhkm  è   impos- 
sibile per  tutte  tre  le  circostanze  già  mentovate,  e  s'indica  col  fratto 

iìkL*bh*k'^ 

jg-TrrTjr~.  Divedendo  i  coefficienti  15  e  18  pel  fattore  comune  3,  si  ha 

15     5  a*        1         1 

•Tg— r;  dividendo  a»  e  a'  pel  fattore  comune  a*,  si  ha  ^— ^sITi  — «• 

òli  h*  k^ 

dividendo  ò  e  ò^  per  ò,  si  ha  jj  — "ffiTi  — jsJ^q^tnd'^  —  *f  ÌT"***' 


r 
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lisciando  nel  proprio  luogo  la  lallera  m  del  solo  difisore;  ed  in  questa 

guisa  si  oltiene  if^if^hkm"  Habhi^ 

Si  può  adunque  per  la  divisione  de'  monomi  stabilire  la  seguente  re- 
gola generale:  dopo  di  €n)ere  scritto  'l  dividendo  e  'l  divisore  in  forma  fra- 
Miofiaria  si  tolgano  i  fattori  comuni  de'  coefficienti  e  delle  lettere  :  cioè  si 
dividano  i  coefficienti  pel  loro  massimo  comune  divisore  (arit.  n.«  72); 
rispetto  alle  lettere  comuni  si  sottragga  'l  minore  esponente  dal  maggiore, 
scrivendo  la  lettera  coW  esponente  residuo  nel  luogo  dell'  esponente  mag- 
giore; ed  in  fine  le  lettere  non  comuni  rimangano  nel  proprio  luogo.  Io 
forza  di  questa  regola  si  ottiene  11  quoziente  intero  o  una  frazione  più 

.  30aWc*h} 
semplice  della  proposta:  cos\  nel  caso  di     ^  . , .  ^ — •  essendo  li  il  m.  e.  d. 

di  30  e  6  e  le  lettere  del  denominatore  con  esponenti  rispettivamente  mi- 
nori di  quelle  del  numeratore,  si  ha  1  quoziente  intero  fkt^b^c*h;  ma  la 

espressione  «yatMc^W  dividendo  sotto  e  sopra  per  9  e  sottraendo  gli 
esponenti  delle  lettere  comuni  nel  modo  indicato,  si  riduce  alla  frtiione 
*»,-.,  assai  più  semplice  della  proposta. 

30.  Stabilita  la  teoria  della  divisione  de'  monomi,  possiamo  deOnire  quella 
de'  polinomi  che  dalla  medesima  dipende;  ed  essendo  per  es.  proposto  il 
dividendo  ITaSfr'c* — itia*b*c^ — 4a^b^o  e  '1  divisore  3ac*  —  a>6c,  ne  dob- 
biamo cercare  '1  quoziente.  Giusta  '1  principio  della  divisione  il  dato  di- 
videndo si  può  considerare  come  un  prodotto,'!  divisore  come  uno  dei 
suoi  fattori  e  1  quoziente  come  l' altro  fattore  (n.**  27};  e  siccome  nel  mol- 
tiplico de'  fattori  polinomi  tutti  i  termini  di  un  fattore  si  moltiplicano  per 
ciascun  termine  dell* altro  (n.°  24).  cosi  nel  dato  dividendo  devono  esistere 
due  termini  provenienti  dal  moltipllco  de'  due  termini  del  divisore  pel 
i**  termine  del  quoziente,  ch'è  i\  fattore  incognito.  ^ 

Volendo  adunque  ritrovare  questo  !•  termine  del  quoziente,  fa  d'uopo 
dividere  uno  dei  due  termini  già  menzionati  del  dividendo  precisamente 
pel  termine  del  divisore,  da  cui  si  suppone  di  aver  avuto  origine.  Ma  1 
termini,  di  cui  si  tratta,  non  possono  a  prima  vista  riconoscersi  nel  di- 
videndo; qualcuno  non  vi  si  trova  più  primitivo  per  la  riduzione  che  forse 
ne  sarà  stala  fatta  con  termini  di  altri  prodotti  parziali,  e  si  va  al  certo  ' 
errato  con  operare  sopra  un  termine  di  tal  sorta;  in  fine  non  si  sa  sce- 
gliere '1  termine  del  divisore  per  servire  alla  i*  divisione  parziale.  In 
mezzo  a  tanta  dubbietà  rendesi  necessario  un  metodo  per  procedere  con 
sicurezza  ed  evitare  I  vari  tentativi;  e  noi  felicemente  siamo  in  istato  di 
assegnare  un  tal  metodo.  Dietro  T osservazione  de'  termini  del  divisore 
si  deve  far  la  scelta  di  una  lettera  col  massimo  esponente  in  un  sol  ter- 
mine, e  prendere  questo  termine  di  massimo  esponente;  giacctiè  in  si- 
mile caso  dovrà  necessariamente  esìstere  nel  dividendo  unico  termine  colla 


stMM  lettera  segaeU  dal  messimo  esponeDle,  ed  è  proprietà  di  questo 
termine  di  ewer  primitivo  e  provenire  dal  moltiplico  del  termine  di  mas- 
simo esponente  del  divisore  per  quello  di  massimo  esponente  del  quoto 
(n.*  25).  Cosi  nel  nostro  caso  scegliendo  la  letteti  e  coir  esponente  %  nel 
1*  termine  e  l'esponente  1  nel  2^  teriqine  del  divisore  si  ha  '1  termine 
dkjnassimo  esponente  3ac*;  e  nel  dividendo  la  slessa  lettera  e  ha  l'espo- 
nente 2  nel  1^,  3  nel  2®,  1  nel  3"*,  e  quindi  vi  esiste  V  unico  termine  di 
massimo  esponente  — i3a*fr*c'.  Onde  si  è  eerto  che  'I  termine  — l(i«*fr*cs 
aon  poò  nascere  che  dal  moltiplico  di  Sue*  pel  termine  del  quoto  col  mas- 
simo esponente  di  e;  perciò  la  divisione  di  — ISa'è^e^  per  3ae*  dovrà 

1lia*6«e3 
far  conoscere  Taniidetto  termine  del  quoto,  e  si  avrà  — ""3ac*    ** — Ba(«o 

In.*  28). 

Eitrovato  '1  termine  — 5ofr*c  del  quoto,  devesi  ij  medesimo  moltiplica- 
re pei  termini  del  divisore ,  e  iodi  sottrarre  questo  1**  pÌNMlotto  parxiale 
—  5ab*e{3ae*'~a*be)  — — 15a*ò*e^  -f  SoSòSc»  dal  dividendo;  ciò  che  dà 
17a'fr3c«— 13o«à>c'--4a4Mc— (— 15a>6>cS+3a3frSe>)i-l7aS63c«-«13a'McS 
— 4a4^e+iKa*fr*o3--3a^&^c>-il2aSfr3o'— 4a4Mc(n.''  UB),  ch'esprime  il 
residuo  della  divisione* 

Si  può  collo  stesso  metodo  procedere  a  ritrovare  il  2<*  termine  del  quoto, 
riguardando  11  residuo  ottenuto  come  un  2^  dividendo  parziale:  imper- 
eiocché  i  due  termini  del  divisore  moltipricati  pel  2»  termine  del  quoto 
dovettero  dare  due  termini  al  dividendo  o  sia  al  prodotto,  che  sono  ora 
compresi  nel  2*^  dividendo  parziale;  ma  quello  proveniente  dal  moliplico 
di  3ac*  deve  contenere  la  lettera  e  col  massimo  esponente,  e  tale  è  il  ter* 
mine  12a3ò3e>.  Per  io  che  prsticando  la  2*  divisione  di  I2a363c*  per  lo 
stesso  termine  del  divisore  3ae*,  si  ottiene  il  2»  termine  del  quoto  Aa'b^, 
che  moltiplicato  pel  divisore  dà  il  2°  prodotto  parziale  4a*ò3(3ac>— a»òe) 
^itaàb^* — 4a464e  da  sottrarsi  dal  2»  dividendo  parziale ,  e  cosi  si  ha 
I2a3fric»— 4a464c — {i^a^b^e*  —  Aa^b^c)  —  12a363c>^4a464e—  1  Za^b^e*  -f- 
4o4Mc— o  cioè  il  residuo  Jiero.  in  questa  guisa  il  dato  dividendo  o  sia 
il  prodotto  totale  è  stato  In  modo  completo  distrotto  per  mezzo  del  divi- 
sore 0  sia  del  fattore  cognito,  e  /l  quoziente  o  sia  '1  Tattore  Incognito  è  'I 
binomio  — 5a6«c+4a'à3;  dlDitto  moltiplicando  il  quoziente  pel  divisore  si 
riproduce  'I  dividendo^  e  questo  es.  si  riferisce  all'es.  i"  dalla  moltipli- 
cazione (n.°  24). 

Così  e  non  altrimenti  può  eseguirsi  la  divisione  di  due  polin^^nii  qua- 
lanque  ,  ed  in  generale  si  prescrive  la  regola  seguente  :  ji  icegliB  da 
prima  una  UUera  eoi  moiiima  e$pon$»i0  in  un  tolo  fermtne  del  dici- 
tore ,  0  si  prende  costantemente  questo  termine  some  ditnsore  in  tutte 
le  divisioni  parzialii  si  divide  quindi  il  termine  del  dividendo  eoi  mas* 
ftmo  esponente  ^ella  lettera  già  seelta,  e  si  ottiene  il  4*  termine  del  quo- 
stenle;  fatto  'l  prodotto  del  quoto  per  tutto  *l  divisore  e  sottratto  dal  di- 
videndo si  ha  'l  residm ,  che  {orma  *l  t*  dividendi  parziale ,  e  si  divi- 
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de  H  termin9  di  maaimo  $spon9nt$  p«r  don  il  S^  («nnjfie  del  quotieni€. 
il  termine  ottenuto  del  quoziente,  si  moltiplica  per  t%ato'l  divi$oref»i  Sottra» 
questo  prodotto  dal  S^  dividendo  parziale ,  si  stabilisce  *l  residuo  corno 
S^  dividendo  parziale ,  o  la  divisione  del  termine  di  massimo  esponente 
fa  conoscere  il  S^  termiine  del  quoziente;  e  così  di  seguito  si  avranno  §li 
ulteriori  termini  del  quoziente ,  finché  si  perverrà  al  residuo  zero.  «» 

31.  Defioiu  la  regola  generale,  possiamo  dare  alcune  avvertenze  che 
rignardano  '1  modo  pratico  di  disporre  l'operazione.  Ed  in  1"  luogo  si 
farà  bene  a  scrivere  di  nuovo  i  termini  si  del  dividendo  che  jdel  divisore 
in  ofdine  agli  esponènti  della  lettera  scelta ,  cioè  in  modo  che  '1  1**  ter- 
mine di  ciascuno  fosse  quello  del  massimo  esponente  e  quindi  gradata- 
mente gli  altri,  ciò  che  dicesi  ordinare  i  termini  secondo  una  data  let- 
tera» Il  dividendo  e'I  divisore  cosi  ordinati  si  dispongono  allato  l'uno 
dell'altro,  separandoli  con  una  linea  o  parentesi ,  e  sotto  il  divisore  si 
sogliono  d'ordinario  scrivere  i  termini  del  quoziente  che  resultano  pure 
ordinati. 

In  2"  luogo  ogni  prodotto  parziale  del  termine  del  quoziente  pel  divi, 
sore  si  può  scrivere  sotto  del  rispettivo  dividendo  parziale,  e  siccome  se 
ne  devono  cangiare  i  segni  per  causa  della  sottrazione,  cosi  si  contrae 
l'abito  di  scrivere  i  termini  del  prodotto  con  segni  contrari  a  quelli  della 
moltiplicazione  e  indi  ridurre ,  o  ciò  eh'  è  più  regolare ,  di  scriverli  coi 
giusti  'segni  e  poi  cangiarli  mentalmente,  facendone  la  riduzione  co'  ter- 
mini del  dividendo  parziale  superiore  (n.o  18  in  fine).  Prima  di  far  la 
riduzione  si  tira  una  linea  per  notarvi  al  di  sotto  io  corrispondenza  'I 
residuo  cioè  i  termini  già  ridotti  e  gli  altri  del  dividendo,  e  si  ha  cura 
di  scriverli  ordinati.  In  questa  guisa  'I  l"*  termine  di  ogni  dividendo  par- 
ziale presenta  sempre  col  massimo  esponente  la  lettera  che  ha  servito  da 
principio  ad  ordinare ,  e  la  divisione  quasi  meccanicamente  si  eseguisce 
del  t**  termine  di  qualunque  dividendo  parziale  per  lo  stesso  1®  termine 
del  divisore. 

Si  vegga  nella  tavola  1  a  pag.  28  segno  (A)  l'operazione  in  disteso 
dt'll'es.  di  sopra. 

E  si  possono  i  giovani  esercitare  sullo  stesso  esempio,  ordinando  pri- 
ma per  a  e  poi  per  6 ,  che  ciascuna  di  queste  lettere  ha  i  massimo  e. 
sponente  in  unico  termine  del  divisore. 

Notiamo  in  tìclie  che  in  forza  della  regola  dei  segni  (n.«  28)  il  quo- 
ziente non  si  altera  ,  allorché  si  cangiano  nello  stesso  tempo  i  segni  di 
tutti  i  termini  del  dividendo  e  divisore,  non  altrimenti  di  ciò  che  si  è  in- 
segnato trattando  della  moltiplicazione  (n.o  24  es.  l»),  e  se  ne  può  far 
la  prova  in  questo  e  ne'  seguenti  esempi. 

£s.  2.0  Si  debba  l'espressione  61»o«64c*— 30a<^6e3— 2aS6Sc«— 36a46''e 
+  Ì0a«6^e-h4ò^c  dividere  per  4a»6*— tta'c— 26». 

Si  disponga  l'operazione  come  nella  tavola  I  a  pag.  28  segno  (B),  or- 
dinando per  a ,  che  ha  il  massimo  esponente  3  nel  solo  termine  — <ki'e 
del  divisore. 


Difidrado  il  lo  tenpine  "^Ma^he^  del  dividendo  pel  1^  termine  -— Sa^c 
del  diTisore,  si  ha  il  lo  termine  iSaSfrc'  del  quoto,  che  si  moltiplica  pel 
dfTisore  e  dà  1  tre  termini  del  !<>  prodotto  parxiale  scritii  nella  2*  fila* 
Si  cangiano  mentalmente  i  segni  de'  termini  di  questo  !<>  prodotto  par- 
xiale per  eseguire  Insieme  la  sottraiione  e  ridnsione  co'  termini  del  di- 
videndo» e  si  dice:  — 30o«&eS  +  30a6fres « 0;  +<MlaS64e*— •24a5  64e•  — 
+4ik•sMe•»  che  si  scrive  in  corrispondenxa  al  2®  termine  del  dividendo; 
il  9*  termine  del  prodotto  ^ìta^bH^  è  simile  al  4®  del  dividendo  — 20'6*c«9 
ma  prima  si  trascrfve  il  suo  3®  termine — 36a4ò7o  coli' esponente  mag- 
giore di  a,  e  quindi  si  fa  la  riduzfone  de'  due  termini  — 2a'6S6*-f 
ila^b^e*  ^  +  lOa^òSc*,  mettendo  in  fine  nella  stessa  fila  gli  altri  due  ter- 
mini +  lOa'ò^c  i-  4frfic.  U  1»  termine  +  45a«64c^  del  2«  dividendo  par- 
xiale,  che  ha  'l  massimo  esponente  di  a  in  riguardo  a'  seguenti,  si  divide 
per  — 5a3e>  e  dà  il  2^  termine — Oa'Me  del  quoto;  e  la  quarta  fila  pre- 
sente i  tre  termini  del  2^  prodotto  parziale  di  -*9a*64c  pel  divisore. 
Operando  come  sopra,  si  elidono  i  primi  due  termini  rispettivamente;  si  tra- 
scrive '1  termine  del  dividendo  +^iOaWc*  col  massimo  esponente;  si  fa  la 
riduzione  de"  termini  simili  +ìOa*b^e — ^18a>6^e  —  — Sa^b^e;  e  nella  stessa 
fila  si  nota  l'ultimo  termine  H-46&C.  Finalmente  si  divide  il  1^  termine 
^-iOa^b^e*  del  3®  dividendo  parziale  per  -^ìia^o,  e  si  ottiene  il  3^  ter- 
mine — ^2à3e  del  quoto  ;  si  scrivono  nella  fila  di  sotto  i  tre  termini  del 
3*  prodotto  parziale  di  — 2b^e  pel  divisore;  e  cangiandone  i  segni,  rispet- 
tivamente si  elidono  co'  termini  del  dividendo,  cioè  si  ha  l'ultimo  resi- 
duo x9ro,  che  annunzia  di  essere  finita  la  divisione.  Dunque  il  quoziente 
richiesto  si  esprime  dal  trijiomio  fkt^be*^9a*b^e — ^2à^c. 

Questo  es.  si  riferisce  ail'es.  2°  della  moltiplicazione  (n.®  24),  e  pnossi 
per  esercizio  variare  ordinando  i  termini  per  b  o  pure  per  e;  ma  nel  caso 
di  e  il  2^  dividendo  parziale  offre  i  due  termini  +  45a'64c*  +  lOa^fr^c» 
collo  stesso  esponente  massimo  di  e,  che  come  primitivi  possono  egual- 
mente servire  alla  divisione,  e  questa  circostanza  sarà  rischiarata  nell'es. 
seguente. 

E$.  S.**  Dividere  2a*6— -as^a«-*2a4ò— 2as6«+7aS6-i-6a4  per  2a5— a 

Ordinando  per  a,  esiste  'l  solo  termine  4-2a«  di  massimo  esponente  nel 
divisore,  ma  il  dividendo  ne  contiene  due  — 2a464.6a4;  ed  i  princi- 
pianti trovano  un  intoppo  al  modo  meccanico  di  disporre  l'operazione. 
Ora  in  questo  caso  del  divisore  con  un  solo  termine  di  massimo  esponente 
si  è  certo  che  i  termini  di  massimo  esponente  del  dividendo  sono  egual- 
mente primitivi  e  provengono  dal  moltiplico  dell'anzidetto  termine  di 
massimo  esponente  del  divisore  per  altrettanti  termini  di  massimo  espo- 
nente del  quoto  (n.**  25  in  fine);  quindi  è  indifferente  l'esistenza  di  uno 
o  di  più  termini  di  massimo  esponente  nel  dividendo,  potendosi  scrivere 
al  1®  posto  ano  qualunque  di  essi^  e  gli  altri  restano  pei  primi  posti 
de'  seguenti  dividendi  parziali,  finché  tutti  si  smaltiscono  nelle  successive 
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diTisionl.  Cosi  nel  nostro  es.  scrivendosi  per  1®  termine  6a4,  l'altro  — 2o4ò 
forma  1  i"  termine  del  2^  dividendo  parziale,  come  si  vede  nella  tavola  I 
a  pag.  28  segno  (C),  e  si  ha  i  quoto  3a* — a«fr+a. 

Qaesto  es.  si  riferisce  all'es.  3**  della  moltipUcasione  (n.«  24)  e  si  paò^ 
replicare,  ordinando  per  6. 

32.  Abbiamo  prescritto  come  nna  condixione  essenilale  quella  di  ordi- 
nare per  Dna  lettera  di  massimo  esponente  in  un  solo  termine  del  divisore, 
e  quante  volte  non  si  può  soddisfare  a  questa  condizione,  nasce  '1  dubbio 
se  i  termini  di  massimo  esponente  del  dividendo  siano  primitivi,  né  sap- 
piamo scegliere  i  rispettivi  termini  del  dividendo  e  divisore  per  servire 
alle  successive  divisioni  parziali  ;  il  che  appunto  si  verifica  nel  seguente 
esempio. 

Es.  4.°  Si  proponga  a  dividere  l'espressione  tta96c +25a9es  —  i%a9b* 
-f34a<6c— iOa8c«— '14aS6«+20a7òc— 4a76*— 24a7c*  per  5a4e+4a4fr— 6a3c 
+2aS6. 

Fra  le  varie  lettere  del  divisore  non  ce  ne  ha  alcuna  col  massimo  espo- 
nente in  un  solo  termine,  ed  in  particolare  a  si  trova  col  massimo  espo- 
nente 4  ne'  primi  due  termini  del  divisore,  ed  i  primi  tre  termini  del 
dividendo  presentano  a  col  massimo  esponente  9.  Egli  è  chiaro  dovere 
questi  tre  termini  provenire  dal  moltiplico  de'  due  termini  5a4c-f  4<i46 
pe'  termini  del  quoto  collo  stesso  massimo  esponente  di  a,  ed  aver  avuto 
luogo  riduzione  di  termini  simili  in  si  fatto  prodotto;  per  lo  che  l'ordi- 
naria divisione  di  termine  a  termine  può  indurci  In  errore,  e  quando  si 
opera  sopra  un  termine  del  dividendo,  eh' è  provenuto  da  riduzione  o  non 
derivato  dal  prodotto  del  termine  del  divisore,  si  ha  al  certo  un  termine 
falso  per  quoziente. 

Volendo  procedere  con  sicurezza ,  ci  facciamo  a  considerare  i  termini 
5a4c-f  4o46  di  massimo  esponente  del  divisore  a  guisa  di  un  solo  termine 
formato  dal  moltiplico  del  fattore  comune  a4  e  del  binomio  5e+46  cioè 
da  (5e+4fr)o^,  e  parimente  i  termini  5a96c+25a9c* — ila9b*  di  massimo 
esponente  del  dividendo  si  possono  ridurre  all'unico  termine  (56c+25e* 
— 126*}a9;  ed  operando  in  modo  analogo  su  gli  altri  termini  dello  stesso 
esponente  di  a,  sì  ottiene  il  dividendo  espresso  da  (5frc+25c* — 12fr*)a9 
-f(34ftc— lOc*— 146*)a«+(20*c— 46*-T.24c«)a'  e 'l  divisore  da  (5c+4ò)a4 
+(26— 6c)aS,  potendosi  le  varie  espressioni  chiose  fra  le  parentesi  riguar- 
dare come  i  rispettivi  coèlBcienti  delle  quantità  scritte  al  di  fuori;  per- 
chè sebbene  '1  nome  di  coefficiente  si  appartenga  propriamente  a'  fattori 
numerici,  pure  si  può  per  analogia  estendere  a  qualunque  fattore  litle- 
rale  monomio o  polinomio, e  cosi  dire  per  es.  tt6e+25e* — 126*  coefficiente  di 
a9,  ec.  Essendovi  cosi  un  termine  di  massimo  esponente  sì  nel  dividendo  che 
nel  divisore,  la  divisione  si  effettua  col  metodo  ordinario  cioè  si  divide 
il  1''  termine  (5òe+25c*— 12ò*)a9  pel  1»  termine  (tff+46)a4;  il  che  im- 
porta due  divisioni  la  1*  de'  rispettivi  coefficienti  di  a9  e  a4  cicè  di 
56c+25c^— 12&*  per  jSc+46  e  la  2"  di  a9  per  a4,  esprimcndo'si  il  .ter- 
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27. 
mine  eeretto  del  quoto  dal  prodotto  di  questi  dae  quoti  particolari.  Per 
csegaire  la  1*.  divisione  si  deve  ordinare  per  e  o  per  b,  che  ciascana  di 
esse  ha  i  massimo  esponente  1  In  un  solo  termine  del  divisore;  e  preo* 
dendo  ad  arbitrio  e,  si  scrivono  per  la  regolarità  delle  operazioni  ordi- 
nati i  termini  dentro  tutte   le  parentesi  secondo  e;  e  quindi  si  ottiene 

^— ^j mm  5c->-3&,  ^— a*  cioè  il  !•  termine  del  quoto  (5c — 36)a 

Questo  1**  termine  del  quoziente  si  moltiplica  pel  divisore,  e  dopo  di 
■ver  ridotto  l'espressioni  fra  le  parentesi  si  scrivono  i  termini  del  prodotto 
parziale  sotto  quelli  dei  dividendo:  si  ha  quindi  (5c — 3ò)(5c  +  4ò)a9 
—  (25«*— 156c+2O6o^l2ò*)a9-(a5o«+tt60— 126«)a9,  {6o-^fr)(-^6c+2fr)a8 
— (— 30e^+18&e+106e--A6»)a8'-(-- 30<;«+28fre— ^•)o8;  e  facendo  la  solita 
sottrazione  »  i  due  termini  di  a9  si  elidono ,  quelli  di  a>  si  riducono  a 
(^10c«+34»c— I4fr*+30c«— 28òe+66>)a>— (20c'+6&e— 86*)a8,  e  si  mette 
io  fila  il  termine  di  a''. 

Il  1**  termine  (20e*+^<'---^*)a*  col  massimo  esponente  di  a  dì  que- 
sto 2^  dividendo  parziale  si  divide  per  lo  stesso  1°  termine  del  divisare 

20c»-fft6c— 8ò« 
(5c+46)<i^,  il  che  include  come  sopra  le  due  divisioni  di  Ke4.^b "" 

4e— 2ò,  e  di  ^— a4,  e  così  $1  ha  il  2''  termine  del  quoto  (4c— 2&)a4. 

Faeeodo  la  solita  moltiplicazione  del  quoto  pel  divisore,  si  hanno  i  ter* 
Bini  del  secondo  prodotto  parziale  (4o-*26)(tto+46)a8i«(20c*+6fro— 8ò*)a8, 
(4«— 26)  (-^+26}a7-(-a4c*-M2dc+86c-4ò*)a7-(-24c«4-  20frc-4^»)a', 
ehe  per  la  sottrazione  rispettivamente  si  elidono  co'  due  termini  dei  di* 
Tidende.  Dunque  il.  quoziente  cercato  si  esprime  da'  due  termini  di  as  e  di 
a^  cioè  da  (5e — 3fr)as-h(4e — tb)af*,  che  per  la  moltiplicazione  si  riducono 
a'  quattro  termini  tto^o — 9a^b-\-Aa^ — %a,^b.  Ut  tavola  II  a  pag.  28  segno 
(D)  presenta  in  disteso  tutta  Toperazìone. 

33.  E$.  S.""  Si  debba  dividere  16a8(6+2{ki9o«-.-lOa80*4*2Oa96c4.2<)a''òe 
— 24a7c>— Sa^fr*— 4a76«  per  5a4e4*4a46— 6a3c+2a»6. 

Se  si  ordina  per  a,  esistono  nel  divisore  due  termini  eoi  massimo  &* 
sponente  4  di  a,  e  due  parimente  se  ne  trovano  nel  dividendo  col  mas* 
Simo  esponente  9:  e  sebbene  questi  si  debbano  riguardare  come  primi- 
tivi, non  potendo  essere  nel  quoto  che  un  solo  termine  di  massimo  e- 
sponente,  pure  non  sappiamo  se  sia  1  termine  -f2tta9c>  o  l'altro  +20o9&e 
derivato  dal  moltiplico  del  termine  5a4c  per  es.  del  quoto.  Quindi  la  di* 
visione  di  termine  a  termine  può  farci  errare,  non  ostante  che  si  abbia 
la  certezza  di  essere  primitivi  i  termini  di  a9  del  dividendo;  e  si  deve  aver 
ricorso  al  metodo  dell' es.  precedente,  riguardando  come  un  solo  termine 
quelli  dello  slesso  esponente  di  a.  In  questa  guisa  si  ha'l  dividendo 
espresso  da'  tre  termini  (25c*+20òc)a9+{i6^c— iOc*— 86«)a8+(206e— 24c« 
— 46»a7,  il  divisore  da'due  (5c+4fr)a4-|-(— 6c4-2fr)a3,  e  si  pratica  la  di- 
vbione  del  1«  termine  (25c'-f206e)a9  pel  lo  termine  (59+4ò}a4.  Divi- 


dendo  da  prima  i  rispettivi  coefficienti  ordinati  per  e,  sì  ha  ■■  |^^    ^    —  5c, 

ed  ìd  8egaitoT7~a&;  daoqae  il  l»  termine  del  quoto  è  Kca^.  Sottraendo 

i  due  termini  del  lo  prodotto  parziale  8c(tte+46)a9»(25c»  +  20fte)a9  e 

8((.-6c+2ò)a<^— (— 30c*+106c)a<,  si  elidono  I  termini  di  a^  qoelli  di  a'  si 

riducono  a  (20c«+6^ — 86*)as,  e  si  trascrive  il  termine  di  a'.  Si  passa  così 

a  dividere  il  termine  di  a^  per  lo  stesso  termine  di  a4,  e  si  ottiene 

20c>+6òc— 86«  a^ 

U   ,  *. —  4c — 26,  -T  —  04,  cioè  *1  2o  termine  del  quoto  resulta 

(4e — 2ò)a4;  e  sottraendo  i  due  termini  del  2o  prodotto  parziale  (4c — 26) 
(»c+46)a8-(2ac»+Wc— 86«)a»,(4c— 26)  (— 6c+26)a7é-  (— 24c»+126c+86o 
-*46*)a7,-«(—- 24c*+206c — 46*}a7,  si  ha  '1  residuo  xero.  Duntfue  1  quoto 
richiesto  si  compone  di  questi  due  termini  5ea*4'(4e — ^26)a4i>tfa5e+4a4e 
— ^2a46;  e  nella  tavola  II  a  pag.  28  segno  (E)  si  vede  in  disteso  tutta 
l'operazione,  essendo  ordinati  i  coefficienti  dentro  le  stesse  secondo  e. 
Se  poi  si  vogliano  evitare  i  primi  termini  negativi  dentro  le  parentesi, 
si  possono  cangiare  i  segni  di  tutti  i  termini  dentro  le  parentesi  e  met- 
tere i  segno  —  al  di  fuori;  perchè  '1  segno  —  così  disposto  indica  sot- 
trazione cioè  cangiamento  di  segni  (n.®  16),  e  cosi  ritornano  i  propri  se- 
gni, comò  si  vede  nella  tavola  II  a  pag.  28  segno  (F). 

34.  Uniforme  adunque  è  il  metodo  di  effettuare  la  divisione  algebraica, 
il  dividendo  e  '1  divisore  resultano  sempre  ordinati  per  una  lettera  di 
massimo  esponente  in  un  solo  termine  del  divisore,  le  divisioni  si  fanno  di 
termine  a  termine  cioè  il  termine  di  massimo  esponente  di  ogni  dividendo 
parziale  si  divide  per  lo  stesso  termine  di  massimo  esponente  del  divi- 
sore, ed  i  prodotti  parziali  si  sottraggono  del  termine  trovato  del  quoto 
per  tutto  i  divisore.  La  varietà  ad  altro  non  si  riduce  che  a  quella  dei 
coefficienti  della  lettera  secondo  cui  si  ordina ,  potendo  essere  monomi  o 
polinomi;  e  vi  saranno  soltanto  delle  divisioni  a  parte  nel  caso  de'  coef- 
ficienti polinomi. 

35.  La  divisione  esatta ,  che  dà  '1  quoziente  intero  de'  due  polinomi 
proposti,  è  ben  difficile,  come  quella  ch'esige  la  condizione  di  essere '1 
divisore  fattore  del  dividendo  ;  e  d'ordinario  se  ne  discopre  a  colpo  di 
occhio  l'impossibilità  in  ciascuno  de' seguenti  casi:  1»  quendo  non  esiste 
lettera  comune  di  sorta  fra  le  due  espressioni  del  dividendo  e  divisore.; 
2o  quando  nel  divisore  ed  anche  in  un  solo  termine  dello  stesso  esiste 
una  lettera  non  compresa  affatto  neirespressione  del  dividendo;  3^  quando 
il  1*  termine  di  qoalsisia  dividendo  parziale  ordinato  non  è  divisibile 
pel  lo  termine  del  divisore  pure  ordinato  (n.o  29).  Non  potendosi  otte- 
nere intero  il  quoziente,  ci  contentiamo  d' indicarlo  per  mezzo  di  una  fra- 
zione, di  cui  si  stabilisce  come  numeratore  '1  dividendo  e  come  denomi- 
natore il  divisore;  e  quindi  procuriamo  di  ridurla  a  più  semplice  forma, 
togliendovi  t  fattori  comuni,  non  altrimenti  di  ciò  che  praticasi  neira- 
ritmetica  pe'  numeri,  e  questo  forma  il  soggetto  del  seguente  capo. 


!•  Pro 

i^  Pro 

3«  Dh 

3^  Pro 


# 


1 


i 


Capo  II. 

DELLE   FRAZIONI   ALGEBRAICHE   £  DEL   MASSIMO 

COMUNE  DIVISORE. 

36.  La  teoria  delle  frazioni  stabilita  nel  capo  ii  dell'aritmetica  é  ge- 
nerale, e  come  tale  si  estende  alle  frazioni  algebraiche,  di  cui  ci  limi- 
tiamo a  dare  an  saggio  per  la  semplice  esecuzione  de'  calcoli. 

6a«c5— 3aS6 
1**  Si  abbia  par  esempio  l'espressione  4a»  -h     oafc— 3c3     '    riducendo 

l'intero  a  fratto  (aritm.  n.»  63),  si  ottiene 2a6— Se* "" 

8a56— 12a»c3+6a»c3— 3a36    Sa'^fr— 6a«cS 

2ad— 3cS  ■"    2a6— 3o    ' 

a       e        m 
2*  Essendo  data  l'espressione  -r — a  "^  ~Z,»  ^^  riducono  I  fratti  al  nic- 

a*d — abc-^hdm 
desimo  denominatore  (aritm.  n.«  75),  e  si  ha  ^  . ;  e  nel  ca- 

4m*       5n      3< 
90  di  "^  +  o" — ^si  ba  colla  nota  regola  del  compendio  (aritm.  n.«  76) 

8am>+5a>fi^6f 
ildeBoroinatorecomune2a',e  la  data  espressione  diviene ^^^ • 

a  d 

3°  Dovendosi  moltiplicare  il  fratto  t  per  lo  intero  e  o  pel  fratto  j  > 

a  oc  a       d      od 

si  ha  rxc  — T"  (aritmetica  o.«  79) ,  r  x  y  ~  t7  (aritm.  n.®  81). 

a  m  a  a 

é^  Essendo  proposto  a  dividere  rper  c,o  pure  per  ';',  si  ottiene  ^j*:  e  —  t- 

a    m     an  a    m     a     n 

(aritm.  b.®  84),  j  'n^bm^  ***  6  '  """"ft  ^  m  f**"'*™'  "•**  ^)»  *^™®  P°'* 
a    a      o&     a 

E  qui  cade  in  acconcio  di  notare  che  '1  fratto ,  come  quello  che  indica 
OD  <|noziente,  non  si  altera,  cangiando  contemporaneamente  i  segni  di  tutti 

ì  i  termini  del  numeratore  e  denominatore  (n.»  31  es.  1°  in  flnc);  così  si 

!  4a— frc  bc — ia  bc — 4  a 

■'■  6m»+n*"— 6m*— f>3  "■""6m*-f.n3' «*"«  «'«uni per  maggiore  diligenza 


I 


scrivono 


/  be—4a  \ 
— V  èm^+ns  /'  ^"^^^  ^*'  vedere  che  il  segno  —  si  appartiene  al 

valore  del  fratto  e  non  già  al  1°  termine  del  suo  numeratore. 

Finalmente  si  rifletta  che  può  benissimo  una  data  frazione  scomporsi 
in  molte,  separando  i  vari  termini  del  numeratore;  cosi  per  esempio  si  ha 


30. 

o+b — e         a  b  e 

■;;rHr"iri:;;'*";M^~;r;:;'  «  »•  ITrMlonedeooU  U  somma  del- 
l'altre tre.  Si  commetterebbe  però  un  errore ,   separando  in  qoalunqae 

o+ft — e     o+ò — e 
modo  i  termini  del  denominatore  con  iscri? ere  per  cs.  — Z 1 1 —  ; 

perchè  in  nessana  operazione  aopra  i  fratti  si  prescriTe  la  somma  de*  de- 
nominatori, e  le  due  frazioni  cosi  scritte  equivalgono  a 
n{a  +  6 — e)  +  m{a  +  b — e)      {m-^n)  {a+b — e) 

^ì:^ — Z:Z »   eh'  *  molto  diversa  dalla 

firn  mn 

dau. 

37.  Trattando  della  divisione  abbiamo  dato  la  regola  di  ridarre  i  fratr 
ti ,  cbe  hanno  '1  numeratore  e  denominatore  monomi ,  alla  più  semplice 
forma  (n.*  29) ,  ed  ora  ci  proponghiamo  di  eseguir  lo  stesso  su  i  fratti  * 
che  li  hanno  polinomi ,  ciò  che  ci  conduce  alla  ricerca  del  massimo  co- 
mune divisore  algebraico  de'  polinomi  A  quest'oggetto  si  rifletta  che  il 
metodo  stabilito  al  n.°  72  dell'aritmetica  è  generale,  perchè  appunto  ge- 
nerale è  la  dimostrazione  del  n.°  73  ;  e  noi  qui  la  richiamiamo ,  poten- 
dosi in  modo  più  semplice  esprimere  l'eguaglianze  delle  successive  divi- 
sioni per  mezzo  della  lingua  algebra ica.  Siano  infatti  proposte  le  due 
espressioni  A  e  B  per  determinarne  il  m.  e  d:  dividendo  A  per  B  si 
ottenga  il  quoziente  Q  t  *\  residuo  H,  dividendo  B  per  R  il  quoziente 
Q'  e  '1  residuo  R*,  dividendo  R  per  R'  lì  quoziente  Q''  e  1  residuo  H",  ec; 
allora  sussistono  le  seguenti  eguaglianze  delle  successive  divisioni 

1»  A^BQ-bR 

3*  Jl-U'O'+H" 

ec*  ec<  ec» 
Ora  per  la  1*  eguaglianra  'I  divisore  di  ii  e  B  deve  estendersi  a  R , 
per  la  2*  quello  di  B  e  il  a  A',  per  la  3"  il  divisore  di  It  e  A'  a  R\  ec; 
cosi  è  giocoforza  che  abbiano  i  successivi  residui  lo  stesso  divisore  di  il  e 
B^  e  quindi  nessuno  potrà  darsene  maggiore  dell'ultimo  resto,  eh' è  l'ul- 
timo divisore  esatto  nella  serie  delle  divisioni.  Supponendo  Jl''  l'ultimo 
resto  e  Q'"  il  quoziente  esatto  di  R'  per  JR'-',  cioè  supponendo  la  4*  egua- 
glianza R''-^R"Q'"f  si  ha  R"  divisore  di  se  stesso  e  di  R^;  ma  in  forza 
della  3*  eguaglianza  il  divisore  di  II''  e  R*  dev'essere  comune  a  H,  in 
forza  della  2*'*  il  divisore  di  H'  e  il  a  H,  ed  in  forza  della  1*^  il  divisore 
di  A  e  il  ad  ii  ;  dunque  H"  dev'  essere  certamente  divisore  di  X  e  B. 
Essendo  il"  divisore  di  A  e  B,  che  altronde  non  possono  aver  divisore 
più  grande  di  R",  ne  segue  essere  il"  il  m.  e.  d.  delle  stesse,  in  si  fatta 
guisa  lo  Slesso  metodo  dell'aritmetica  ci  deve  guidare  a  scoprire  il  m.  e.  d. 
de'  polinomi,  cioè  '1  prodotto  de'  fattori  semplici^algebraici  comuni,  e  qui 
solamente  occorre  di  far  parola  di  quei  ripieghi  che  sono  necessari  onde 
venire  a  fine  la  serie  delle  prescritte  divisioni* 

38.  In  1*  luogo  si  devo  giusta  '1  matodo  dividere  la  quantiti  più  grande 


SI 

per  la  più  piccola»  e  non  dipendendo  In  algebra  *l  valore  assolalo  de'  po> 
liooml  dal  annero  de'  termini,  fa  d'oopo  assegnare  un  carattere  per  isce- 
gliere  ano  de'  dati  polinomi  come  dividendo  e  poi  conoscere  la  circo- 
stanza di  far  passaggio  il  residao  a  divisore.  La  teoria  della  divisione 
ci  somministra  qaesto  carattere  nella  grandezza  degli  esponenti  della  let- 
tera ordinatrice  e  si  deve  prendere  come  dividendo  il  polinomio  coll'espo- 
nente  maggiore,  ciò  che  deriva  dalla  nota  regola  di  sottrarre  gli  espo- 
nenti (n.*'  27).  Se  il  residao  della  1*  divisione  contiene  la  lettera  ordina- 
trice con  on  esponente  maggiore  dell' espoaente  massimo  del  divisore  o 
egoale,  si  rigaarda  'l  residoo  come  dividendo  parziale,  e  si  prosegue  a 
dividere  per  lo  stesso  divisore,  e  cosi  successivamente  finché  si  pervieoe 
ad  aa  residao  coU'esponente  minore;  allora  questo  residuo,  possa  a  divi- 
sore e  '1  precedente  divisore  a  dividendo,  dovendoci  in  simile  modo  re- 
golare in  tutta  la  serie  delie  divisioni. 

39.  In  2^*  luogo  la  dimostrazione  del  metodo  è  fondata  sopra  l'espres- 
sione intera  del  quoziente,  e  spesso  U  divisione  di  termine  a  termine  non 
le  darebbe  intera  per  ragione  de'  coefficieuii;  in  simile  caso  devono  aver 
luogo  le  moltiplicazioni  o  divisioni  parziali  sopra  uno  de'  dati  polinomi 
A  t  B  per  ottenere  intero  '1  termine  del  quoto,  e  noi  stabiliamo  appro- 
posito  il  ìwgaente  principio,  ij  m.  e.  d.  dt  A  e  B  non  ti  altera ,  ie  n 
wufliipliea  o  divide  uno  di  essi  per  una  espreuione  semplice  che  non  eia 
fattore  delV altro,  intendendo  per  espreaione  sempUee  quella  che  non  può 
scomporsi  in  fattori;  imperciocché  '1  m.  d.  d.  resulta  dal  prodotto  dei 
fattori  semplici  comuni,  e  quindi  senz'alterarlo  si  possono  introdurre  dei 
fattori  parziali  semplici  in  uno  de'  polinomi  o  pure  toglierli.  La  cosa  non 
va  cosi  pe'  fattori  parziali  composti,  cioè  non  è  permesso  di  moltiplicare 
0  dividere  A  a  cagion  di  esempio  per  un'espressione  capace  di  risolvcr;5i 
io  fattori,  se  prima  non  si  è  sicuro  che  nessuno  dei  suoi  fattori  semplici 
appartenga  a  B;  perché  può  benissimo  accadere  che  B  non  sia  divisibile 
per  quella  espressione  ma  per  uno  o  più  dei  suoi  fattori,  nel  quale  caso 
si  altera  il  m.  e.  d.  di  A  e  B. 

In  forza  di  questo  principio  si  rendono  più  semplici  1  dati  poliaomi , 
dividendoli  pe'  fattori  parziali  semplici  in  caso  che  ce  ne  abbia ,  ed  al- 
l'uopo si  moltiplica  '1  dividendo  per  reudere  possibile  la  divisione  esatta. 

40.  In  3*  luogo  si  può  nella  serie  delle  divisioni  pervenire  ad  un  re- 
siduo che  non  comprende  la  lettera  ordinatrice,  ciò  che  fa  segno  di  non 
esistere  alcun  fattore  comune  con  quella  lettera  ne'  suoi  termini.  Possono 
però  i  dati  polinomi  avere  fattori  indipendenti  dalla  lettera  ordinatrice , 
e  noi  diciamo  che  ciascuno  di  questi  fattori  deve  in  particolare  dividere 
i  coefficienti  de'  temUni  di  diverso  esponente  della  lettera  anzidetta  in 
hUti  e  due  polinomi. 

Si  consideri  'l  polinomio  Aa'^-j-Ba^-^Ca* -f£  ordinato  rispetto  ad 

0,  in  cui  i  coelBcienti  A,B,  C,.«..  E  siano  espressioni  algebralche  indi- 


ftmàttOM  da  a,  rigqirdando  E  cioè  l'aggregiio  de*  lennini  del  polinomio 
•enza  a  come  coellieiente  di  a"— 1  (n  *  37);  se  questo  polinomio  è  di? isi- 
bile  por  respressione  Jf  iodipeodeDle  da  a,  è  gioeoforsa  che  ogni  coeffi- 
ciente J,ff,Cy....f  Isolatamente  preso  sia  divisìbile  per  Jf. 

Conciossiacbè  essendo  per  ipotesi  Jf  Indipendente  da  a  fattore  del  dato 
polinomio,  deve  necessariamente  1*  altro  fattore  contenere  altrettanti  termini 
dia"'ya*,a'v...o*  clie  lo  stesso  polinomio,  e  possiamo  rappresentarlo  per 
J'a'"+ll'a"+CV...+J?'  co'  coefficienti  À%B\C',....E'  indipendenti  da  a. 
Ora  'I  prodotto  di  questi  doe  fattori  If ^'a"+ Jf B'a''+JfC'a^...+  ME'  re- 
salta da  termini  totti  dissimili  ;  e  non  potendo  aver  loogo  ridnzione  di 
sorta  alcona,  siccome  i  prodotto  dev'essere  identico  al  dato  polinomio, 
così  al  certo  si  avrà  MA''^A,MB''~B,MC''^C,....ME'^E,  cioè  ogni  par- 
ticolare coefficiente  AyB,C,'...E  divisibile  per  Jlf. 

41.  Il  prodotto  de'  fattori,  che  non  comprendono  la  lettera  ordinatrice, 
costilaisce  la  parte  del  m.  e.  d.  indipendente  dalla  stessa ,  alla  di  cai 
ricerca  devono  prima  di  tutto  esser  dirette  le  nostre  mire.  Ordinando 
adunque  i  dati  polinomi  per  ona  lettera,  si  riducono  ad  nn  sol  termine 
quelli  delio  stesso  esponente  nel  caso  che  ce  ne  abbia  diversi;  si  scoglio 
il  coefficiente  più  semplice,  di  cui  si  possono  a  colpo  di  occhio  conoscere 
i  fattori,  e  si  tenta  in  particolare  la  diJBUMb^degli  altri  coefficienti  per 
ciascuno  di  essi.  Se  la  divisione  di  tutti  i  coofficienli  dei  due  polinomi 
si  fa  esattamente,  si  ammette  quel  fattore  come  parte  del  m.  e.  d.  ;  ma 
basta  un  solo  coefficiente  non  divisibile  per  escluderlo;  e  la  prova  si  ef- 
feuua  pel  coefficiente  già  scelto,  se  mai  avviene  di  essere  incapace  di  fat- 
tori. Con  questo  metodo  si  determina  la  parte  del  m.  e»  d.  indipendente 
dalla  lettera  ordinatrice,  o  pure  sì  pronunzia  con  certezza  che  la  mede- 
sima non  esiste ,  ed  indi  si  procede  alla  ricerca  della  parte  dipendente; 
ma  nel  caso  affermativo  sì  dividono  i  due  polinomi  per  la  parte  già  tro- 
vata, e  cosi  si  opera  sopra  due  espressioni  di  forma  più  semplice. 

42.  Siamo  ora  in  istato  di  determinare  il  m.  e.  d.  di  doe  polinomi 
qualunque,  facendo  uso  di  tutti  i  ripieghi  all'uopo  necessari;  e  gli  esempi 
seguenti  saranno  bastevoli  a  fame  contrarre  la  pratica,  mentre  forniscono 
il  mezzo  più  opportuno  di  esercitare  le  regole  del  calcolo  algebra ico  fi- 
nora  spiegale. 

£$•  4."  Si  debba  ridurre  a  più  semplice  forma  la  frazione 

16a*'c» — 8Ay*— 6a«òc* 

i^*b*c* — Sa^bc*  +  46Hr*+  ìSab^c*  ' 
Ordinando  i  due  polinomi  per  a,  si  scrivono  così 

— 66c«a*+166*c*a — 86V« 

— 8ftc*o3+66*c*a*+i865c*a4-ift^c« 
e  dair  ispezione  de'  singoli  coefficienti  de'  diversi    termini  di.  a  si  cono- 
sce essere  2òc*  il  fattore  comune  indipendente  da  a'^  per  lo  che   riser- 
bando 26e*  come  parte  del  m.  e.  d.,  per  la  stessa  si  dividono  i  due  po- 
linomi, e  si  ottengono  respressioni  più  semplici 
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— 8a*-f-86a— 4** 

— 4as+3fra»+0fr*a+Sò3 
dì  cai  si  cerca  il  m.  e.  d»  dipendente  da  a.  Slabili  lo  '1  2**  polinomio  come 
dìTidendo  per  la  ragione  del  maggiore  esponente  3  di  a  (n.^  38) ,  se  ne 
deve  dividere  1  1°  termine  —  4a3  pel  1^  termine  — 3a>  del  divisore,  che 
noa  dà  intero  il  quoziente,  in  simile  caso  essendo  '1  coefficiente  3  del  !<> 
lermine  del  divisore  fattore  semplice,  si  moltijplica  per  lo  stesso  '1  divi- 
dendo dopo  di  esserci  assieorati  che  3  non  è  fattore  degli  altri  termini 
del  divisore  (n.""  39),  ciò  che  dà  come  dividendo 

—  12aS+0£«''+27^*a+663 

—  12a3 
e  quindi  si  ha  '1  quoto  intero  ;^o    '  —  +  àa. 

Moltiplicando  al  solito  '1  quoto  pel  divisore,  si  ottiene  il  prodotto 
— 12034. 32òa*  —  t66«a,  che  si  sottrae  dal  dividendo  e  ik  *ì  residuo 
— 23òa*  +  436*a-f  663,  che  si  riguarda  come  un  nuovo  divìdendo  par- 
ziale,  essendovi  il  massimo  esponente  2  di  a  eguale  a  quello  del  divisore 
(n.**  38);  ma  prima  si  rende  più  semplice  con  togliere  1  fattore  pariiale 
6  (n.^  39),  e  poi  si  moltiplica  per  3  onde  ottenere  intero  il  quoto.  In 
questa  guisa  si  h<  il  divìdendo-*4l9a»-flS96a  + 186*,  e  quindi  il  quoto 

— 69a« 
'^'^^^^  ^3a«  ""+^»  ^^  ^^  *^  residuo  —  55òa-hll06'  coli' esponente  1  di 

a  minore  del  massinK)  esponente  2  del  divisore;  per  lo  che  questo  resi- 
duo passa  a  divisore  (n.**  38)  e  ratinale  divisore  — *3a*+8fra — 4&*  a 
dividendo.  I  termini  del  divisore  hanno  il  fattore  comune  ÌNib  composto 
da'  fattori  sempli  5x1 1x&  9  nessuno  de'  quali  ò  fattore  del  dividendo  ; 
quindi  si  può  togliere  (n.^  39)  e  così  ridurre  1  divisore  a  — a+S^*  Que- 
sta divisione  succede  esatta,  e  dà  '1  quoto  Sa — 26;  dunque  l'ultimo  di* 
visore  — a-f  26  è  il  m.  é.  d,  de'  due  polinomi 

— *3o»-|-86fl— 46* 

— 4a5  -f-  36a*  +96«a  +  265 
e  forma  la  parte  dipendente  da  a  del  m.  e.  d.  de'  due  proposti.  Laonde 
se  si  moltiplicano  le  due  parli  già  trovate,  si  ha  il  m.  e.  d*  totale  26e« 
(— a+26)— — 2a6c«+46*e*  da  noi  cercato.  Difetto  dividendo  aoCto  e  topra 

la  frazione  proposta  per  questa  quantità ,  si  ottiene  la  sua  espressione 

3a— 26^ 
più  semplice  4^[rZttJ^6+6^'  L'operazione  si  può  disporre  come  nella  ta- 
vola I  a  pag.  37  segno  (A) ,  il  divisore  si  scrive  a  sinistra  del  divi- 
dendo ,  sotto  vi  corrisponde  '1  fattore  parziale  3  e  indi  il  prodotto  che 
serve  di  dividendo ,  a  destra  vi  si  nota  il  quoto,  il  restante  come  nella 
divisione  ordinaria;  e  si  ha  cura  di  scrivere  a  sinistra  dell'espressione 
il  fattore  parziale  che  si  toglie,  come  per  es.  6  e  556 ,  e  nella  linea  di 
sotto  '1  quoto  del  fattore  parziale  per  es.  — a+26. 

a6— oc+rf* 
Et.  t,^  Sia  proposta  la  frazione  q,^_t^>  ~Tk  per  ridurla  a  più  sem- 
plice forma.  5 
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Ordinando  per  a  e  ridacendo  ad  an  solo  i  doe  termini  di  a  collo  stesso 
esponente  i  nel  1^  polinomio,  si  hanno  le  dae  espressioni 

fta*+c«ii — d3; 
e  non  essendo  il  coefficiente  ò — e  dì  a  fattore  di  il*,  si  capisce  che  non 
esiste  nessun  fattore  indipendente  da  a.  Si  passa  quindi  alla  ricerca  del 
m.  e,  d.  dipendente,  e  posasi  per  maggiore  agevoleiia  del  calcolo  sap- 
porre b — c*-m,  ciò  che  riduce  le  doe  espressioni  alle  seguenti 

ha*-^e*a — d». 
Si  stabilisce  come  dividendo  la  2*  espressione,  che  si  moltiplica  pel  coef- 
ficiente m  fattore  semplice  del  1°  tonnine  ma  del  divisore,  non  essendo 
m  fattore  di  d*,  e  si  ottiene*!  dividendo  mba*  +  me*a — tnd^ ,  che  dà  '1 

mba^  ' 
quoto    ^^  — 6a.  Si  moltiplica  il  quoto  pel  divisore,  ec.  e  si  ha  il  resi- 
duo +mc*a— W*a — md*— (*»«* — M*)a— md',  che  moltiplicato  di  nuovo 

m{me*—bd*)a 
per  m  di  fn{me* — bd^)ar^m*d^,  e  quindi  si  ottiene  il  quoto — 

mmmc*^bd*»  Il  quoto  si  moltiplica  pel  divisore ,  ec.  e  *l  nuovo  residuo 
— (mca — bd*)d* — m>d3  è  indipendente  da  a;  dunque  le  due  date  espres- 
sioni non  hanno  fattore  comune  dipendente  da  a  (n.*  40),  e  quindi  sono 
affatto  sfornite  di  m.  e.  d.  (Tav.  I  a  pag.  37  segno  (B)). 

Osservazione,  M/  La  Croix ,  cui  si  appartiene  questo  esempio  propone 
di  moltiplicare  'i  dividendo  ba^+e^a — d^  pel  fattore  m  sema  far  cenno 
di  alcuna  condizione  in  riguardo  a  questo  fattore;  ciò  eh' è  giusto  nel 
particolare  esempio,  essendo  per  caso  m  o  sia  fr— e  fattore  semplice.  Ma 
se  per  poco  questo  fattore  m  fosse  composto,  allora  sarebbe  falsa  T  indi- 
cazione del  metodo  di  moltiplicare  per  m,  che  potrebbe  indurre  dell' al- 
terazione nel  m.  e.  d.  (n/*  39);  ed  egli  è  facile  d'incespicarvi  i  giovani, 
prendendo  questo  esempio  a  modello  ne*  casi  simili.  (K.  La  Croix  Èie" 
mens  d*  Algebre-  Paris  n.®  49). 

Es,  S,^  Trovare  il  m.  e.  d.  de'  doe  seguenti  polinomi 
45o46*-fl8a5ft  —  30a*6»c*  -^^a^e'^  —  12a*c— 12a'^6c*  +  20o»6c3--30a^6c, 
54iac5— 18a!>«c«+27à36»— 81a*ò»cH-12a6c3— 366c^— 18a3frc-f-54a«6c». 

Scegliendo  la  lettera  ordinatrice  a ,  si  riducono  ad  un  termine  quelli 
dello  stesso  esponente  con  ordinare  per  b  ì  coefficienti  dentro  le  paren- 
tesi, ed  i  polinomi  si  esprimono  in  questo  modo 
(186— 12c)as-f(456*— 306c)a'l— {12ftc*— 8c3)a5— (306»c*— 206c"^)a« 
(276*— 18òc)aM81t»c— 54òc»)a»— (t86*c*— 126c5)a-f(546V3— 3ft6c*)oo. 

Ricercando  in  1®  luogo  la  parte  del  m.  e.  d.  indipendente  da  a,  si 
prende  '1  coefficiente  piii  semplice  18Ò — 12e  del  termine  di  a^  del  l**  po- 
linomio, che  si  scompone  ne*  tre  fattori  2x3x(3fr— 2c),  e  si  fa  la  prova 
di  dividere  gli  altri  coefficienti  per  ciascuno  di  essi.  Esclusi  i  fattori  2 
e  3,  lo  prova  riesce  esatta  pel  3»  36— 2c,  che  si  riguarda  cfTcìlivamenie 


35 
cmie  la  parie  eareata;  par  lo  che  ai  dividono  i  aaeeeaaivl  coefficiemi  per 
dfr— Se»  ciò  clw  riduce  i  poKaomi  alla  forma  segoeote 

6a5+ltfM— 4c«as— 106c«<is 
Ma'— 27ftca*--e6e»a+186e3 
e  si  deve  determinare  l*aUra  parte  del  m.  e.  d>  dipendente  da  a  giusta 
la  diaposiiione  della  Ut.  I  a  pag.  37  segno  (G). 

Stabilito  il  !•  polinomio  c<vne  dividendo  e  '1  2^  come  divisore,  si  tol* 
gono  i  fattori  panialì  a*  del  1"*  e  36  del  S*»;  e  facendo  al  solito  la  divi- 
sione si  ottiene  il  quoto  S,  e'I  residuo  15òa«+i86a«^106c'—12c^  che 
dove  passare  a  divisore.  I  due  termini  di  questo  divisore  collo  stesso 
«sponente  2  di  a  si  riducono  ad  un  solo  e  si  scrìve  sotto  (15fr+i^)a* 
— -iai0s«.12cs  o  sia  3(5fr+6c)a«—  ec.  scomponendo  il  coefficiente  ne'  suoi 
fattori  semplici.  In  simile  caso  non  si  può  praticare  la  divisione  del  1*^ 
termine  Ba^  del  dividendo  pel  1^  termine  3(5ò+6c)a»  del  divisore,  e 
prima  di  ogni  altro  bisogna  fare  la  prova  se  qualcuno  de'  fattori  del 
coefficiente  di  a*  possa  appartenere  a  tutto  il  divisore.  Dietro  questa  os- 
servazione si  toglieranno  i  fattori  parziali  del  divisore ,  e  se  occorre  si 
moltiplicherà  '1  dividendo  per  quelli  che  non  lo  sono,  all'oggetto  di  render 
possibile  la  di? isione  esatta  ;  ed  un  tale  metodo  è  da  seguirsi  general- 
mente in  tutti  i  casi  simili.  Ora  nel  nostro  es.  il  3  non  divide  gli  altri 
dae  termini — lOÒe* — i2c'  del  divisore,  ma  s)  bene  li  divide  il  5ò-(-6c, 
che  dà '1  qnoto  esatto — 2c*;  togliendo  adunque  mercè  la  divisione  '1  fat- 
tore parziale  Sò4-6c  del  divisore»  esso  diviene  Sa* — 2c*,  e  l'ordinaria  di*- 
visione  di  3a' — ^9ca>'-*-2c*a+6c3  per  3a*—- 2c^  riesce  esatta ,  ottenendosi 
come  quoziente. a— 3e.  Dunque  l'ultimo  divisore  3a>-f-2c*  èia  parte  del 
m.  e.  d.  dipendente  da  a,  e  quindi  il  m.  e.  d.  de*  due  polinomi  proposti 
si  compone  dalle  due  parti  3ò— 2c  e  Za* — 2e*  cioè  dal  prodotto  de'  dna 
fattori  (36— 2eK3a*— 2c«)— 9a»ò~6a»c— 6òcs+4c3.  Difatto  se  si  dividono 
I  dna  dati  polinomi  per  questo  m.  e,  d  ordinato  rispetto  ad  a  cioè  per 
(96— 6c)a'— 6òc'+4e3,  il  1<>  dà  il  quoziente  esatlo  2aJS-|-5òa\  e '1 ST 
35a^*9òc. 

Osfervaztonf.  Ecco  l'equivoco  che  può  prendersi  giusta  l'operazione 
dell' es.  precedente ,  facendo  uso  litteralmente  del  metodo  di  La  Groiz  ; 
ridotti  i  due  termini  di  a*  del  1°  residuo  ad  un  solo  (15ò+18c)a*,  si 
sarebbe  tentato  di  fare  15fr-f  18c— m;  ed  osservando  che  m  non  è  fattore 
degli  altri  due  termini  — 10fre>«-12e3  del  divisore ,  si  moltiplicherebbe 
per  «a  11  dividendo  3a'— 9ca*—  ec.  e  si  otterrebbe  il  quoziente  esatto 
So — ^9c  di  questa  divisione,  da  cui  si  dedurrebbe  '1  falso  conseguente  di 
essere  mas*-^Oòc«-— 12c3  il  m.  e.  d,  dipendente  da  a.  Questa  espipsslone 
ma*—  ec.  o  sia  (15ò+18o)a« — lOòc' — i%o^  corrisponde  al  prodotto  del- 
l'altra  sopra  trovata  3a*'~2c«  per  56-|-6c  cioè  pel  fattore  del  divisore 
compreso  in  m  ed  introdotto  nel  dividendo. 

E$.  4."*  Date  le  due  espressioni  20a*-f-lioò— 46%  36o4-f-24aò'-^9a^6 
—^3,  trovarne  '1  m.  e.  d. 
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Ordinando  per  a,  basta  oaeervare  due  codBcienti  qoalanqne  cone  per 
es.  20  coefficiente  di  a*  e  116  di  a  nella  1*^  espressione  per  conchiadere 
che  non  esiste  fattore  coniane  indipendente  da  o,  e  quindi  s'imprende 
immediatamente  la  ricerca  del  m.  e  d.  dipendente  secondo  la  disposizione 
della  tavola  II  a  pag.  37  segno  (D).  Stabilita  la  i*  espressione  come  di- 
videndo ,  si  toglie  '1  fattore  pariiale  3 ,  e  si  riduce  a  12a4 — 3a2ò+  ec. , 
cbe  %i  potrebbe  moltiplicare  pel  coefficiente  20  del  1^  termine  del  divi- 
sore, di  cai  nessono  de'  fattori  semplici  2  e  5  si  appartiene  a  tatlo  il 
divisore  ;  ma  la  memoria  ci  ricorda  i  prodotto  12x5-«60  divisibile  per 
20,  e  quindi  si  moltiplica  '1  dividendo  per  5,  ciò  che  dà  60a4 — 15a36+  ec. 
Il  quoto  di  60a4  per  20a'  é  Sa' ,  cui  corrisponde  '1  residuo  — 48aSfr 
+12a'fr'-f  ec  ,  che  diviene  — 24a3-f-6a'6+  ec.  togliendo  il  fattore  par- 
ziale 26;  e  si  prende  questo  residuo  come  2®  dividendo  parziale  per  ra- 
gione del  termine  dì  a^ ,  moltiplicandolo  di  nuovo  per  5.  Così  si  ha  'I 

--120as 
quoto    20a'    "* — ^^*  '^  residdo  H-96a*6+  ec.,  che  diviso  pel  fattore  par- 
ziale h  a  moltiplicato  per  5  diviene  +480a*+  ec  e  forma  il  3®  dividendo 

480a' 
parziale,  coi  corrisponde  il  quoto  g^^,-  «.24e*l  residuo 500a — 884o6+ec. 

che  passa  a  divisore.  I  due  termini  di  a  del  divisore  si  riducono  ad  un 
solo  (500— 384ò}a«4(12(^966)a,  essendo  4  il  m.  o.  d.  di  500  e  384  ; 
e  si  osserva  se  ciascuno  de'  fattori  semplici  4  e  125—066  si  appartenga 
agli  altri  due  termini  966'— 1256  del  divisore.  Escluso  il  l"»  4 ,  il  2"* 
125—966  soddisfa  alla  divisione  esatta  e  dà  1  quoto  — 6,  onde  si  toglie 
il  fattore  parziale  125 — 966  del  divisore,  che  si  riduce  a  4a— 6,  e  divide 
esattamente  '1  dividendo  20a'+lla6 — 46',  dando  '1  quoto  5a+46.  Dunque 
l'ultimo  divisore  esatto  4a — 6  ^  il  m.  e.  d,  delle  due  proposte  espres* 
sioni,  che  si  ridocooo  a  5a+46  e  9a3+66>. 

E$.  5.®  Determinarci  m.  e.  d,  de*  due  polinomi  12a3c* — 18a*6c' 
— 10a63e»+156V,  8a'c— 2a6c— 14aa— 156»c+216rf. 

Ordinando  per  a,  i  coefficienti  de'  vari  termini  non  hanno  fattori  co« 
munì,  perciò  non  esiste  fattore  comune  indipendente  da  a,  e  si  cerca  il 
m.  e.  d.  dipendente  secondo  la  disposizione  della  tavola  II  a  pag.  37 
segno  (G).  E  qui  si  osservi  che  il  1°  residuo  da  considerarsi  come  2** 
dividendo  parziale  contiene  i  due  termini  — 30a'6c'+42a'c(l  di  massimo 
esponente;  onde  per  abbreviare  si  riducono  ad  un  solo,  scrivendo  — 6c(56c 
— 7(2)a'.  Dietro  la  moltiplicazione  del  dividendo  per  4,  si  divide'!  l""  '*^^ 

termine  — 24c(56c— 7(J)a*  pel  1*»  8a*c ,   e  si  ha  'l  quoto  — 3(56c— 7d)-. 
— 156e+2td;  questo  quoto  si  moltiplica  pel  1°  termine  8a'c  del  divisore 
e  ripristina  '1  1®  termine  del  dividendo  ,  e  poi  si  fanno  I  prodotti  degli         p^ 
altri  termini  del  divisore   prima  per— 156c  ed  indi  per-f-2id,  scriven-  ^i 

doli  uno  sotto  l'altro  per  far  corrispondere  i  termini  simili-  Fatta  la  ri- 
duzione si  ha '1  2**  residuo  +  150o6V  —  80a63c*— ec  che  passa  a  di- 
visore, nel  quale  esistono  quattro  termini  di  a  che  si  devono  ridurre  nd  ^'U 


^)e« 
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OD  solo  cioè  a  2(— 40frV-f756'o^ — et.)a,  ordiiMndo  il  coefficiente  per  6 
e  scomponendolo  ne'  suoi  dae  faltori  semplici;  ed  «nche  ordinati  per  b  sì 
troraoo  seri  iti  gli  altri  termini +120ò4c«^22ttòSc*+ ee.  del  divisole, 
cDl  appartiene  1  fattore  semplice  — 4Oò'e'+70&''c' —  ec. ,  dando  i  qooto 
-3ft. 

Si  toglie  adunque  l' anzidetto  fattore  parziale  dal  divisore ,  che  si  ri- 
doce  a  2a — 3Ò,  per  coi  si  divide  9a*e — 2abe-^  ec. ,  e  si  ottiene  *\  quoto 
esalto  4ae+5frc — 7d;  onde  %a — 36  è  il  m.  e.  d  riebiesto  de'  doe  dati 
polìoomi,  che  si  riducono  a  6a*c — 56Se'  e  4ac+56o^-7d. 

Oitervazione,  Se  i  dati  polinomi  si  ordinano  per  e  ed  i  termini  dei 
eoefflcienti  dentro  le  parentesi  per  a,  si  hanno  le  due  espressioni  seguenti 

(12aS_|8a'fr-~10a6S4.ltt64)c> 
{Sa  '  — 2aò--ltffr^)e— 14a<i+21ftd. 
E  volendo  determinare  i  fattori  indipendenti  da  e,  si  poò  cercare  il  m. 
e.  d,  de'  due  coefficienti  delia  2*  espressione  8a'.-^2a6  *15ò'  e  — 14ad 
+2l6<f  che  sono  i  più  semplici,  e  si  trova  essere  2a — 36.  Si  fa  la  prova 
di  dividere  '1  coefficiente  di  e'  della  1^  espressione  per  questo  fattore 
2a — 36;  e  succedendo  esatta  una  tal  divisione,  si  stabilisce  So — 36  conio 
la  parte  del  m.  e.  d.  indi|iendente  da  e.  Dividendo  le  due  espressioni 
per  2a— 36,  le  stesse  si  riducono  a 

(6o*— 563)c' 
(4a+56)c— 7d 
e  col  metodo  dell' es.  2^  si  ritroverà  'I  2®  residuo  senza  e,  ciò  che  fa  se- 
gno di  non  esistere  fattore  dipendente  da  e-   Dunque  '1  fattore  di  sopra 
2»-^6  è  il  m.  e.  d.  delle  due  date  espressioni. 
E$,  6.^  Trovare  '1  m.  e.  d.  dei  due  polinomi 

12o5|H-4a5^+6aV+2o3flf+24o'cM+8o»c'^+12c»d4-^c*fl'» 
2laScd+8aSc^il2a46d+4a46946a3ed+2a3c^6a'6(/+2a>6<^^3acd— ac^. 
Ordinando  per  e,  si  hanno  i  polinomi  cosi  espressi  (24a*cff  8a*Df+i24Ì 
+4j7)c«4i2a5ci+4a^y-|-6aSd4.2a39 ,  (24a^d+8a«<7+6o'(i+2o3^— 3a<i— a^Ji; 
+12a46ci4-4o46^6a*6<i-f-2as6<^,  di  cai  si  cerca  la  parte  del  tu.  e  d.  in< 
dipendente  da  e.  Siccome  non  si  vedono  a  colpo  d'occhio  i  fattori  comuni 
de'  coefficienti  de*  diversi  termini  di  e,  cesi  se  ne  prendono  due  qualun- 
que come  per  es.  i  coefficienti  di  e*  e  e**— i  del  1**  polinomio  per  deter- 
minare col  solito  metodo  il  m.  e.  d.  Questi  coefficienti  ordinati  rispetto 
ad  a  si  esprimono  cosi 

(24<<+8^)a«+12d+49 

(i2d+49}  a*+  (6d+2(^)a3 
ed  hanno  visibilmente  '1  fattore  comune  2,  che  fa  parte  del  m.  e,  d.  a  può 
togliersi.  Si  deve  quindi  operare  sopra  le  seguenti  espressioni 

(12d-f4y)a«+M+2^ 

(6d+2^)at+(3d+j)aS 

di  cui  la  2*  forma  1  dividendo  e  la  i*^  *1  divisore  che  si  riduce  a  (6d+29'a* 
•f  3<i  +  </,  togliendo  '1  fattore  parziale  2.  Questa  divisione  succede  esatta* 
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meoie  e  dà  *1  qaoto  a^;  dunqae  il  m.  e.  d.  di  qaei  due -coefficienli  resnlta 
dtl  fatlore  (A(l+29)a«+3d+9  e  dell'altro  2  già  trovato.  Il  primo  fattore 
è  «omposlo,  com'è  chiaro  risolvendo  il  1®  termine  in  2(Sd-\-g)a*  e  ci- 
guardando  gli  altri  due  a  guisa  del  prodotto  di  ScE+i^  per  i;  così  '1  1**  fat- 
tore si  riduce  a  (3€f+</}(2a*+1),  e  '1  m,  e.  d.  si  esprime  dal  prodotto  dei 
tre  fauori  semplici  2(3<i+<jr}(2a''+l). 

Ora  si  deve  far  la  prova  per  conoscere  se  ciascuno  di  questi  fattori  si 
appartenga  a'  due  coefficienti  del  2®  polinomio  cioè  a  24a5il+8a^^4-6a'<l 
^ia^ff-^Sad-^ag  e  12a4(<|+4a469+6a«fr(i+2a«(^.  Escluso  il  fattore  2  per 
ragione  degli  ultimi  due  termini  del  1*^  coefficiente,  si  fa  la  divisione  dello 
stesso  ordinato  secondo  d  cioè  di  (24a»+6a'— da)<l+8a<j7+2aS9 — ag  per 
3d-\-g,e9ì  ha  il  quoto  esatto  8a^+2aS— a;si  fa  la  divisione  del  2""  (12a4&+ 
6a«d)<i+4a45y+2a*(9  per  3d+g,  e  ne  resulta  il  quoto  esatto  àa^b+,2a*h; 
dunque  3d-\-g  è  fattore  comune  de'  due  polinomi  proposti.  E  siccome  i  due 
quozienti  ottenuti  8a^+2a^— a  e  4a4(+2a*6  si  dividono  esattamente  per 
l'altro  fattore  2a«+Ì9  essendo  4a^— a  il  quoto  del  1"*  e  2a*b  del  2'';  così 
si  ammette  2a*+l  come  un  altro  fattore  comune,  e  quindi  la  parte  del 
m.  e.  d,  de'  due  dati  polinomi  indipendente  da  e  è  appunto  i  prodotto 
de'  due  fattori  (3d+9)(2a«+l)  — 6a«(i+2a«^+3c{+9. 

A  questa  prima  ricerca  deve  succedere  la  seconda  dalla  parte  del  m.  e.  d. 
dipendente  dalla  lettera  ordinatrice  e;  per  lo  che  si  preparano  i  dati  pò. 
linomi  dividendoli  pel  fattore  trovato  6a*<{+2a*^+3(i+9,  ^  così  si  ridu- 
cono alle  seguenti  espressioni 

4cM2a* 
(4a3— ii)c+2a*fr 
che  possono  mettersi  sotto  la  forma  pia  semplice 

2c»+oS 

(4a*— i)c+2aft 
togliendo  '1  fattore  pariiale  2  dalla  1*  e  a  dalla  2.*  Queste  due  espres- 
sioni trattate  col  metodo  dell'es.  2^  danno  il  2*  residuo  indipendente  da 
e,  e  quindi  non  può  darsi  fattore  comune  che  contenga  e.  Laonde  il  m.  e.  d. 
de'  dne  polinomi  proposti  è  la  sola  parte  6a*d  +  ec.  indipendente  da  e, 
ed  essi  divengono  4c«+9a^  ^  (^^ — a)e4-2a«6-i4a>c — ac+2a«6. 

Ouervaxione,  Se  i  dati  polinomi  si  ordinano  per  a,  il  calcolo  risulterà 
complicatissimo,  e  sarà  buono  d'intraprenderlo  per  vedere  l'applicazione 
di  quasi  tutti  i  principii  già  esposti;  per  lo  che  noi  ne  faremo  un  cenno 
per  servir  di  guida  a  chi  volesse  esercitarsi  in  simili  operazioni.  Si  trova 
da  principio  *1  fattore  comune  9d+g  indipendente  da^a,  e  si  opera  sopra 
i  polinomi  ridotti 

40*  +2aS  +8a«e»+4c» 
8a5c+4a4ò+2a3e  -f2a«fr«-cte, 
stabilendo  'I  2**  come  dividendo  per  la  ragione  di  8aSe  divisibile  per  4a5. 
il  residuo  passa  a  divisore  e  1  divisore  a  dividendo,  che  si  moltiplica  pel 
fattore  parziale  b;  il  2°  residuo  si  deve  moltiplicare  per  26;  e  '1  3®  residuo 
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passa  a  divisore,  da  coi  si  toglie  'I  fattore  parziale  e*.  Qnesto  divisore 
racchiode  doe  termini  di  oS  clie  si  riducono  ad  un  solo  2(16ftH-i)as,  e 
fa  d'aopo  moltiplieare 'I  dividendo  pel  fattore  parziale  16òe+l.  Il  resi'' 
doo  presenta  come  1"  termine  — 2(160^ +32òc*+c)a3,  e  si  deve  di  nuovo 
moltipllcare  per  16frc+l  onde  ottenece  intero  1  quoziente  — 16fr&— 326o* 
— e.'  Il  nuovo  residuo  passa  a  divisore,  avendo  come  1**  termine  +2(1386* 
+384630* — 20486»c<+86«c)a«;  e  siccome  gli  altri  suoi  quattro  termini  sono 
eguali  al  fattore  dentro  la  parentesi  così  togliendo  questo  fattore  parziale, 
si  riduce  *1  divisore  alla  forma  semplicissima  &i*+l,  dà  '1  quoto  esatto, 
ed  è  come  tale  la  parte  del  m.  e-  d,  dipendente  da  a. 

Capo  III. 

DB*   PBOBLEÌII  E  DELLE  EQUAZIONI  DI   !«  GRADO.  . 


ARTICOLO  I. 
De'  problemi  f  d$lU  equationi  di  4^  grado  ad  una  incogniia. 

43.  Stabilite  le  prime  regole  della  sintassi  algebraica,  ci  affrettiamo  a 
fame  T applicazione  allo  scioglimento  de'  quesiti,  che  forma  una  parte  in- 
teressante della  scienza,  e  nello  stesso  tempo  un  qualche  sollievo  arreca 
alla  mente  de'  giovani  già  travagliata  dallo  studio  del  prlnclpli  di  una 
Itngaa,  di  cui  non  han  potuto  comprendere  tutta  l'importanfa.  I  proble 
mi  o  sia  i  quesiti  ad  altro  non  si  riducono,  che  alla  ricerca  di  una  quan- 
tità, di  cui  sono  date  le  relazioni  con  altre  quantità  cognite;  e  se  queste 
relazioni  sono  dipendenti  dalla  somma,  sottrazione,  moltiplicazione  e  di- 
visione, mercè  le  regole  del  capo  !«  sappiamo  esprimerle  nella  lingua  al- 
gebraica, che  molto  più  semplice  della  comune  renderà  facili  i  raziocini 
onde  ottenere  '1  valore  della  quantità  incognita. 

.Questi  raziocini  devono  al  certo  esser  fondati  sopra  l'analisi,  (h'è  lo 
strumento  di  cui  si  serve  il  nostro  spirito  per  lo  scioglimento  de'  quesiti, 
ed  in. altro  non  consiste  che  nel  metodo  di  ragionare  come  se  il  quesito 
fosse  risoluto,  rappresentando  nel  discorso  l'incognita  per  mezzo  di  un 
segno  qualunque.  11  1°  artiOzio  deiranalisi  quello  si  è  di  stabilire  una 
proposizione  fondamentale  di  eguaglianza,  ch'esprime  le  date  relazioni 
dell'Incognita  colle  qualità  cognite,  e  suole  d'ordinario  chiamarsi  equa- 
stona  del  problema.  Il  2^  artifizio  poi  ha  l'oggetto  di  tradurre  l'equa* 
zione  anzidetta  in  un'altra  identica,  questa  In  una  terza,  e  cosi  di  seguito 
pervenire  ad  una  ultima  che  presenti  l'incognita  eguale  ad  un  particolare 

S,  o  pure  additi  la  serie  delle  operazioni  aritmetiche  da  eseguirsi 
lantità  cognite  per  resultarne  l'incognita;  e  si  è  appunto  questa  ul- 
nazione  che  risolve  propriamente  'I  quesito ,  come  quella  che  dà 
il  valore  dell' incognita. 
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44  Cbiaoqae  cupisce  potersi  odoperare  l'analisi,  facendo  oso  del  lin- 
guaggio comune;  noi  ne  abbiamo  dato  una  prova  al  n.**  108  dell'aritme- 
tica  per  rinyenire  la  frazione  ordinaria  eguale  alla  decimale  periodica,  e 
qui  ci  facciamo  a  risolvere  4  seguente  problema  :  Data  la  9omma  e  la 
differenza  di  due  numeri^  determinare  gli  ttetei. 

Si  suppongono  esistenti  i  due  numeri,  che  noi  indichiamo  co'  nomi  di 
nwn$ro  minore  e  nìtmero  maggiore;  ed  esprìmiamo  sugli  stessi  le  con- 
dizioni dei  quesito:  essendo  data  la  differenza,  fa  d'uopo  che  sia  il  nu- 
mero maggiore  efuale  al  numero  minore  più  la  differenza  (aritm.  n.**  14); 
ed  essendone  data  la  iomma,  si  dice  che  il  numero  minore  più  il  nu- 
mero maggiore  è  eguale  alla  somma,  e  sostituendovi  il  numero  minore 
più  la  differenza  invece  del-  numero  maggiore,  si  ottiene  la  proposizione 
o  sia  r  equazione  del  problema  cosi  espressa:  numero  minore  più  numero 
minore  più  differenza  è.  eguale  a  somma. 

Blflcttedo  sopra  questa  proposizione,  s'intende  che  la  frase  numero 
minore  più  numero  minore  equivale  a  doppio  di  numero  minore,  e  quindi 
si  traduce  la  1*  nella  2^  proposiziono  identica  doppio  di  numero  minore 
più  differenza  è  eguale  a  somma.  Se  si  toglie  dalle  due  espressioni  eguali 
la  differenza,  i  residui  devono  essere  eguali ,  e  ne  resulta  la  3^  propo- 
sizione identica  doppio  di  numero  minore  è  eguale  a  somma  meno  dif- 
ferenza. Finalmente  se  si  prende  la  metà  di  ciascuna  delle  due  espres- 
sioni eguali,  si  ottiene  la  4^  proposizione  Identica  numero  minore  è  eguale 
a  metà  di  somma  meno  metà  di  differenza.  Questa  è  1*  ultima  proposi- 
zione che  scioglie  il  quesito,  perchè  fa  conoscere  che 'l  ntimero  minore 
si  ottiene  sottraendo  dalla  metà  della  data  somma  la  metà  della  data 
differenza  ;  e  se  si  aggiunge  al  numero  minore  già  determinato  la  data 
differenza,  ne  proviene  il  numero  maggiore.  In  simile  guisa  l'analisi  per 
mezzo  della  lingua  comune  ha  risoluto  '1  problema ,  ed  una  formula  ge- 
nerale ci  ha  fornito  per  determinare  i  due  numeri,  di  cui  è  data  U 
somma  e  la  differenza. 

45.  Or  se  le  relazioni  delle  quantità  fossero  più  complicate  e  nume- 
rose, il  avrebbe  una  proposizione  fondamentale  imbarazzante  ed  un  mag- 
gior numero  di  proposizioni  intermedie;  onde  la  nostra  mente,  che  è  li- 
mitata e  ristretta,  si  smarrirebbe  al  certo  per  la  confusione  del  linguag- 
gio impiegato  ad  esprimerle,  e  cosi  non  giungerebbe  mai  a  risolvere  un 
tal  quesito.  Questa  e  non  altra  è  stata  la  ragione  per  cui  si  ha  avuto 
ricorso  alla  lingua  algebraica  eh' è  geroglifica;  essa  rappresenta  diretta- 
mente per  mezzo  delle  lettere  le  quantità,  dipingendo  per  dir  così  il  di- 
scorso; esprime  in  modo  chiarissimo  le  varie  relazioni,  che  possono  aver 
luogo  fra  le  quantità;  e  come  tale  agevola  il  nostro  spirito  a  stabilire 
Teguaglianza  fondamentale  ed  a  tradurre  una  proposizione  in  un'altra. 

Da  principio  si  servirono  gli  algebristi  del  linguaggio  gerogli^||Atf- 
l'aritmetica  cioè  delle  cifre  de'  numeri,  impiegando  soltanto  un  segWpa^- 
ticolare  per  l' incognita  da  essi  detta  res  (la  cosa) ,  che  noi  qui  rifj^c- 
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senUamo  per  la  Ietterai;  lo  siiBitta  gafsa  idatidofévaoo  essere  ecpressi 
in  Domerf»  e  bod  si  rìsolvevaD  che  l'eqnaiioiii  nomeriche  contenenii  x, 
Difatto  nel  nostro  caso  sopponendo  la  data  tomma  iti ,  la  diffèrmxa  7 , 
e  X  ì\  Damerò  minore ,  si  ha  '1  nomerò  maggiore  espresso  da  x  +  l ,  e 
rcqoailone  fondamentale  di  sopra  dlTleoe  «  +  a'  -f  7  —  15;  ridocendo  jii 
ha  la  2^  proposizione  Identica  2d?  +  7  — 16;  sottraendo  7,  la  8*  3x  — 8; 
e  prendendo  la  metà,  la  4*  che  dà  il  Talore  dell'incognita  «—4  ;  onde  1 
nomerò  maggiore  è  4  4-7^11. 

Qoanto  più  semplice  è  qoesto  liogoaggio  geroglifico  del  comooe  nella 
aoloiione  di  oo  semplice  problema!  ma  i  dati  oomerici  esprimooo  on 
caso  particolare,  oè  Teqoaslooe  floale  oAre  la  traccia  delle  operaslonl  già 
fatte ,  e  dovrebbe  rifarsi  il  calcolo  per  on  altro  caso  simile  ;  ed  in  tale 
stato  fa  r  algebra  sino  a*  tempi  di  Viète.  Qoesti  rappresentò  non  che  le 
incognite  ma  le  qoantità  cognite  per  mezzo  di  lettere,  l'equazioni  allora 
dlTcnnero  UtieraU ,  e  Toltima  Tenne  ad  esprimere  ona  formala  generale, 
in  coi  fo  permesso  di  leggere  la  serie  delle  operaslonl  aritmetiche  da  farsi 
sopra  i  dati  per  resoltame  'I  Valore  dell'incognita.  Così  l'algebra  acquistò 
an  nooTO  grado  di  perfezione,  ed  atta  si  rese  a  serrire  di  lingaaggio  g^ 
nerale  in  tottl  i  rami  della  matematica  (o.''  3). 

Dovendo  adonque  risolvere  In  geoerale  11  quesito  proposto,  si  dice  a 
la  somma  data,  6  la  dlflTerenza,  x  il  numero  minore ,  e  quindi  d9  -f  6  il 
maggiore;  cosi  si  ha  l'equazione  litterale  x  +  9-f  à— a,  e  là  serie  delle 


seguenti  S«  +  6  —  a ,  S«  —  a-*à ,  a  —  "a",  di  coi  T  ultima  equivale  a 

a      b 
o;^  2  —  a  ('***'  ^)  ^  «prioM  la  formola  generale  del  valore  del  numero 

minore  eguale  aUa  metà  detta  somma  meno  la  metà  detta  differenxa.  il 

a— 6             a — 6+aà      o+^ 
nomerò  maggiore  poi  risolta  «  +  6  —  —  j~  +  à  — s •"  — 2^  » 

cioè  si  ha  1*  altra  formola  generale  del  valore  del  numero  maggiore 
eguale  alla  metà  delta  eomma  fià  la  metà  delta  differenza;  e  queste 
due  formale,  che  rappresentano  un  teorema,  sono  di  grandissimo  oso 
nell'algebra. 

Sebbene  grande  fosse  '1  vantaggio  della  lingua  algebraica  sopra  la  co- 
mune, trattandosi  del  problemi,  non  per  questo  è  da  dirsi  che  V  algebra 
risolva  1  quesiti,  come  si  danno  falsamente  a  credere  alcuni,  confondendo 
l'algebra  e  l'analisi:  Talgebra  si  deve  rigoardare  soltanto  come  ona  lin* 
goa  dipinta  sostituita  per  la  sua  maggiore  semplicità  e  chiarezza  alla 
comooe,  mentre  1*  analisi  è  qoella  che  i  raziocini  ci  appresta,  servendosi 
dell'algebra  a  goisa  di  liogoaggio. 

46.  La  1*  operazione  necessaria  per  lo  scioglimento  de*  problemi  con- 
siste nel  tradarre  In  lingoa  algebraica  le  diverse  relazioni  che  legano  l' in- 
cognita-colle qoantità  cogoite,  e  soole  scegliersi  la  lettera  per  Indicare  rio- 
cognita  fra  le  oltime  dell'alfabeto  u,  x,  y,  z;  il  che  somministra  Te- 
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^azione  del  problema  (to.®  44),  di  cai  le  dae  parti  separate  dal  segno  — 
si  chiamano  membri.  Così  nel  caso  di  sopra  a;  +  ^  +  ò  — aè  reqaazione 
del  problema,  àB-{-x+b  ne  forma  il  1"  membro,  ed  a  il  2^  Or  non  è 
|K>ssibi]e  di  stabilire  delle  regole  particolari,  che  insegnioo  a  formare  l'e- 
quazione di  tale  0  tal' altro  quesito,  imperciocché  gli  enunciati  de'  que- 
siti variano  all'ioGnito,  e  ciascuno  di  essi  esige  delle  particolari  consi- 
derazioni. Soltanto  possiamo  dire  in  generale,  che  fa  duopo'  da  prima  con- 
cepire bene  le  circostanze  essenziali  del  quesito  espresse  nella  lingua  co- 
mune, trascurando  le  inutili  o  accessorie,  e  poi  giusta  le  regole  generali 
del  calcolo  indicare  le  somme,  sottrazioni,  ec.  delle  quantilà  secondo  che 
sono  prescritte;  così  si  può  essere  sicuro  di  farne  un'esatta  traduzione  e 
di  avere  T equazione  del  problema.  Sarà  poi  di  gran  giovamenlo  a'  prin- 
cipianti '1  sapere  che  per  mettere  in  equazione  il  quesito  si  devono  cffel^ 
tuare  precisamente  quelle  stesse  operazioni  necessarie  per  la  sua  prova, 
e  non  vi  ha  altra  varietà  che  quella  d'indicare  le  operazioni  dell' inco- 
gnita sopra  la  lettera  corrispondente  in  vece  di  eseguirle  sopra  il  numero; 
onde  svaniscono  tutte  le  difficoltà,  quando  si  conoscono  bene  le  regole  del 
calcolo  algebra ico.  Cosi  nel  nostro  quesito  de'  due  numeri,  che  hanno  la 
somma  ih  e  la  differenza  7,  avendo  trovato  il  numero  minore  4»  se  ne 
farà  la  prova  con  dire  il  numero  minore  4  unito  alla  differenza  7  dà  il 
numero  maggiore  11»  e  4+ii  è  eguale  alla  data  somma  IK;  e  per  ista^ 
bilirne  l'equazione,  chiamando  x  il  numero  minore,  dovrà  dirsi  il  numero 
minore  x  unito  alla  differenza  7  dà  il  numero  maggiore  x-i-7,  e  x-hx 
4.7 «A  18.  Si  è  con  questo  esercizio  che  si  potrà  contrarre  un  qualche  abito 
a  fare  l'equazioni  dei  problemi,  sebbene  a  dire  il  vero  v'influisca  assai 
l'intelligenza  e  la  forza  di  penetrazione  dello  spìrito. 

47.  La  ^^  operazione  si  riduce  a  tradurre  T  equazione  del  problema  in 
altre  successive,  e  così  giugnere  air  ultima  coir  incognita  Isolala  in  un  mem- 
bro e  con  tutte  le  quantità  cognite  nell'  altro,  che  dà  propriamente  '1  va- 
lore dell'incognita.  In  riguardo  a  quest'oggetto  si  possono  stabilire  delle 
regole  generali,  anzi  ci  verrà  fatto  di  ridurre  tutti  i  raziocini  possibili  a 
semplici* e  pure  forme  meccaniche.  Ed  in  vero  le  quantità  cognite  possono 
essere  unite  all'incognita  per  mezzo  delle  quattro  operazioni,  che  sono  la 
somma,  sottrazione»  ce;  per  lo  che  eseguendo  l'operazione  inversa,  è  giuoco- 
forza  che  si  distruggano  nel  membro  in  cui  esistono,  e  per  non  turbare 
l'eguaglianza  si  pratica  la  stessa  operazione  inversa  nell'altro  membro. 
Da  questo  principio  per  altro  evidente  si  deducono  le  seguenti  quattro 
regole: 

1.^  Se  una  quantità  cognita  è  sommata  col  termine  che  contiene  l'in- 
cogniia>  si  deve  sottrarre  la  quantità  cognita  da'  due  membri  dell'equa- 
zione. 

3.*^  Se  una  quantità  cognita  è  sottratta  dal  termine  incognito ,  si  deve 
aggiugnere  questa  quantità  ad  ambibue  i  membri. 

3."  Se  una  quantità  cognita  è  fattore  0  come  diccsi  coefficiente  dei P  in- 
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cognita,  si  deve  dividere  l'ono  e  l'altro  membro  per  questo  coefficiente. 
4.*  Se  ana  quantità  cognita  forma  il  divisore  o  sia  '1  denominatore  del 
termine  che  ha  1*  incognita  al  nomeratore,  si  devono  moltiplicare  i  due 
membri  dell'equazione  per  questo  divisore. 

48.  Tutti  i  casi  già  contemplati  si  veriGcano  neirequaslone  'T'  ~^  ^ 

— d  — /*,  in  cui  le  quantità  a,  h,  e,  d,  f  si  suppongono  cognite  e  x  incognita. 

JBd  in  1°  luogo  si  fa  svanire  la  quantità  e  unita  per  mezzo  di  somma  al 

fermine  incognito,  sottraendo  in  forza  della  1*  regola  e  dai  due  membri 

009  ax 

dell'equazione;  ciò  che  dà  ~7~-f  e — d — c—f — e,  e  riducendo  -r- — dw^f 

— e;  così  la  quantità  positiva  e  si  cancella  nel  1"  membro  e  si  scrive  nel 

2^  negativa.  In  2<*  luogo  per  fare  svanire  la  quantità  d  unita  per  mezzo 

di  sottrazione  si  aggiunge  giusta  la  regola  2^  la  stessa  quantità  d  a*  due 

ax  ax 

membri,  e  sì  ha  -r* — d  4-  d  —  f —  e  +  d  o  sia  "T* — f — o  +  d;  ciò  ch*equi- 

-vale  a  cancellare  nel  1**  membro  la  quantità  negativa  d  ed  a  scriverla  nel 
S*"  positiva. 

In  sì  fatta  guisa  la  1*  e  2*  regola  si  riducono  a  meccaniche  operazioni, 
quali  son  quelle  di  cancellare  i  termini  nel  membro  in  coi  si  trovano  e 
scriverli  nell'altro  con  segni  rispettivamente  contrari,  ciò  che  in  algebra 
dicesi  traspoTre\  onde  l'algebrista  per  mezzo  della  ttaiposizion^  può  far 
passare  qualunque  termine  da  un  membro  all'altro,  cangiandone  sempli- 
cemente il  segno,  senza  ohe  T eguaglianza  de'  due  membri  restasse  per 
poco  turbata  o  come  dicesi  senza  alterar  l'equazione. 

49   In  3®  luogo  il  termine  incognito,  eh' è  solo  nel  1°  membro,  presenta 

il  divisore  oognito  6,  che  si  fa  svanire  giusta  la  regola  4*,  moltiplicando 

abx 
tutta  l'equazione  per  questo  divisore  h\  cosi  si  ottiene  ""T"  —  6^— 6c4-  Od 

o  sia  ax^bf-^be+bd. 

In  4^  luogo  finalmente  resta  a  considerare  'I  coefficiente  a  dell*  incognita, 

ohe  svanisce  in  forza  della  regola  3%  dividendo  tutti  1  termini  fier  a;  si 

ax      bf — bc  -f-  bd                 bf^-be  +  bd 
ha  quindi  "T  "" — pioé  x—     — r »,  eh'  è  l'equazione  finale 

coir  incognita  isolata  in  un  membro  e  colle  quantità  cognite  nell'altro. 

Ora  la  3^*  b  la  4"  regola  ad  operazioni  meccaniche  danno  pure  origine 
non  altrimenti  che  la  l'^  e  la  2^:  perchò  moltiplicando  l'equazione  pel 
divisore  del  termipe  dell'incognita,  si  cancella  questo  divisore  nel  ter- 
mine anzidetto,  e  si  scrive  all' inverso  come  fattore  in  tqtii  i  termini  co- 
gniti; come  pure  la  divisione  pel  coefficiente  dell'incognita  si  riduce  a  to- 
glierlo dal  termine  dell'Incognita  per  iscriverlo  come  divisore  de' termini 
cogniti.  Ed  in  questa  guisa  siccome  un  termine  qualunque  positivo  o  ne- 
gativo può  passare  da  un  membro  nell'altro  col  semplice  cangiamento  di 
segno,  cosi  '1  divisore  e  il  fattore  dell'incognita  passano  ne'  termini  co- 
gniti all' iq verso  cioò  il  divisore  a  fattore  e  il  fattore  a  divisore. 
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50.  Essendo  tdanqae  subiliu  T equazione  del  problema,  per  mezzo 
di  ana  serie  di  operazioni  meccaniche  si  perviene  con  sicorezza  air  equa- 
zione finale  ooiriocognita  isolata  in  un  membro  »  che  dà  il  valore  del- 

ax 
r  incognita  e  risolve  il  quesito.  Cosi  nel  nostro  caso  dell'equazione    .- 

ax 
4. e — d— f  si  dice:  trasponendo  i  termini  -fc— d,  si  ha -r-^-f— c  +  d; 

moltipllcando  per  h  e  dividendo  per  a  0  con  frase  più  breve  dividendo 

a                    hf-^he  +  hd 
pel   coefficiente  r,  si  ha  »— ^        ,  eh*  è  11  valore  dell' Incognita. 

Quando  in  ambldue  i  membri  dell'equazione  esistono  termini  coli'in- 
cognita,  allora  si  deve  praticare  la  trasposizione  per  mettere  in  un  mem- 
bro tutti  i  termini  dell'incognita  e  poi  ridurli  ad  un  solo;  e  nel  caso 
dell' equazione  li  iterale  si  ottiene  l'unico  termine  dell'incognita»  scrivendo 
dentro  le  parentesi  i  coefficienti  de'  suoi  vari  termini  e  fuori  l'incognita, 
ciò  ch'equivale  a  considerare  l'incognita -come  fattore  comune  degli  stessi 
(n.o  32,  es.  4<*).  Cosi  per  l'equazione  ax-f-6— ex+d  trasponendo  ex  t  h 
si  ottiene  ax—ex'^d — h  cioè  (a — e)x— <i — 6;  e  dividendo  pel  coefficiente 

d— 6 
a- e  dell'incognita,  si  ha  a?—- — r» 

Laonde  la  lingua  algebra  Ica ,  che  per  la  sua  semplicità  è  da  prefe- 
rirsi alla  comune  (n.o  45) ,  l'immenso  comodo  ci  appresta  di  ridurre  in 
forme  meccaniche  tutti  i  raziocini  necessari  alle  successive  traduzioni 
dell'equazioni  ;  cosi  noi  esegniamo  de'  raziocini  spesso  complicati  senza 
alcuna  fatica  della  nostra  mente,  è  l'algebra,  che  per  dir  cosi,  ci  con- 
duce cogli  occhi  bendati  dall'equazione  del  problema  all'ultima  espres- 
sione identica  che '1  valore  dell'incognita  fa  palese;  ed  operando  in  si 
fatto  modo,  abbiamo  la  certezza  di  non  potere' errare. 

di.  Siamo  ora  in  istato  di  dare  lo  sviluppo  delle  Idee  accennate  al 
D.o  i7,  che  riguardano  la  sottrazione  dell'espressioni  assurde.  Ed  in  vero 
l'operazione  meccanica  di  rratporre,  come  quella  che  consiste  nel  cancel- 
lare una  determinata  espressione  algebraica  di  un  membro ,  si  può  in 
generale  esprimere  per  mezzo  di  una  sottrazione  :  cosi  per  es.  trattandosi 
dell'equazione  x-{-h — e—* a,  si  traspone  in  un  colpo  l'espressione  6 — e 
cioè  si  sottrae  da'  due  membri  h — e,  e  si  ottiene  x^a — (6— e)— a— 6-|-c 
(n.^  18).  Quando  poi  si  suppone  ò<c,  l'espressione  6— e  isolatamente 
presa  indica  un'assurdità ,  che  non  si  trova  punto  nell'espressione  com- 
pleta del  1"  membro  «+6— e;  giacché  non  si  può  egli  è  vero  sottrarre 
e  da  à  minore ,  ma  sì  bene  da  x  +  h  e  dare  il  residuo  a.  Ed  in  questo 
caso  l'algebrista  messo  in  punto  di  raziocinio  dovrebbe  evitare  la  sot- 
trazione della  frase  assurda  6 — 0,  sostituirvi  in  vece  le  due  operazioni 
possibili  di  aggiungere  e  a'  due  membri  e  indi  sottrarre  ò,  ciò  che  gli 
darebbe '1  valore  ds— a-hc — h\  frattanto  sicuro  com'egli  è  di  non  poter 
errare  non  si  discosta  dalle  solite  forme  meccaniche ,  dice  di  sottrarre 


45 
r  espressione  assorda  b — e  da  a  con  cangiarne  i  segni,  ed  in  sì  falla  guisa 
ricava  '1  giosto  valore  x— a — 6+e. 

Cosi  e  non  allrimenlì  avviene  per  causa  della  Irasposizione  di  un  solo 
termine  negallvo  come  per  es.  nel  caso  dell'equazione  x — d^a;  imper- 
ciocebè  1  raziocinio  ci  addila  T  addizione  di  d  a'  due  membri  per  de- 
darre *1  valore  x— a+<l,  e  V  algebrisia  loglio  meccanicamenie  cioè  sollrac 
•^^df  cb'è  un  simbolo  di  assnrdiià,  mercè  il  caogiamenlo  del  segno,  ed 
ha  '1  giusto  valore  «—a — ( — d)— a+d. 

Ora  si  cbe  sponlaDeamenle  si  dilegua  innanzi  alla  menle  de'  giovani 
quella  specie  di  paradosso  di  iottrarré  in  eUgebra  VetpressiorU  <u$urde 
e  di  ottenere  i  reeidìd  non  assurdi,  ciò  che  dà  l'aria  di  magia  alla  sol- 
trazione  algebraica  che  fa  disparire  1* assordili;  conriossiacbè  in  vece  della 
sollrazione  della  frase  assurda  si  possono  sempre  assegnare  le  conve- 
nienli  operazioni  arilmeliche  possibili,  che  danno  origine  a  quei  residui. 

Osservazione  sopra  le  ineguaglianxe^ 

L'operazione  meccanica  di  irasporre  si  può  egualmente  applicare  alle 
ineguaglianze j  cioè  a  due  espressioni  algebraiche,  di  cui  l'una  è  maggiore 
o  minore  dell'altra,  cbe  separale  per  mezzo  del  segno  >  o  <  ne  formano 
i  due  membri;  giacché  è  e\idente  cbe  aggiungendo  o  sottraendo  da'  due 
membri  la  sieésa  quanlìiè ,  non  si  turba  la  loro  disuguaglianza ,  eh'  è 
quanto  a  dire  rimane  il  1"  membro  maggiore  o  minore  del  2*^  giusta  la 
ipolesi.  Si  possono  ancora  i  termini  delle  ineguaglianxe  moltiplicare  o 
dividere  per  la  slessa  quantità  considerata  in  modo  assoluto  o  sia  posi- 
tivo, il  che  non  può  alterare  l'ordine  di  disuguaglianza  fra  i  due  membri. 

La  jtrasposizione  applicata  alle  quantità  negative  ci  dà  in  1^  luogo  'I 
resnltaroenlo  singolare  di  enferà  la  quantità  negativa  minore  di  zero  ; 
perchè  si  ha  per  es.  a<  2a,  e  trasponendo  2a,  si  deduce  a — 2a<  0  cioè 
— a  <0:  cosi  la  quantità  negativa  minore  di  zero  è  in  contrapposto  della 
positiYa  maggiore  di  zero.  In  2^  luogo  nella  comparazione  di  due  quan- 
tità negative  la  maggiore  è  quella  eh' è  numericamente  la  più  piccola;  ciò 
cb'è  chiaro  dall'espressione  di  sopra  a  <  2a,  che  si  converte  in — 2a  < — a, 
trasponendo  2a  nel  1**  membro  ed  a  nel  2^;  o  pure  posta  l'espressione 
-~a<0,  aggiongendo  — a  a'  due  membri  ne  resulla  — 2a  < — a. 

Questi  rapporti  di  grandezza  fra  le  quantità  negative  ci  rendono  av- 
.vertili  di  non  essere  affatto  permesso  il  cangiamento  dì  segno  ne'  due 
membri  dell'ineguaglianza,  lì  quale  ne  porterebbe  l'inversione;  perchè  il 
membro  positivo  maggiore  o  minore,  per  cagion  di  esempio,  diviene  ne- 
gativo mwiore  o  maggiore,  e  la  stessa  inversione  ha  luogo  pél  membro 
negativo,  che  diviene  positivo, e  però  si  cade  in  un'evidente  falsità, restando 
il  segno  d'ineguaglianza  nella  stessa  posizione.  Da  ciò  ne  conseguita  non 
essere  né  pure  permesso  di  moltiplicare  o  dividere  le  ineguaglianxe  per 
una  quantità  negativa,  conciossiachè  una  simile  operazione  alle  due  equi- 
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vale,  che  tono  la  molliplicazione  o  diTisione  per  la  qoantilà  assolata,  ed 
il  cangiamento  de'  segni  in  totti  i  termini  che  c'indacé  in  errore. 

Laonde  nel  caso  delle  ineguaglianze  si  stabilisce  come  una  regola  si- 
cura quella  di  cangiare  i  segni  de*  termini  la  mercè  della  trasposizione, 
e  di  fere  le  moltiplicazioni  e  divisioni  per  quantitA  positive,  lasciando 
cioè  i  segni  propri  de'  termini. 

Si  abbia  per  es.  ì'ineguaglianza 

7x 

ic  +  2>-2  +  * 

moltiplicando  per  2,  si  ottiene 

2x  +  4>7a?  +  2 
traspoBendo  4  9  7x»  si  ha 

2x— 7a?>2— 4 

(A)— »»>— 2 

—2  2 

Se  si  volesse  dividere  per — tf,  ne  resulterebbe  x>  3;^ cioè  ^  >  5»  H 

che  sarebbe  falso,  dovendo  la  quanta  negativa  5x  numericamente  essere 

2 

minore  di  2,  eh' è  quaqto  a  dire  x  minore  di  ^'   Il  giusto  passaggio  a- 

2 

dunque  è  di  dividere  l'ineguaglianza  (A)  per  5,  che  di  — x>  —  g" ,   e 

di  trasporre  per  avere  il  giusto  rcsultamento  ^  >  x. 

52.  L'equazioni  in  elgebrii  si  djsUoguono  pel  grado,  che  è  relativo 
all'esponente  dell' incogpìta,  chiamandosi  di  1**,  di  2"*,  di  3°  grado  ec. 
secondo  che  T incognita  ha  l'esponente  1,  2,  3,  eo;  ed  in  generale  se  nel- 
r  equazione  esiste  '1  termine  Incognito  della  forma  x°\  si  reputa  essa  del 
grado  msimo.  Nella  stessa  guisa  si  distinguono  i  problemi  in  vari  gradi, 
che  dipendono  da  quelli  dell*  equazione,  cui  gli  stessi  danno  origine.  Ora 
\  principi i  già  stabiliti  servono  a'  problemi  ed  alle  equazioni  di  qualsisia 
grado,  se  1)1^00.0  delle  ulteriori  operazioni  di  calcolo  si  esigano  per  quelle 
di  2<*  grado  e  do'  gradi  superiori,  che  non  sono  stale  aiicora  da  noi  di- 
chiarate. Quindi  è  nostro  inteodimento  di  occuparci  per  ora  dei  problemi 
di  1"  grado ,  alla  di  cui  risoluiione  sono  bastanti  le  quattro  operazioni 
fondamentali  dell'  algebra  ;  e  per  esercizio  4e'  principianti  ci  facciamo  a 
proporre  i  seguenti. 

Problema  1.® 

Si  C9rea  un  numero ,  di  out  la  mela  e  la  quinta  parte  sommale  oom 
4S5  eoitituiseono  lo  eleua  numero. 
Chiamando  x  il  numero  incognito  ,  ai  ha  la  sua  metA  espressa  da 

X  X 

2*1  ia  5*^  parte  4a  m>  e  quiudi  si  forma  l'equazione  del  problemi^ 

X       X 

o +-J  +  135  —  ;?. 


4r 

In    1*  laogo  si  ridacono  i  TraUi  allo  stesso  denominatore  (n.*  36,  3<»), 
e  si   ba 

In  2°  loogo  si  ridoce  '1  numeratore  del  fratto  e  si  moltiplica  i'  equa- 
zione pel  denominatore  10,  ciò  che  dà 

7a?  +  1350— lOa?. 
In  3o  luogo  si  traspone  Ix  nel  2«  membro,  e  si  ottiene 

13dO-10a;— 7x 
o   sia 

3fl;«l350 

In  4^  luogo  si  dÌTidc  l'equazione   per  3„  e  si  deduce  *1  valor  dell*  In- 
cognita ^ 

1350 
«——3-  —  450* 

Volendo  far  la  prova  del  quesito,  si  replica  la  stessa  operazione  già 
fatta  per  ìstabilirnc  l'equazione  ,  cioè  si  prende  la  metà  di  450  eh'  è 
225,  la  5*  parte  di  4*0  ch'é  90,  e  poi  si  fa  la  somma  de'  tre  numeri 
225+90+135—450  che  yerifica  il  problema. 

L' enunciazione  generale  de'  quesiti  di  simile  natura  è  la  seguente  : 
it  cerea  un  numero  di  cui  le  pani  msima'  ed  nsima  sommate  con  a  co- 
stUuiseono  lo  etuso  numero.  Si  ha  così  l'equazione  Jittcrale  segnau 

che  merce  le  operazioni   di   sopra   si   trasforma  in  — -{-a  —  x 

(m  +  fi)a5+amn  —  mna?)  amn»'mnx>~'{m  +  n)x^{mn^-^m — n]x^  e  dà  la 

amn 
formula  generale  segnata  (B)  a?-  ^,j_„^_,^ ,  dalla  quale  per  la  sostitu- 

.    .  135.10       1350 

zione  de'  valori  m— 2,  n— 5,  a— 135  si  ricava  x  —  ^Q^2—k " ""3"  —  *^® 

che  è  il  valore  di  sopra. 

Problbma  2.<> 

Iti  tre  differenti  scosse  di  tremuoto  caddero  la  metà,  la  quarta  parte  f 
e  la  dodicesima  parte  delle  case  di  un  villaggio,  non  restandone  che  158. 
Si  cerca  il  numero  totale  delle  case. 

Questo  problema  si  riduce  alla  ricerca  di  un  numero,  di  cui  la  metà, 
quarta  parte  e  dodicesima  parte  sommate  con  158  formano  lo  stesso  nu- 
mero, ed  è  come  tale  sullo  stesso  stile  del  precedente;  per  Io  che  chia- 
mando X  II  numero  cercato,  si  ba  l'equazione  del  problema 

XXX 

2+4  +  Ì2  +  <»«=^ 
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hidaoendo  le  prime  due  Traiioni  allo  stesso  denoinlnalore  12  della  terza 
(aritm.  n.»  76),  si  ha 

cioè  ~|jp  + 158 —d;;  moltiplicando  per  13,  10^  +  1896  — 12a?;  trasponendo 

lOop»  12ap— lO^i-1895  o  sia  Sjb— 1896;  e  dividendo  per  i.o;  — 948.  Di- 
fatto  la  metà  di  questo  numero  è  474,  la  4*  parte  237,  la  12*  parte  79, 
e  si  ha  474  +  237  +  79  +  158-948. 

Si  potrebbe  esporre  in  modo  generale  questo  quesito  a  guisa  del  1®, 
ma  tale  è  la  semplicità  del  linguaggio  algebraico  che  la  formula  del  .1^ 
problema  si  può  estendere  al  2**,  quando  si  riducono  ad  una  sola  le  due 

frazioni  dell'enunciato  come  per  es.  >/«  e  */^  che  danno  ^4.  Gonciossia- 

3a       « 
che  r  equazione  del  problema  diviene  ']r  +  Tà  +  158— a?;  e  comparando 

13  4 

coli' equazione  (A)  del  1®,  si  ha  ^""T<>  &><  ^^3*  *»  — 12,  a— 158;  e 

sostituendo  nella  formula  (B),  si  deduce 

158.  Vs.  12  158.  16        158.16.3      7584 

«-  12.  4/sl-4/5— 12  "■  16—4073  ■"  16.3^40         8         ^*^' 


o 


Problbua  3. 

Intorno  a  Diofanto^  eh' è  il  più  antico  autore  di  algebra  (n.°  2)  si  legge 
neU* antologia  greca  un  epigramma,  che  denota  i  periodi  della  di  lui 
vita  nel  modo  seguente:  Diofanto  passò  nella  fanciullezza  la  sesta  parte 
della  swz  vita,  la  dodicesima  nelV  adolescenza,  poi  si  ammogliò,  e  dopo 
di  esseme  trascorsa  la  settima  parte  più  cinque  anni  ebbe  un  figlio,  che 
visse  la  metà  degli  anni  del  padre,  e  'l  genitore  superstite  fu  obbligato 
a  piangerlo  per  quattro  annù  Si  cerca  il  numero  degli  anni  dell'intera 
vita  di  Diofanto» 

Questo  problema  a  somiglianza  de'  precedenti  in  altro  non  consiste  che 
nella  ricerca  di  un  numero  di  cui  la  sesta  parte,  la  dodicesima ,  la  set- 
tima insieme  con  5,  e  la  metà  con  4  fanno  lo  stesso  numero;  e  deno- 
tandolo per  X,  si  ha  l'equazione  del  problema 

XXX  X 

6'^ìa"*'7+*+2+*"*- 
Ridncendo  le  frazioni  al  denominatore  comune  12.7^81,  si  ha 

14x+7x+12d;+42a? 
84 '+«-*• 

Ridncendo  il  numeratore  e  moltiplicando  l'equazione  per  84,  si  ottiene 

756 
75ar+756-84d;...9x-756...«--^-  84. 

Difatto  si  ha  la  sesta  parlo  di  84—14,  la  dodicesima  —7,  la  settima 
-12,  la  metà  -42,  di  cui  la  somma  14+7+12+42-75  unita  a  9  dà  84. 
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Riduoendo  ad  una  le  Ire  frationt  per  esemplo  ifs-^-^/^^^/^mmnlti^  l'c- 

qaazìone  del  probkma  diviene 

ìlx       X 

21 

che  può  compararsi  coir  equazione  (A)  del   problema   1**  e  dà  tn  —  "TT  « 

t»«12,  a*9;  sosiiiuendo  qaesii  valori  nella  formula  generale  (B) ,  si 

2268 
«leduee  x  —  ~^  "■  8i. 

PROBLUIA  4." 

Un  ragazzo  avea  comprato  dei  fiori  pagando  per  una  metà  Un  grano 
ogni  due  fiori,  e  per  VcUtra  metà  un  grano  ogni  tre;  poi  per  ricuperare 
il  suo  denaro  pensò  di  rivenderli  due  grani  ogni  cinque  fiori,  e  così  vi 
perdette  un  grano.  Si  cerca  il  numero  dei  fiori  comprati  dal  ragazzo. 

X 

Sia  X  il  nomerò  de*  fiorì,  la  metà  7 comprata  alla  ragione  di  un  grano 

i  X  X  X 

ogni  due  ba  dovuta  eostare 2  ài  ^  cioè  |,  e  l'altra  metà  ^ alla  ragione 

i  X  X 

di  un  grano  ogni  ire  »  di  2  0  sia  ^  ;  il  prezzo  poi  della  rivendita  ragio- 

X         2x 
nata  a  due  grani  ogni  cinque  ha  dovuto  essere  ^XZ  cioè*7~,  e  quindi 

si  ha  l'equazione  del  problema 

X      X      ^Ix 

4  "^6"  5  "^  *• 
2x 
Trasponendo  t*  e  riducendo  i  fratti  al  medesimo  denominatore,  si  ha 

ZOx  +  20jp-~48a; 

i20  ■"  *• 

Bidueendo  il  numeratore  e  moltiplicando  per  120,  si  ottiene  2d;— 120; 

e  dividendo  per  2,  x— 00.  Difatlo  la  nielA  30  del  numero  de'  fiori  forma 
15  coppie  a  due  che  costano  15  grani,  Talira  metà  30  fa  10  coppie  a  tre 
che  costano  10  grani  e  15  +  10^25  grani  prezzo  totale  della  compra; 
nella  rivendita  però  10  coppie  a  tre  ed  altrettante  a  due  compongono  10 
coppie  a  cinque  del  prezzo  di  2  grani  per  ciascuna,  ma  le  restanti  5  cop- 
pie a  2  comprale  già  per  tt  grani  danno  origine  a  2  coppie  a  cinque  che 
giusta  la  convenzione  valgono  4  grani,  e  quindi  si  verifica  la  perdita  di 
un  grano. 

PaOBLBMA.  5.^ 

Un  mercante  spende  in  ogni  anno  once  4000  ed  aumenta  *l  resto  del 
capitale  di  una  terza  parte  delio  stesso  resto;  dopo  tre  anni  si  trova  di 
aver  raddoppiato  *l  capitale  primitivo  cioè  quello  in  principio  del  /**  anno. 
Si  cerca  questo  capitale. 

Sia  x  il  capitale  in  principio  del  1^  anno,  e  per  maggiore  semplicità 

7 


-■-/ 


ttO 

sapponghiamo  1000  —  a;  si  avrà  *l  capitale  in  fine  del  V  anno  espresso 

X — a      3d?— 3a+d;— a  4dP-— 4a 

da  X — a-\- -"s^  "^ — '■ «  ■ 


(D.«  36, 1»)  -  — 5— i.  Togliendo  da 


questo  la  spesa  a  del  2^  anno,  si  ha 


Àx — 4a  4j5 — 7a 


,  di  cui  la 


3  "3 

Ax — 7a 
3'  parte     3  ^     denota  *ì  goadagoo;  così  '1  capitale  in  fine  del  2®  anno 

4i>— 7a      4a;— 7a      12x  — 21a+4x— 7a 
sarà  espresso  da — j—  H ^ — —  g (n.**  130,  2") 

IOje^— 28a 

'.  Facendo  il  conto  pel  3®  anno,  si  sottrae  da  prima  la  spesa 


9 


0 


IQjp— 37o 
•■"       -       ^  gg  n^   prende  la   terza 


itx — 28a 

a,  si  ottiene  il  resto  " 

16x  — 37a 
parte  — g-3 — ,  e  si  ha  1  capitale  in  fine  del   3**  anno  indicato  da 

i0a;--37a      iOa>— 37a      64a?— i48a 

9        "•        27       ""        27 »  *^®  giusta  la  condii  ione  del  quesito 

dev'eguagliare  2x.  Si  ha  quindi  reqaazione  del  problema 

64x~148a 


27 


—  2» 

148a      148X1000 
cioè  04«— I48a-*54a?....40a;— 148o....«— "TX-  — 


-  14800. 


Ecco  la  proYa  del  quesito 

1^  anno  2<»  anno 

14800  18400 

1000  1000 


13800 
4600 

18400 


17400 
5800 

23200 


10 

3*'  anno 

23200 

1000 

22200 
7400 

29600  «14800x2 


>^ 


t*ROBLS«A  6.^ 

Vt  fono  (re  fontane,  di  cui  ciascuna  coìh  tue  aeque  ieparaiamente 
Wèmpte  fin  certo  bacino  in  un  dato  tempo,  cioè  la  4^  in  a  ore,  la  t^  in 
b  ore,  e  la  5^  in  e  ore-  Se  le  tre  fontane  scorrono  insieme  in  gitanlo 
tempo  devono  riempire  qtiel  bacino? 

Sia  X  ore  *1  tempo  richiesto.  Riguardando  come  unità  la  capacità  del 
bacino,  la  1^  fontana,  che  la  riempie  in  a  ore,  ne  deve  in  1  ora  riem- 

1  i  X 

pire  la  parte  ^ ,  ed  in  x  ore  la  parte  ^  x  ^  ""  I"  «  similmente  nello  stesso 

X  X 

tempo  di  x  ore  la  2"  riempie  la  parte  "^  e  la  3''  la  parte  ~  ;    e    siccome 


t 
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queste  parti  riuniCe  derono  comporre  la  capacità  1  del  bacino»  così  si  lia 

V  equazione  del  problema 

X      so      X      ^ 

a      0       e 
-  o^ 

da  cui  si  deduce  x  -  ^c  +  ae  +  ab' 

AffplieaMione.     * 

1.2.3  6 

Sia  a  »  1  ,  6  -i2 ,  c<-3  ;  ne  resulta  «—  3.3.1.1.3  1.1.2  ""  11    ^'  ^""^ 

-32' 43"' 7/,,. 

Vn  fnercantB  ha  due  $péeie  di  caffè,  la  f*  a  tt.  44  rotolo  e  la  $^  a 
ti,  48,  Si  damanda  quanto  ne  deva  prendere  di  eiaseuna  specie  per  for- 
marne un  quintale  del  prezzo  di  56  once. 

In  1*"  luogo  si  rifletu  che  per  istabilire  l'equazione  fa  d'uopo  che  i 
dati  della  stessa  specie  siano  espressi  nella  stessa  unità,  e  di  ordinario 
si  prende  quella  dell' ordine  infiiho;  altrimenti  i  numeri  astratti  dell'equa- 
zione non  corrispondono  a'  rapporti  de'  numeri  concreti  dati ,  e  l' equa; 
zione  resulta  falsa,  falsissima.  Così  nel  nostro  caso  in  vece  di  1  quintale 
deve  leggersi  100  rotoli,  Invece  di  56  once  1680  tari,  e  i  numeri  ioco- 
gniti  debboDsi  esprimere  in  rotoli.  In  2**  luogo  sembra  a  prima  vista  che 
due  fossero  le  incognite  di  questo  problema  ;  ma  quando  si  attende  alla 
condizione  de'  pesi  delle  due  specie  ohe  devon  formare  100  rotoli ,  ben 
presto  si  capisce  che  indicando  per  x  11  numero  de'  rotoli  della  1*  specie, 
100 — X  è  'I  numero  relativo  alla  2";  per  lo  che  badando  alla  condizione 
de'  prezzi  si  forma  l'equazione  del  problema. 

Ux  +  48(100— 05)  -  1680 
cioè  14X+1800— 18X-1680....1800— 1680-18X— 14a;...4x-120...x.30. 
Si  devono  prendere  adunque  30  rotoli  della  1*  specie  e  70  rotoli  della 
2";  difatto  14x30-420,  18x70-1260,  e  420+1260-168^. 

PnOBLIMA   8.*' 

A  cacciatore  eeommette  di  pagare  a  B  la  tomma  a  per  ogni  eeariea 
a  voto  f  e  H  si  obbliga  di  pagare  cui  A.  la  somma  b  per  ogni  scarica 
ch'esso  A  farà  in  pieno.  Dopo  un  numera  n  di  scariche  può  succedere 
/"  ohe  A  debba  pagare  aH  la  somma  d.  t^  cheB  la  debba.ad  A.  3^  che 
A  6  B  non  si  debbano  niente*  Si  cerca  in  ciascuna  de'  tre  casi  il  nu- 
mero deHe  scariche  a  voto. 

Chiamando  x  il  numero  delle  scariche  a  voto,  n — x  sarà  quello  delle 

scariche  in  pieno;  onde  A  deve  a  ^  la  somma  ax  t  B  àé  A  là  somma 

b{n — x)<  Cosi  nel  1°  caso  di  A  che  dove  a  H  la  somma  d,  si  ha  l'equa- 

bn  +  d  . 

zionc  cu; — 6  (n — jd)— d, , ,  ,ax-^bn  4-  bx^d. . .  .x  =*       ,  .   *  * 
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Nel  2"  caso  di  B  che  deve  d  Bd  A,  ti  ha  l'equazione  h{n — ^jb)— air^d  .. 

Nel   3"   caso  di    i4    e   ^  che   nulla   si   debbono ,   si   ha    l'equazione 

bn 
ax  —  6(ii— x)....aap— frn — bx,»,,x  ■"  ""TV"' 

Le  formule  de'  tre  casi  non  differiscono  che  pel  2®  termine  del  nume- 
ratore, ch*è  +  cf  nel  1"  caso,  — d  nel  2°,  e  che  non  esiste  nel  3"  caso'; 

bnàzd 
per  lo  che  si  può  stabilire  la  formula  generale  x  —        .  .     ,  e  prescri- 
vere di  prepdefe  '1  segno  superiore  di  d  nel  i^  raso ,  il  segno  inferiore 
nel  2**,  e  di  supporre  d— 0  nel  3°  caso. 

Applicazione. 

Sia  Vi«23,  a«-2  dvcatif  b^3  ducati,  (f— 10  ducati.  Supponendo  A  de- 
bitore di  B  in  fO  ducati,  si  sostituisce  nella  formula  del  1*^  caso,  e  si 

3.25+10      75+10      85 
ha  jc  ~  •  24.3 —  ■"  — 5 — ""  "k"  ""  ^^ì  ^^'^  -^  P®*"  *®  ^"^  scariche  a  volo 

deve  a  B  2x17  —  34  ducati,  e  B  per  le  8  scariche  in  pieno  deve  ad  A 

3x8  —  21  ducali,  0  sfa  A  perde  10  ducali  colla  scommessa.  Supponendo 

cogli  slessi  dati  A  creditore,  si  sostituisce  nella  formula  del  2"  caso,  che 

75—10      65 
dà  j:  —  — g —  — -g-  —  13;  in  sì  fatta  guisa  i  deve  a  B  2x13  — 26  e  Badi! 

3X12  —  36,  cioè  A  va  creditore  inlO  ducati,  E  supponendo  '1  3"  caso  del  com- 

75 
penso,  si  ha  d— Oe  la  formula  del  3^  caso  dò  x'~  -jr  —iìi'  cosi  ^  deve  a  H  2  x 

15—30  ducati  e  fi  ad  A  3x10—30  diusati  cioè  né  ^  né  H  deve  pagar 
nionlc. 

Con  un  numero  a  di  carte  di  giuoc0  *^ fanno  un  numero  b  di  monti 
di  egual  numero  e  di  punti  valutati  nel  seguente  modo:  la  4^  carta  di 
ciateun  monte  vale  dieci  i*è  figura,  undici  e* è  un  asso,  dodici  s*i  tm 
due,  tredici  s'è  un  tre.  ed  in  generale  qualeisia  carta  ad  eccezione  delle 
figure  vale  dieci  pt'il  il  tuo  numero  ;  mentre  le  altre  carte  non  va- 
gliono  che  un  punto  ciascuna.  Sì  cerca  la  somma  de*  punti  delle  sole 
prime  carte  de*  monti. 

Chiamando  x  la  somma  de'  punti  richiesta,  si  ragiona  così:  la  somma 
totale  de'  punti  di  tutti  i  monti  si  ottiene,  aggiungendo  ad  x  il  numero 
delle  carie  soprapposte  alle  prime,  perchè  ciascuna  di  esse  è  valutala  per 
un  punto,  0  questo  numero  si  esprime  da  a—b  cioè  dal  numero  totale 
delle  carte  meno  il  numero  de'  monti  esprimente  quello  delle  prime  carte, 
t  cosi  il  numero  totale  de'  punti  sarà  x+a — ò;  inoltre  si  può  avere  una 
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seconda  espressfoDe  identica  del  nomerò  totale  da'  ponti»  moltiplicando 
il  nomerò  a  dei  ponti  di  ogni  monte  pel  nomerò  b  de'  monti»  aio  che  dà 
bc;  e  quindi  si  ha  1* equazione  del  problema 

x-ha — 6  — 6c 
da  coi  ai  deduce  ds— (c+ft^— a«-&(c+l) — a. 

Osservazione.  Quando  il  giuoco  si  fa  con  on  mazzo  di  carte  di  un  de-* 
terminato  numero  n,  combinando  i  punti  de'  monti  ^  può  succedere  che 
ne  sopravanzino  alcune  per  es.  un  numero  m;  ajiora  si  dà  qoeàlo  nu- 
mero m  di  carte  residue  non  par  altro  che  per  argomentare  il  noincro 
fi — m  delle  carte  di  tulli  i  monti,  corrispondendo  n^^m  al  numero  a 

dell' enunciazione. 

Proulbha  io.*' 

Un  negoziante  ha  due  mucchi  di  frumento,  Vuno  di  4^  qualità  coni' 

posto  di  salme  p  gli  costa  a  ducati,  e  V altro  di  2*  quilità  costa  ducati 

h  al  tumolo.  Domanda  il  negoziante  quante  salme  debba  prendere  dal 

mucchio  della  4^  qualità  e  quante  aggiungerne  della  !^,  onde  possa  for* 

mare  la  misura  di  p  salme,  venderle  aUo  stesso  prezzo  del  frumento  della 

ni 
4^  qualità,  e  ricavarne  un  guadagno  che  sia  la  parte  ~  del  costo  effttt' 

tiro  delle  p  salme  del  miscuglio. 

Sia  X  il  numero  delle  saline  di  2^  qoalilà,  p — x  corrisponde  al  numero 

a  a 

delle  salme  di  1^;  —  é  il  prezzo  di  una  salma  di  1",  (p — x)-è  l'importo 

di  p — X  salme  della  stessa  ;  166  è  il  prezzo  della  salma  di  2^  qualità  , 
ì66;b  quello  di  x  salme.  In  questa  guisa  il  prezzo  elTettivo  di  p  salme 

a 

di  un  tal  miscuglio  è  {p — x)  '  +  16òx;  ed  aggiungcdovi  il  guadagno  cioè 

P 
m  mf  a  \ 

la  parie  ~-di  questo  prezzo  espressa  da^l  (p — ^ÌZ~^  166x1,  deve  re- 
sultameli prezzo  della  vendila,  che  secondo  la  condizione  del  quesito 
eguaglia  '1  costo  a  delle  p  salme  di  l'^  qualità,  e  cosi  si  stabilisce  l'equa- 

q  m  f  a  \ 

zione  del  problema {p — x)  ~  +  166a?  +  ""  (  ip—x)  r  +  166j;  I—  a. 

Eseguendo  le  moltiplicazioni  si  ha 
CLX  am     'amx      I66mj; 

o -"  -I-  166jj  +  — ^  —  ""—  H ZT^  ■■  a;  riducendo  i  fratti  allo  atesso 

p  n        np  n 

denominatore  np,  moltiplicando  Tequazione  per  np,  e  trasponendo  i  ler- 

mini  cogniti  in  un  membro  si  ottiene 

amp'^anx — 166npa;+ama!; — 166mpa?,  cioè  a[m-\-n)x — 166p(m-fn)c— amp, 

amp  amp 

e  quindi  m  -  ÓYm-Pn')— 166p(w-f  n)  ""  (a— 166p)(mi-»)" 

Ap'plicazione' 

Sia  '1  mucchio  di  frumento  di  l'^  qualità  60  salme  a  costi  900  ducati, 
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quello  di  2*^  qualità  costi  a  6  lari  e  5  grani  siciliani  il  tumolo,  e  si  vo- 
glia guadagnare  il  20  per  IpO  sopra  *1  prezzo  effettivo  del  miscuglio. 

m       20       1 
Si  ha  p— 60,  a-»900,  6—0,623  (arit.  n.*"  124), --  ""  Joo  ""  5  ®  ®'*  *"""*  ' 

900.1.60  51000 

n— 5;  e  sostituendo  nella  formula,  a?"-  fooo^^^OOoTTlTST ""  1800  ""  ^^' 

Devonsi  adunque  mischiare  30  salme  di  1^  qualità  e  30  salme  di  2^: 
difatto  30  salme  di  1""  a  i|M  la  salma  importano  450<<  ;  30  di  2''  a 
Od  ,  625  il  tu  mola  cioè  a  lOd  la  salma  importano  300d  ;  e  si  ha  'i  prezzo  ef- 
fettivo delle  fijP  salme  del  miscuglio  — 450  +  300— 750d  ,  che  rispetto  al 
prezzo  900d  della  vendita  dà 'I  guadagno  di  150<f ,  e  150  è  «/s  dell*  ef- 
fettivo costo  750d. 

Pboblbma  11.° 

Da  una  quantità  at  sottrae  la  sua  jiarte  ns>n>A  e  di  più  a,  dal  residuo 
la  parte  nsima  dello  stesso  e  di  più  a',  dal  nuovo  residuo  la  sua  parte 
ntima  e  di  più  a",  e  così  si  ha  l'ultimo  refiduo  b.  Si  propone  a  trovare 
questa  quantità. 

Chiamando  x  la  quantità  cercata,  la  1"  sottrazione  dà 

X            (n — l)aJ— r?io              (n — i)x — na       (n — i)x — na 
x---a- ;  U  2» ^, «- 

n\n  —  i)x — n*a  —  (n  —  i)x-^na — u^a 
(n  —  l)(n  —  i)x  —  n{n  —  i)a  —  n^a 


n» 

(n— -Ijfn— 1)x  — «(n  — 1)a  — nV 
1.3-  -. 

(ur— ll(n—  l)x  —  n{n — ì)a  —  n^a 


n» 


a"— 


(rt—  i)  (il— -t)(n— 1)a;  — n(n-r-1)(n  — i)o  — nMw  — 1)a'  — w%" 
«_  ff 

eh*è  l'equazione  del  problema,  da  cui  si  deduce 

»|3*  +  n(n  — 1)(f*  — 1)a-|-  n*  (n— 1)a'-f  nSa" 

Applicasione» 

Un  giardiniere  per  recar  de*  pomi  al  sua  padrone  deve  per  la  via  pa- 
gare tre  pedaggi ,  la  guardia  del  4"*  esige  la  metà  del  numero  de'  pomi 
e  a  di  più,  la  guardia  del  %^  la  metà  e  a'  di  più,  la  guardia  del  S**  la 
mfità  a  a"  di  più.  Conscio  di  ciò  *l  giardiniere  quanti  pomi  dovrà  cogliere 
l*er  portarne  un  numero  b  al  padrone  f 

Questo  quesito  si  riduce  all'enunciato  generale,  supponendovi  n— 2;  e 
sostituendo  i  valore  di  h  —  2  nella  formula,  si  ottiene 
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jj  — 85  +  2o-|-4a'  +  8n". 
Che  se  poi   ci  piacesse  di   sopporre  a» 3,  a  — 2,  a"— 1  ,  si  rtvrebbc 
ar  — 86  +  6  +  84-8  — 8ft  + 22;  e  s\  nell'ano  che  nell'altro  caso  resulta  as- 
sai facile  la  prova  del  quesito. 

PBOBLÌtllA   h.'* 

Un  padr9  ^uol  dividere  egualtnente  l' eredità  i  fra  i  $voi  n  figli  ;  ma 
pretende  di  fare  un  ìeetamehto  in  apparenza  eapriccioto  del  tenore  la- 
guente  :  avesse  il  4^  figUo  la  somma  a  e  (a  parte  msima  del  residuo ,  il 
J2"  figUo  2a  e  la  parte  nisima  del  residuo,  il  3^  3a  e  la  parte  rosima  del 
residuo  ee,  A  quest'oggetto  consulta  l'algebrista  per  conoscere  se  sia  o  no 
possibile  una  sì  fatta  disposizione,  e  nel  caso  affermativo  assegnare  i  va- 
lori ed'  a  e  DI. 

L'algebrista  incomiiii-ii  dal  risolvere  '1  quesito  come  se  la  disposìiiooe 
fosse  possibile  cioù  «suppone  cognite  a,  m,  e  si  propone  a  determioare  at, 

«—a      am-^X'-^a     x+a{m — 4) 

La  parte  del  l*»  figlio  dev'essere  a+ — — , 

m  m  m 

se  ^~  O,  (ttl  ^—  1  ì 

e  togliendola  dall'eredità,  si  ha  "\  residuo  x r 

x(m  —  1) — a(m  — i) 
«. jj ^  Il  2»  figlio  dev' avere  2a  e  la  parte  •«««»«  del 

g(m  — 1)— a(m  — 1)                jp(in— l}  — (i(3in— «) 
residuo ^ 2a— —- ;  quindi   la 

x{m — i)  —  a{iìm — 1) 
sua  parte  sari  espressa  da  2a  + 1 — 

2am'  f  «(m  — 1)  —  a(3i»  — 1) 

m* '  ^^  eguagliando  le  parti  del  1"  e  del  2», 

si  ha  l'equazione  del  problema 

x  +  a{m — 1)      2am*-{-x{m — 1) — a(3m-^i) 

m  ni* 

MoUiplic9to  sotto  e  sopra  la  1'^  frazione  per  m,  togliendo  '1  denomina- 
tore comune  m>,  e  trasponendo,  si  ottiene 
xm — x[m  —  1}-r>2am^  —  ri(«i« — tnj — a(3m — 1) 
cioè  (m — m+1)jr— a(2m*— TO«+m — 3m+l)  o  s^ia  j-=-r7(w«— 2m+l).  • 

Avendo  ottenuto  Terediià  espressa  in  a  e  m  o  co:ì!i-  diresi  in  funzione 

di  a  e  m,  si  può  trovare  Tespressione  analoga  delia  p^rte  del  1°  eguale 

j>+a(«^— 1) 
alla  patte  del  2°,  se  si  sostituisce  '1  valore  di  x  nel l'espicss ione 

a[m^  —  2m+  i)-^a{m — 1) 
che  la  denotd;  si  ha  quindi -— •=• 

a(m* — 2m+l  +  m  —  1)      a[m*—m) 

~ ■=  ~  "~         *=  a[m  —  1),  e  questa  dev'essere 

secondo  rinlenzione  di  quel  padre  la  parte  di  ciascun  figlio. 


-i.^ 
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Se  si  divide  adanqae  l'ercdilà  a(m« — 2m4-l)  per  la  quota  a{m  —  1) 

fl(tn'— 2m-f1) 
di  ogni  Aglio,  si  ha  il  numero  de*  figli  espresso  da       a(rn^i)      """* — ^* 

praticando  la  divisione  de'  fattori  dentro  la  parentesi  (n.»  30). 

Ora  deve  l'algebrista  esaminare  se  la  quota  degli  altri  figli,  di  cut  si 
è  già  determinato'!  valore  a{m  —  1),  si  possa*  effettivamente  dedurre  da 
quella  disposizione,  che  vuol  adottare  'I  padre  nel  suo  testamento;  per  lo 
che  sttppooe  verificata  una  tal  condizione  sino  alla  parte  del  figlio  di  po- 
sto d,  e  M  calcolo  l'avverte  se  la  stessa  condizione  abbia  luogo  o  no  per 
la  parte  del  se^ueoie  figlio  di  ^osto  d-f-l.  Kd  in  vero  siccome'!  numero 
d  de'  figli  hanno  conseguito  la  rispettiva  quota  a{m — i),  cosi  la  parte 
gii  esaurita  dell'ereditasi  esprime  da  da{m — l),e'l  resto  da  a{m* — 2m+i) 
— da{m — 1);  sopra  questo  'i  figlio  di  posto  d+l  deve  percepire  {d+i)a 
e  la  parte  m'ima  del  residuo  cioò 

a  (*n»— 2m4-  i  )-'da[m-^i  )— (rf-f- 1  )  a 

(rf  +  1)a-f 

tn 

m 

((/+!— rf)q(m—1)  +  a(m»—2m+1) 

m 

a{m  —  1)  +  a(m*  —  2tn-f- f)       a{m^  —  ni) 

r~  ^ — M(m  — 1) 

eh' è  la  quota  de'  figli  precedenti,  e  perciò  si  verifica  la  condizione  Quc- 
sto  saggio  si  deve  considerare  come  una  dimostrazione  generale  sulla  pos- 
sibilità di  quella  distribuzione  sino  all'ultimo  figlio;  conciossiachè  d  è  ca- 
pace di  tutti  i  valori  e  supponendo  (i— 2,  la  coodi/ione  già  verificala  pel 
2**  figlio  dovrà  aver  luogo  pel  seguente  d+  1  cioè  pel  3**;  essendo  la  con 
dizione  certa  pel  3o,  si  può  supporre  (2  —  3,  ed  in  forza  della  stessa  di- 
mostrazione dovrà  verificarsi  pel  4»  figlio;  a  così  di  seguilo  sino  air  ul- 
timo del  posto  m — 1  che  avrà  la  quota  {m—'i)a  senza  parte  mfima^  perché 
con  questa  quota  per  altro  eguale  alle  precedenti  si  esaurisce  giusto  giusto 
l'eredilà,  essendo  il  prodotto  della  quota  a{m — 1)  pel  numero  m — 1  dei 
figli  eguale  ad  a(m>«— 2m-f- 1)  ch'ò  l'espressione  dell'eredità,  e  quindi 
si  può  dire  che  l'ultimo  figlio  ha  (m-^l]a  e  la  parte  m'tma del  residuo  ch'è 
zero. 

Stabilita  la  possibilità  di  quella  distribuzione,  l'algo.brisla  è  in  istato  di 
soddisfare  alla  seconda  parte  della  domanda,  assegnando  i  valori  di  a  e  m 
in  funzione  dalla  data  eredità  x  e  del  numero  n  de'  figli.  Dapoiché  ha 
dimostrato  dover  essere  m— 1  il  numero  dei  figli  nel  caso  della  sopra- 
detta distribuzione,  ne  scgire  m — l-*fi  cìoò  m'^ti+i;  di  più  la  quota 

X 

di  ciascun  figlio,  ch'ò^  ,  si  dev'eguagliare  all'espressione  già  ricavata  di 

X  XX 

sopia  a(m  — 1),  cioè  si  ha  a{m  —  I)  — ~,o  sia  an"-,  cda" -;. 
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La  disposizione  testamenUria  adunque  dovrà  essere  la  segaente:  il  /<> 

X 

figlio  avesse  la  somsua  ^^  "^  e  la  parte  tn^m^  o  sia  n  + 1  del  residuo, 

il  S^  la  sommai  2a  e  (a  parte  m^^^^  del  residuo  ee. 

In  si  fatta  guisa  essendo  data  l' eredità  e  i  numero  de'  figli,  si  può  dis- 
porre 'i  tesumento  in  quella  forma  curiosa;  ed  air  inverso  data  la  forma 
del  testamento,  si  determina  l'eredità,  la  quou  e '1  numero  de'  figli. 

Applieasione, 

Si  abbia  1*  eredità  a;— 25000  scu^'*  >1  numero  de'  figli  fi«.tt,  esi  cerchi 

X  25000 

la  forma  del  tesumento.  La  formula  <»—  jj;  dà  a  —    ^    —  1000,  e  l'al- 
tra m—n -fi  dà  m  — 5-f  1  — 6;  si  dirà  dunque:  U  4**  figlio  avesse  4000 

1  1 

scudi  e  ^  del  residuo,  il  fP  %000  scudi  e  j^  del  residuo,  il  S^  SÙOO  scudi  e 

i 

2  de}  residuo  ec.  All'  inverso  se  fosse  stata  proposta  questa  disposizione 

testamentaria,  e  si  avesse  soggiunto  la  circostanza  dell' egual  quota  dei 
figli;  allora  si  avrebl>e  a— 1000  scudi,  m— 6,  e  si  sarebbe  dedotta  l'e- 
rediU  a;  -  a  (m* —2m + 1  )- 1000  (36 — 12  + 1)  -  1000X25  -  25000  scudi, 
la  quota  di  ogni  figlio  a(m — l).«1000x5  — 5000  scudi,  e  Inumerò  dei 
figli  flii— 1-5. 
•  Ci  facciamo  qui  a  soggiungere  alcuni  problemi,  di  cui  si  trova  io  fine 
la  soluzione,  affinchè  i  giovani  possano  esercitarsi  a  metterli  in  equazione 
ed  a  fare  il  resto  de'  calcoli. 

Pboblbma  la."* 

Tre  amici  By  C,  D  hann^preso  in  comune  de*  biglietti  di  lotto:  U  gioco 
di  B  con  quello  di  C  fa  ducati  a;  il  gioco  di  B  col  gioco  di  D  fa  du- 
cati e;  e  quello  di  C  col  gioco  di  D  fa  ducati  r.  Si  cerca  *l  gioco  di  da- 
sctino. 

» 

a^c — r 
Solusione.  Gioco  di  B  — « 

g — c-^r 
Gioco  di  C  ■" 2 

e — a+r 
Gioco  di  D  — 2 

Pboblkma  ì^.^ 

Un  generale  deve  disporre  un  determinaio  numero  di  cannoni  a  p  or- 
dini ti»  una  haiteria:  u  ne,  mette  uno  per  ognistpailmi,  ne  sopravansano 

8 


w 


^ 
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in;  ma  ie  ne  pone  uno  per  ogni  b  palmi,  ne  mancano  d.  St  cerca  la  lun- 
ghezza di  quella  batteria  e  'l  numero  de*  cannoni, 

ab{m-^n) 
Soluzione.  La  lunghezza  sarà  palmi  "TT^^jt 

am-^-bn 
l\  nainero  de*  cannoni    ^ ^ 

Problema  15." 

Si  mettono  in  cammino  due  viaggiatori  A  con  ducati  a«  e  B  con  ducati 

b.  f  ladri  rubano  ad  K  m  volte  più  di  quello  che  rubano  a  h,  e  ad  A. 

restano  un  numero  di  ducati  n  volte  maggiore  del  numero  che  restano 

a  B.  Si  cercano  i  rispettivi  numeri  de*  dticati  rubati, 

nb-^ 
Soluzione,  Dncati  rubati  a  B 


ad  A 


n — m 
m{nb — a) 

n — m 
Problema  16."* 


Vn  servitore  avea  ducati  a  quando  ricevette  7  salario  di  n  mesi.  Dopo  un 

p 
numero  m  di  mesi  aveva  già  speso  la  parte  -  del  suo  denaro^  ed  avendo 

riscosso  *l  salario  degli  in  mesi  si  trovò  con  ducati  b.  Si  cerea  quanto 
avesse  al  mese. 

Soluzione.  Il  salario  del  mese  è  fnq-\-n(q^p)  ^"^*'"* 

Problema  17.<> 

Vi  ÌM  un  numero  eompoito  di  due  cifre,  che  prese  isolatamente  danno 
la  camusa  7;  ora  se  si  €tggiunge  27  a  quel  numero,  si  ottiene  un  numero 
composto  delle  stesse  cifre  ma  scritte  in  ordine  inverso.  Si  cerea  'l  nu- 
mero. 

Soluzione.  11  numero  è  25. 

Problema  18." 

L*  età  di  un  padre  è  60  anni  ed  è  quintupla  di  quella  di  suo  figlia). 
Si  cerca  dopo  quanti  anni  l'età  del  padre  diventerà  tripla  dell* età  del 

figlio, 
SoluMione.  Dopo  12  anni. 


1 


Problema  10/' 
'Un  padre  essendo  interrogato  suWetù  di  suo  figlio  risponde:  se  dal 


doppio  dèlia  $ua  età  attuale  ii  iottrete  'I  triplo  di  quella  di  sei  anni  ad- 
dietro,  ii  ottiene  la  eua  età. 
Soltixtone.  Il  figlio  ha  9  anoi. 

Problema  ao.° 

Il  problema  esposto  in  principio  (numeri  44  e  45)  dà  pure  luogo  a 
questa  enunciazione:  «t  debba  H  dato  numero  a  dividere  in  due  parti 
tali  che  la  /*  superi  la  S^  della  quantità  b.  Ed  in  continuazione  si  ri- 
solfano  i  seguenti  quesiti: 

4^  Diìndere  'l  numero  a  in  tre  parti  tali  ohe  la  1*  superi  la  i*  di  b» 
e  2a  2*  superi  la  S^  di  b'. 

t^  Dividere  a  in  quattro  parti  che  abbiano  le  successive  differenze  b, 
b',  b". 

5^  Dividere  a  in  cinque  par  li,  che  abbiano  le  differenze  b,  b*,  b",  b*'*- 

E  così  di  seguito. 

Ciascuno  di  questi  problemi  si  risolve  con  ritrovare  l'espressione  della 
i^  parte,  cui  si  aggiungono  successivamente  le  diflTerenze  per  ottenere  le 
altre  parti.  Ora  dair  ispezione  del  valore  della  1*  parte  de'  singoli  pro- 
blemi si  deve  argomentar  la  legge  secondo  cui  si  formano  i  vari  termi- 
ni, e  indi  stabilire  una  formula  generale  che  convenga  all'enunciato  ge- 
nerale di  dividere  *l  numero  a  in  m  parti  di  cui  le  differenze  »iano  h, 
b'y  b",  b''\  b"",  ec,  sino  alVulUma  segnata  b((n~2}  cioè  h  coWast^iriseo 
m— 2. 

Soluzione.  La  formula  generale  è  la  seguente  .^^ 

m 
cioè  il  1**  termine  del  numeratore  è  '1  numero  a,  U  2^  termine  la  diflTet 
rema  b  col  coefficiente  eguale  al  numero  m  delle  parti  meno  tino,  e  cosi  se- . 
guono  le  altre  differenze  con  coefficienti  successivamente  minori  di  «no, 
finché  si  perviene  all'ultima  differenza  6(m— 2)  col  coefficiente  m — (m-*i) 
—1;  e  '1  denominatore  é  formato  dal  numero  m  delle  parli. 

PaOBLBHA  21.° 

Un  commerciante  fece  tre  viciggi,  nel  f°  rese  il  numero  de*  suoi  du- 

t 
eati  p  volte  maggiore  e  ne  spese  q,  nel  t^  guadagnò'^  del  denaro  resi- 

m 
duo  dopo  *l  1^  e  spese  q',  nel  3^  guadagnò  ^  fui   residuo  dopo  'l   9°  e 

spese  q";  ed  alla  fine  de'  suoi  viaggi  si  trovò  con  ducali  b.  Si  cerca  *l 
numero  de*  ducati  con  cui  si  pose  in  cammino  pel  4^  viaggio. 
Soluzione.  Il  numero  de'  ducati  si  esprime  da 

nr(fr  4-  g  -f  y'  +  g")  -f  tq(n  +  i&)  +  mr(q  -f  f) 

(p  +  l)(<  +  r)(n  +  m) 
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Pboblbha  as.° 

Un  oreficB  ha  due  statue  di  oro  ed  un  tùlo  jriede$tallo,  il  peso  della 
minore  è  m  once  e  eoi  ftiedest^Uo  fa  'l  peto  di  n  volte  la  maggiore;  la  mag- 
giore poi  col  piedestallo  fa  *l  peso  di  q  volte  la  minore.  Si  cerea  7  peso 
del  piedestallo. 

fn{qn — i) 
*Solusione.  Il  piedestallo  pesa  once  — — rr — • 

ARTICOLO  li. 

Delle  soluzioni  negative  ed  altre  particolarità  dell*  equazioni. 

53.  La  lingua  algebraka,  che  per  la  saa  chiarezza  e  sempliciU  è  stala 
sostitaila  alla  cornane,  che  ha  ridotto  in  forme  meccaniche  i  raziocini 
airaopo  convenienti,  un  altro  vantaggio  ancora  ci  arreca,  quaVé  quello 
di  far  conoscere  l'assurdità  de'  quesiti  che  si  propongono  a  risolvere* 
Gonciossiaché  cercandosi  in  qualunque  problema  una  quantità  cui  conven- 
gano le  date  condizioni,  egli  è  chiaro  doversi  prendere  la  quantità  nel  senso 
assoluto,  e  quindi  la  sua  espressione  algebraica  o  numerica  dover  essere 
positiva;  onde  se  l'equazione  ci  guida  ad  un  valore  negativo,  é  da  riguar- 
darsi questo  come  un  simbolo  di  assurdità  proveniente  dall'equazione  e 
dallo  stesso  quesito.  In  altri  casi  sebbene  'I  quesito  non  fosse  assurdo, 
per  causa  della  trasposizione  riescono  negativi  i  due  membri  dell'equazio- 
ne, che  diviene  inintelligibile  ed  assurda  nell'apparenza;  ma  poi  per  mezzo 
di  altre  trasformazioni  analoge  alle  regole  del  calcolo  1* assurdità  svanisce, 
e  '1  valore  dell'incognita  resulta  positivo. 

tf4.  Volendo  definire  tutti  i  casi  che  possono  aver  luogo  nell'equazioni 
di  !•  grado,  ci  facciamo  da  prima  a  determinarne  la  formula  generale,  e 
questa  è  giocoforza  che  comprenda  in  ciacun  dei  membri  due  termini  po- 
sitivi, l'uno  dell'incognita  col  suo  coelBciente  cognito  e  l'altro  tutto  co- 
gnito. Imperclocohè  se  mal  la  particolare  equazione  avesse  de'  termini  ne- 
gotivi,  la  trasposizione  li  renderebbe  positivi ,  e  la  trasposizione  de*  ter- 
mini negativi  si  riduce  alla  somma  eh' è  sempre  possibile  (n.*'  47,  2*};  in 
seguito  tutti  i  termini  dell'incognita  dello  stesso  membro  si  possono  con- 
siderare come  un  solo  termine  (n.°  80),  e  la  somma  de'  termini  cogniti 
ben  si  rappresenta  da  una  sola  quantità  (n.**  15).  Tal' è  appunto  la  for- 
mula generale  segnata 

(  A)    <M?  +  6  —  cjp  -I-  d 
che  corrisponde  alla  seguente  enunciazione  :  si  cerca  un  numero  tale  che 
aggiungendo  b  al  tuo  prodotto  per  a ,  ne  risulti  la  somma  del  prodotto 
dello  stesso  numero  per  e  e  di  ó. 

Dovendo  risolvere  quest'equazione,  l'algebrista  tratto  dall'abito  di  por- 
tare i  termini  dell'incognita  nel  i''  membro  ed  i  termini  cogniti  nel  %° 
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traspone  ex  e  6,  cioè  sottrae  e«  +  fr  da'  due  membri  dell' eqoaiione,  ed 
ottiene 

ax-\-h — (cx  +  6)— e«H-rf— (c«  +  6) 
o  sia 

Od?  — CJF— d— 6,  (a— e)»  — d— 6, 
e  quindi  ricava  il  Talore  dell'incognita  rappresentato  dalla  formala  gene- 
rale segnata 

d— 6 

(B)     X . 

^  '  a — e 

Vari  sono  i  casi,  che  possono  saccedere,  secondo  i  diversi  valori  relativi 

di  d  e  6,  di  a  e  e,  che  noi  venghlamo  successivamenie  ad  esporre. 

i^  Caso.  Sia  d>h,  a>e\  allora  i  dne  binomi  d — 6,  a — e  resultano 
positivi,  e  'I  valore  di  x  pare  positivo  risolve  il  qaesito  proposto. 

55.  Il"  Caso.  N.*'  1"  Sia  d<fr,  a>e\  in  questo  caso  il  binomio  d— 6 
è  negativo  cioè  si  esprime  da— (6— d),  e  la  formula  (B)  dà  11  valore  di  x 

^ — ^ZI^^ —  negativo  (n.**  28),  che  denota  nn' assurdità. (n.*  9).  Con  que- 
sto mezzo  r  algebra  ci  avverte  che  i  dati  del  quesito  involvono  contraddi- 
zione; e  l'equazione,  ch'è  una  fedele  traduzione  dello  stesso,  dev'essere 
contraddittoria  cioè  falsa.  Difatto  l'ipotesi  di  a>e  àk  ax>ex;  ma  si  ha 
pore  per  V  ipotesi  b>d;  danque  sarà  certamente  oj;  +  6  >  ex  +  d,  mentre 
si  è  supposto  giusta  la  formula  (A) ax  +  fr  —  cx+d,  ciò  ch'è  falso.  Or 
l'algebrista  senza  esaminar  da  principio  1'  equazione  (A)  pratica  al  so- 
lito la  trasposizione  con  sottrarre  ex  -h  6,  la  quale  sarebbe  impossibile,  se 
gli  servisse  di  scorta  '1  raziocinio:  giacché  essendo  a>  e,  resulta  il  1"  mem* 
bro  aX'^b>ex-hb  e  quindi  da  ax-\-b  si  può  togliere  la  qoafiUtà  minore 
ex -f- 6;  ma  per  ragione  di  d>ò  si  ha'l  2o  membro  ex  +  d>  ex  +  fr,  e  non 
è  possibile  di  sottrarre  da  ex  +  dia  quanlilà  maggiore  ex -f  5.  Frattanto, 
com'egli  opera  meccanicamente,  si  fa  ad  indicare  la  sottrazione  impossi- 
bile, seguendo  la  regola  del  rang lamento  de'  segni  (n.*^  18);  riduce  1* espres- 
sione assurda  d— 6  a  — (6 — d);  ed  ottiene  in  fine  '1  valore  negativo  di  x, 
da  cui  argomenta  l'assurdità  del  quesito.  In  questa  guisa  l'algebrista  dopo 
di  aver  trattato  una  falsa  equazione,  dopo  di  aver  esegoito  una  traspo- 
sizione impossibile,  dopo  di  aver  ridotto  un'espressione  assurda  molto  fe- 
licemente esce  da  simile  imbarazzo,  dicendo  assurdo  11  quesito;  ed  una 
tale  assurdità,  che  si  avrebbe  potuto  discoprire  da  principio  per  mezzo  del 
ragionamento,  non  costa  alcuna  fatica  alla  sua  mente. 

Né  a  questo  solamente  si  Itinilano  i  vantaggi  che  ci  arreca  l'algebra, 
essa  non  contenta,  per  dir  cosi  di  averci  rivelato  l'assurdità  dell'equa- 
zione il  mezzo  ci  appresta  di  rettificarla:  imperciocché  sostituendosi  il  va- 

— (ò—d) 
loro  negativo  di  x"*'*""^; — r'  nella  supposta  equazione  ax-H&— cx  +  d, 

si  devono  giusta  la  regola  de'  segni  della  moltiplicazione  cangiare  i  segni 


di 

di  ogDÌ  prodotto  dell'  incognita  x  pel  particolare  coefficieote,  essendo  per 

cs.  aX  —  x  —  —  ax,  ec;  e  qaesta  operazione  all'altra  equivale  di  cangiare 

prima  i  segili  de'  termini  di  x  in  quella  equazione,  che  ditiene  — ox 

6— d 
+  6  —  —  cx-^dfC  sostituirvi  poi '1  valore  positivo  di  x^    .  Dunque 

giusta  lo  gergo  dell'algebra  'i  valore  negativo  di  x  verifica  la  supposta 
equazione,  o  in  linguaggio  più  proprio  quel  valore  di  x  positivamente  preso 
verifica  l'equazione  modificata  come  sopra;  ed  allo  stesso  risoltamento  si 
perviene  indipendentemente  delia  sostituzione  meccanica  del  valore  nega- 
tivo di  X,  facendo  uso  del  ragionamento. 

Ed  in  vero  l'assurdità  dei  presente  caso  deriva  dal  segno  meno  del  va- 
lore di  X,  e  svanirebbe  se  x  avesse  il  segno  più,  o  in  altre  parole  la  con- 
traddizione nasce  da  ciò  che  x  ha  un  segno  contrario  a  quello  che  dovrebbe 
avere.  Ora  il  segno  del  valore  di  x  deve  dipendere  da'  particolari  segni 
de'  termini  di  x  nell'equazione  del  problema;  perche  le  operazioni  algebraiche 
fondate  sulle  regole  del  calcolo  altro  non  fanno  che  tradurre  la  1"  pro- 
posizione in  una  serie  di  proposizioni  identiche  sino  all'ultima  che  dà  il 
valore  di  x,  e  come  tali  non  vi  possono  introdurre  delle  nuove  assurdità, 
ma  lasciano  sussistere  quella  della  1^  proposizione,  che  è  propria  del  que- 
sito. Onde  è  permesso  di  argomentare  che  l'assurdità  dell*  equazione  del 
problema  in  altro  non  consiste  che  ne'  segni  dei  termini  di  x  contrari 
a  quelli  che  dovrebbero  esservi;  se  dunque  si  cangiano  i  segni  de'  ter- 
mini di  X,  V  assurdità  svanisce,  cioè  l'equazione  diviene  giusta,  e  lo  stesso 
Yalore  di  x  considerato  come  positivo  la  verifica.  Così  la  falsa  equazione 
(A)  oj? -f  6  —  tja; -f- d  si  cangia  nella  vera  — ax-^b'^  —  cx-{-d,  che  per 
mezzo  della  trasposizione  possibile  si  traduce  in  b — d'^ax — ex y  e  dà 

b—d 
il  valore  di  a;  ■»  —^  eh' è  lo  stesso  di  prima  ad  eccezione  del  segno.  Ret- 
tificata requazionr",  si  può  la  medesima  tradurre  nella  lingua  ordinaria 
e  rettificare  rennnciaziunc  del  quesito,  cangiando  pe'  termini  dell'inco- 
gnita la  sottrazione  in  addizione  ed  all'inverso;  per  lo  che  il  quesito  ana- 
logo all'equazione  di  sopra  rettificata  è  il  seguente:  si  cerca  un  numero, 

di  cui  il  prodotto  per  a  sotratto  da  b  sia  eguale  al  prodotto  dello  stesso 

b—d 
numero  per  e  sottratto  c/a  d;  e  il  numero  cercato  si  esprime  da  jc  — 

11^  Caso.  N.®  2*^.  Sia  d>b,  a<c;  secondo  questa  ipotesi  si  ha  pure 

d— -6 
il  valore  negativo  di  oj  -=  ^.  .,  e  quindi  l' assurdità  del  quesito.  Di- 
fatto  l'equazione  (A)  resulta  falsa,  essendo  ax -h b  < ex -\- d;  la  trasposi- 
zione di  cx-\-b  riesce  impossibile  rispetto  al  1"  membro  ax-hb  eh' è  mi- 
nore; e  l'algebra  ce  ne  rende  avvertiti  come  nel  2°  caso  n.^  i°  per  mezzo 
della  soluzione  negativa.  Cangiando  i  segni  de'  termini  di  x,  si  rettifica 
l'equazione  e  si  ha  — ax-^-b  —  ^-'CX-^d,  cai  corrisponde  il  valore  po- 
d— 6 

SltlTO  X  —    . 

e — a 


«3 
AppUeasiane, 

Sia  proposto  il  seguente  quesito  dello  stesso  tenore  del  problema  18*'  : 
un  padre  ha  41  anni,  suo  figlio  tie  ha  14;  si  cerca  quando  Vela  dstpa' 
dre  sarà  per  divenire  quadrupla  di  quella  del  figlio» 

Sopponeudo  che  debbano  passare  x  anni  per  adempiersi  la  condizione, 
si  stabilisce  l'equazione  4(l4+a;)  — 41  +  d?  o  sia  56+4x— 4i+d?,  4« 
— X— 41— 56»  dx  — — f5,  e  X— — >5  valore  negativo.  Dunque  il  quesito 
è  assurdo  cioè  la  data  condizione  non  può  giammai  verificarsi, e  l'equazione 
stabilita  è  falsa,  essendo  56  +  4a;>4i +dP*  Comparando  la  supposta  e- 
quazione  di  questo  problema  colla  formula  generale  (A),  si  stabilisce 
a—4,  6  —  56,  e  — 1,  d«-41;  e  siccome  si  ha  d<(  e  a>c,  cosisi  veri- 

— (6  — d)      —(56—41) 

fica  il  2**  caso  n®.  1** ,  che  eh  '1  valore  x  -= — ; 7-  — 

a — 0  4—  1 

—  15 

■  ■   g  ^  —  5,  e  la  sottrazione  impossibile  è  q4jella  iìì  cx-\-b  0  sia  di  x  +  56 

dal  2®  membro  41  +x  eh' è  minore.  Volendo  poi  rettificare  'I  quesito  si 
cangiano  i  segni  di  x  nell'equazione,  che  diviene  giusta  in  questo  modo 
4(14— «}-41— a;  0  sia  56— 4^-.41  — a; ,  e  dà  56— 41  — 4j;— a;,  15 

—  3x,  e  «—5.  Onde  per  aver  luogo  la  data  condizione  non  si  devono  ag- 
giungere gli  X  anni  ma  sottrarre,  cioè  il  quesito  si  deve  cosi  modificare: 
avendo  il  padre  44  anni  e  *l  figlio  i4 ,  quanti  anni  sono  scorsi  da  che 
Vetà  del  padre  è  stata  quadrupla  di  quella  del  figlio?  ed  al  medesimo  cor- 
risponde la  soluzione  positiva  re» 5. 

Che  se  1'  equazione  del  problema   si   fosse   scritta   in   questa   guisa 

41i-a:— 4(14-|-a)  0  sia  41-fj;  — 56-f  4j:,  si  avrebbe  avuto  a— 1,  6  —  41, 

e— 4,  (2—56  cioè  d>6  e  a<c,  e  si  sarebbe  verificato  il  2^  caso  n.'^  2*^, 

d— 6         15 
che  dà  '1  valore  di  jc—  — r— —  .  ^  ^ló  ""  —  ^  dietro  la  trasposizione  hn- 

possibile  dì  cx  +  6  o  sia  di  4x  +  4i  in  riguardo  al  l*'  membro  41  +  ^ 
minore,  ec.  L'algebrista  adunque  dopo  di  aver  trovato  colle  semplici  for- 
me^ meccaniche  del  calcolo  11  valore  negativo  x*» — 5  risponde,  che '1  que- 
sito proposto  è  assurdo  e  che  il  valore  positivo  x-^S  risolve '1  quesito 
analogo,  modificandone  l'enunciazione  come  sopra. 

56.  IH**  Caso.  Sia  d<b,  a<c;  in  questo  caso  le  due  espressioni  d — 6, 
a — e  resultano  negative  — (fr— d)i  — (e — a);  la  formula  (B)  dà  il  valore 

— (6— rf)  6— d 

di  »  —  — ; :  che  si  converte  in  x=«—  positivo  (n.*  28),  e  risolve 

— (e— <i)  e — a  ^  ' 

il  quesito. 

Questo  resoltamento  di  calcolo  ha  per  dire  'I  vero  l'aria  di  paradosso. 
Come!  il  quoziente  di  due  quantità  negative  isolate  cioè  di  due  simboli 
di  assurdità  non  è  anch'esso  assurdo!  nel  2°  caso  l'esistenza  di  un  solo 
termine  negativo  rende  negativo  cioè  assurdo  '1  quoziente,  e  qui  che  sono 
tutti  e  due  negativi  l'assurdità  svanisce!  Quale  sarà  mai  la  causa  di  que- 


sta  Qoova  specie  di  magia  delle  regole  del  calcolo  algebraico?  Le  sacra 
fiaccola  del  ragionaineato  può  servirci  di  gaida  in  questa  specie  di  labe- 
rinto,  ed  essa  ci  fa  in  1^  luogo  conoscere  che  non  esiste  assurdità  di 
sorta  neir  equasione  (A)  a«  4- d -»  ca»  4- ci  ;  perché  si  ha  giusta  Tipo- 
tesi  ax<ex  e  b>df  e  quindi  la  somma  di  ooc  e  d  può  benissimo  essere 
eguale  a  quella  di  ex  e  d.  In  2®  luogo  ci  addita  essere  assolutamente 
impossibile  la  trasposizione  di  ex  e  b.  che  meccanicamente  ha  eseguito 
l'algebrista,  essendo  ciascun  membro  cue+(  e  ex-\-d  minore  di  ex+b; 
perciò  Tindicamento  delle  due  sottrazioni  impossibili  rende  negativi  i  due 
membri  dell'equazione  espsessa  sotto  la  forma  (X)  ax — ex^d — b  p 
sia  — {e — o)x-> — (6 — d) ,  che  non  presenta  alcun  senso  e  puossi  riguar- 
dare come  assurda.  Ora  si  può  evitare  questa  trasposizione  impossibile 
con  sostituirvi  T altra  di  a^  e  d,  di  cui  la  somma  cup  +  ct  è  minore  di 
ciascun  membro  ax-^-b  e  ex  +  d;  cosi  si  ottiene  ax-f  ò — (ax  +  d)^ex 
+d — (oj;— d)  0  sia  b^d'^ex—ax  co'  due  membri  positivi,  e  quindi '1 

ih—d 

valore  positivo  di  x— .  L'algebrista  però  non  ritorna   su  i  propri 

e  '  *ck 

passi  dietro  di  aver  ottenuto  l'equazione  (X)  in  forma  assurda,  ma  pro- 
segue a  far  uso  delle  forme  meccaniche  con  dividere  pel  coefficiente  ne- 

—  (e— ^)  X      —(6— ci) 
gativo  — (e — a)  dell'incognita ,  e  ne  deduce  — ; r-  —  — ; :;  e  sic- 

^  — (e — a)         — (e — ay 

come  ha  già  esteso  alla  divisione  de'  monomi  isolati  la  regola  dei  segni, 
che  può  soltanto  rigorosamente  stabilirsi  pe'  polinomi ,  come  quella  che 
ha  per  base  '1  moltiplico  de*  fattori  polinomi  (  n.**  24  )  ;  così  cangia  con- 
temporaneamente i  segni  nelle  frazioni  di  sopra  (n.*"  36),  ed  ottiene 

b — d 
x-» come  nel  caso  della  giusta  trasposizione.  E  questa  operazione 

C'      €• 

meccanica  all'altra  si  riduce  di  cambiare  i  segni  de'  due  membri  dell'e- 
quazione (X),  che  diviene  (e — a)s  — (6 — d);  ciò  che  rientra  nella  forma 
meccanica  della  trasposizione,  quando  si  considera  il  i®  membro  traspo- 
sto tutto  nel  2*"  e  il  2''  nel  1*". 

Àftplieaxione. 

Sia  proposto  'I  quesito  già  rettificato  del  2<>  caso ,  in  cui  si  cerca  il 
niimero  degli  anni  teorti  da  che  Cete  del  padre  è  stata  tripla  di  quella 
del  figlio,  tupponendo  le  due  età  di  anni  41  e  14,  cui  corrisponde  Te- 
quaziune  56 — Idp— 41— jb.  Volendo  comparare  questa  equazione  colla  for- 
mula generale  (A),  si  traspongono  i  termini  negativi,  e  si  ha  as+56-'4ap+4\ 
cioè  a— 1,  6—56,  c»4,  d«41;  e  si  verifica  'I  3**  caso,  essendo  a<Cf  d<(. 
Se  l'algebrista  fa  la  trasposizione  impossibile  di  4x  e  K6,  ricava  x — ix 

^41 — 56  ed  X—  -i — -r-  —  — r-  —  +  5,  appunto  come  nel  caso  della  giu- 

Sta  trasposizione  di  x  e  41  che  dà  56 — 41— 4x— -a?  cioè  3x— 15  ed  x 
15 


> 


tt7.  Sebbene  adanqoe  io  aleani  casi  ani  trespositione  riesca  impossl* 
bile  e  se  ne  possa  S09titoire  Qn*aUra  giusta,  pare  l'algebrista  non  è  ob- 
bligato a  scegliere  la  giosta  ;  perchè  indicando  la  trasposixione  Impossi- 
bile, perviene  alla  medesima  solanone  positiva^  che  pnò  ottenere  per 
metto  della  giosu  traspositìone.  L'algebrista  in  somma  altro  non  dare 
fare  che  ridurre  i  termini  incogniti  in  un  membro  ed  i  cogniti  nell'al- 
tro, trasponendoli  a  sao  piacimento,  senza  tener  conto  Ae  siano  o  no  pos- 
sibili le  particolari  trasposizioni  ;  e  parche  egli  badi  a  cangiare  i  segni 
de*  termini  trasposti,  a  dividere  e  moltiplicare  giusta  le  regole  del  cal- 
colo, ha  la  certetta  di  non  poter  errare  e  di  ottenere  così  '1  vero  valore 
dell'incognita.  Ed  ecco  risolata  la  grande  dilBcoltà,  di  Cui  si  è  fatU  so- 
pra menzione:  qnelle  forme  insignificanti  anzi  assurde  non  sono  per  dir 
cosi  che  transitorie;  sono  simboli  algebraici^  che  non  si  devono  In  quello 
stato  interpetrare  ;  e  se  ne  può  impunemente  far  nso,  perchè  guidano  ai 
medesimi  resnltamenti  de'  melodi  rigorosi  fondati  sopra  i  rasiocini.  S'in- 
tende ora  facilménte  essete  di  grandissima  utilità  la  notatlone  de'  nioào^ 
mi  negativi,  e  per  questo  avere  Talgebrista  un  immenso  vantaggio  sopra 
colui  che  si  serve  della  lingua  comune:  imperciocché  questo  ultimo  ha 
r  obbligo  di  presentar  nette  le  idee  alla  sua  mente  onde  compararle ,  di 
render  conto  delle  singole  operationl  da  imprendere,  ed  allorché  perviene 
ad  una  falsa  eqoatione  o  pure  ad  una  sottrazione  impossibile,  non  sa 
procedere  avanti,  e  subito  grida  alla  contraddizione;  mentre  '1  primo  rn- 
giona  soltanto  per  istabilire  l'equarzione  del  problema,  ma  poi  si  fa  gui- 
dare alla  soluzione  da  una  serie  di  operazioni  tutte  meccaniche,  non  s' in- 
carica della  falsiti  dell'equazione,  eseguisce  la  sottrazione  impossibile,  mei- 
te  non  di  rado  l'equazione  giosta  in  una  fórma  assurda,  ed  infine  ottiene 
una  soluzione  positiva  del  quesito  a  somiglianza  di  colui  che  fa  sempre 
oso  del  raziocinio,  o  pure  una  negativa  che  ne  fa  palese  l'assurdità  e  ser- 
ve a  rettificarlo,  cioè  fé  conoscere  in  quale  senso  può  risolversi  il  quesito 
proposto.  Onesta  e  non  altra  è  la  ragione  de'  progressi  delle  moderne  ma- 
tematiche, da  che  Descartes  ebbe  l'idea  felice  di  applicare  l'algebra  allt 
geometria  e  di  farhi  servire  come  lingua  untvefsale  della  scienza  delle 
quantità,  un  gran  numero  di  verità  dimostrate  dagli  antichi  con  lunghi 
e  complicatissimi  raziocini  divennero  puri  e  semplici  conseguenti  di  equa- 
tiont  algebraiche;  le  curve  coniche  comparvero  rappresentate  da  una  gè* 
nerale  equazione,  le  loro  proprietà  dimostrate  sinteticamente  da  Apollonio 
con  tanto  ingegno  derivarono  quasi  spontaneamente  dallo  sviluppo  di  quella 
equazione,  e  '1  calcolo  ci  è  stato  cortese  di  nuovi  teoremi;  le  sublimi  in- 
venzioni di  Archimede,  che  si  riferiscono  alla  misura  del  circolo,  alia  sfera,- 
al  cilindro,  alle  spirali  ec.  fratto  di  un  divino  ingegno  sf  capiscono  più 
facilmente  coll'ajuto  deir algebra  e  più  facilmente  si  dimostrano;  allora 
si  che  la  teoria  delle  curve  gittò  profonde  le  radici,  e  qualche  idea  ac- 
cennata dagli  antichi  sopra  i  limiti  delle  quantità  variabili  divenne  presso 
1  moderni  una  sorgente  feconda  di  nuovi  metodi  conosciuti  sotto  11  nome 
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60 
di  ciAoolo  infivUiuimal»,  che  raltiroo  grado  di  perfeiione  banoo  recato 
alla  matemfttlca  ed  atta  T  hanno  reso  a  penetrare  ne*  fenomeni  i  più  intri- 
gati della  natura  per  iscoprlrne  la  legge. 

58.  .TI®  Gaso.  Sia  a^c\  allora  l'equazione  generale  (A)  prende  la  for- 
ma di  ax^-h^Qx  +  d^  cui  corrisponde  la  soluzione  generale  (B)  x  — 

a— 6      d—b 

—^  —  — —  ;  e  si  vuol  sapere  a  che  equivale  questa  frase  di  uua  fra 

zinne  col  denominatore  xtro,  A  quest'oggetto  si  rifletta  che  nel  presente 
caso  Tequazione  ax  +  h^ax-^-d  è  falsa,  essendo  h  td  disuguali;  ma  che 
Terrore  meno  sensibile  diviene,  come  maggiore  si  suppone  il  valore  di  x\ 
così  supponendo  per  es.  a^c^i,  ò-"4,d  — 6,  e  prendendo  per  x  i  suc- 
cessivi termini  della  serie  I0>  100,  1000,  10  000,  ce.  l'errore  è  più  sen- 
sibile nella  proposizione  10+4—10+6  cioè  14—16  che  nell'altra  104—106; 
più  sensibile  In  104—106  che  1004—1006;  e  sempre  più  si  va  attenuando 
nelle  seguenti  proposizioni  10  OOi-10  006,  100  004—100  006,  1000  004 
—1000  006,  10  000  064—10  000  006,  ec.  Per  lo  che  se  s'immagina  gran- 
dissimo il  valore  di  x  o  come  dicesi  maggiore  di  qualunque  numero  as- 
segnabile, allora  ciascun  de'  numeri  h  %  d  svanisce  rispetto  ad  ax,  e  l'e- 
quazione diviene  sensìbilmente  giusta  sotto  la  forma  di  ax^€tx.  1  mate- 
matici si  servono  della  parola  infinito  per  indicare  '1  numero  maggiore  di 
qualunque  assegnabile,  e  riguardano  T  infinito  non  già  come  esistente  ma 
come  Itmile,  cui  sempre  più  tendono  le  quantità,  che  indefinitamente  cre- 
scono, senza  potervi, giammai  pervenire,  indicandolo  colia  cifra  olto  posta 
orizzontalmente  oo  ;  ed  in  questo  senso  dicono  essere  infinito  'I  valore  di 

X  di  quella  equazione  cioè  x  —  —t—  —  •  . 

69.  La  teoria  delle  frazioni  viene  in  appoggio  di  un  simile  resultamento, 
éonciossiacchè  si  sa  che  le  variazioni  del  valore  del  fratto  corrispondono 
all'inverso  di  quelle  del  denominatore  (arlim  n.*'68},  cioè  '1  minimo  valore 
del  fratto  ha  luogo  nel  caso  del  denominatore  massimo,  e  'I  massimo  valore 

nell'altro  del  denominatore  minimo.  Cosi  trattandosi  di  x  — ,  iliiias- 

d — e 

Simo  valore  del  denominatore  a — e  è  a,  che  si  verifica  nell'ipotesi  di  e-»  0; 

d—b 
perciò  il  minimo  valore  di  x  è .  AI  crescer  di  e  decresce '1  denomi- 

n«ore  a^-^,  e  cresce  x;  e  sempre  più  cresce  x  come  e  si  avvicina  od  a 
cioè  come  si  fa  più  piccola  la  difTcrenza  a — e.  Ora  e  si  può  ravvicinare 
ad  a  per  gradi  piccolissimi  e  quasi  insensibilmente,  o  sia  il  denomina- 
tore a — e  tènde  a  ravvicinarsi  a  zero  senza  divenir  mai  zero,  polendosi 
Immaginare  più  piccola  di  qualunque  quanlilà  assegnabile  la  (lìITiTenza  a — e; 
ed  in  modo  analogo  '1  valore  di  x  cresce  indefinitamente,  maggiore  di- 
venendo di  qualunque  quanlilà  assegnabile,  senza  puler  inai  divenire  in- 
finito. Dunque  zero  ed  infinito  sono  i  rispettivi  limiti  del  denominatore 
decrescente  e  del  valore  del  fratto  crescente  (arli.  n"  Ito;;  ed  i  materna- 


liei  esprimoQo  qaeste  idee  in  modo  compeDdioso,  sappoaeodo  verificato  il 
caso  del  limite,  e  dicono  essere  una  qiMntità  divisa  per  xero  eguale  al- 
V  infinito.  E  qui  cade  in  acconcio  di  considerare  che  io  forza  dello  slesso 
principio  della  teoria  delle  frazioni  si  diminuisce  sempre  più  il  valore  del 
fratto,  quando  il  denominatore  cresce  indefinitamente;  e  che  perciò  infi- 
nito è '1  limite  del  denominatore  crescente  e  Mero  il  limite  del  valore  del 
fratto  decrescente;  ciò  che  dà  luogo  al  seguente  teorema  in  linguaggio 
compendioso  una  quantità  divisa  per  infinito  è  eguale  a  zero.  Questo  2** 
teorema  si  può  derivare  dal  1°  per  mezzo  degli  ordinari  passaggi  dell'e- 
quazioni meccanicamente  eseguiti  :  chiamando  per  es.  n  una  quantità  qua- 
lunque che  dicesi  finita,  si  ha  pel  1®  teorema  ~  — ao;  moltiplicando  per  0 

si  ottiene  n  — Oxoo  cioè  lo  zero,  che  si  considera  come  una  quantità  eva- 
nescente o  sia  infinitesima,  preso  un  numero  infinito  di  volte  è  eguale  ad 
una  quantità  finita;  e  dividendo  per  oo;  ne  resulta  l'espressione  del  2** 

n 
teorema  —  -"0. 

60.  v**  Caso.  Sia  a^^c,  d'^b:  secondo  questa  ipotesi  l'equazione  (A)  di- 

b—h 
viene  aa?  +  t«— or-ffr,  e  si  ha  dalla  formula  (B)  il  valore  di  j:  — 

0 

*—  -.  Che  cosa  é  questo  nuovo  simbolo  algebraico  zero  diviso  per  zero?  L'al- 
gebra stessa  dà  prontamente  la  risposta,  trasformando  meccanicamente  Te- 

0 
quazione  x'^TÌn  j;xO  — 0,  cioè  '1  numero  richiesto  moltiplicato,  per  zero 

deve  dare  '1  prodotto  zero,  e  qualunque  numero  gode  di  sì  fatta  proprietà. 

Ed  in  vero  nella  corrispondente  equazione  ax  +  b -^  ax -\- b  il  2^  membro 

è  una  replica  esatta  del  1**,  cOme  se  si  dicesse  4*4,  K-*«.5,  ec.  e  perciò. 

sostituendo  quatsisia  numero  in  vece  dì  x,  dovrà  certamente  resultare 

ax-^b-^axi-b.  Si  dà  '1  nome  d'identica  ad  una  simile  equazione,  e  il 

0 
simbolo  X— rsi  riguarda  come  quello  del  valore  assolutamente  indeter^. 

minato  di  x,  cioè  significa  essere  x  capace  di  tutti  i  valori;  o  in  altra 
guisa  1  problema  proposto  non  è  propriamente  problema,  e  la  sua  enun- 
ciazione dà  luogo  ad  un  teorema;  perchè  rispetto  a  qualunque  numero  si, 
verificano  le  condizioni  date  pel  numero  incognito  del  problemd^.  * 

Applicazione, 

Si-  cerea  un  numero,  di  cui  la  metà  e  la  terza  parte  sommate  con  4 
facciano  lo  stesso  numero  pia  4  meno  la  sesta  parte  del  numero. 

Stabilita  l'equazione --i--+*-='a54-4— -,  se  ne  deduce  l'equa- 
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zìwtidMtiea-^  +  *  —  "e"*"  *  **®*  ^  »+24-.5«+24,  che  dà  to— Ike 

a4-.24      0 

—  24 — 24  ed  dp  —   ^. ^-  —  t  o  sia  op  resulta  iodetermioato.  Difatto  qaao- 

1      1 

do  si  riflette  che  7  +  3  faDoo  ^/e  e  1  — '/e  fanoo  pare  </6»  si  vede  che 

l^eDonciazione  di  sopra  si  ridtice  alla  seguente:  si  cerca  on  Domerò,  di  cai 

J  cinque  sesti  antti  a  4  siaoo  eguali  a'  cinque  sesti  dello  stesso  numero 

più  4;  e  questa  condizione  per  qualunque  numero  si  verifica.  Dunque 

quella  enunciazione  si  appartiene  ad  un  teorema  in  questi  termini:  la  metà 

$  'l  tpT*o  di  quqUiiia  numero  $Qmn^i  con  4  devono  formare  il  numero 

più  quattro  meno  la  sesta  parte  dello  stesso  numero. 

Osservazione,  Si  considerano  in  algebra  le  frazioni  con  un  valore  ef- 

0 
fettivo  anohe  nel  caso  parMcoiare  che  si  presentano  sotto  la  forma  r ,  ciò 

che  può  provenire  dall'esistenza  di  qualche  fattore  comune  al  numeratore 

é  denominatore,  che  diviene  zero  per  una  particolare  supposizione,  e  dà 

0 
la  fqrma^al  fratto;  ma  siccome  si  può  togliere  il  fattore  comune,  opsi 

si  ottiene  una  frazione  identica,  che  soraministni  1  valore  per  quella  par- 

Uoolare  supposizione.  E  per  recarne  un  esempio  semplicissimo  si  abbia  la 

a»— 6>  0 

n'aziono  .   ,  che  diviene  r  nel  caso  di  a—ft;  cercandone  (1  m.  e.  d, 

a*— ò» 
si  trova  lo  stesso  a — (,  e  s\  ha  quindi  -^ — r- — o  -f  6  ,  che  nel  caso  di 

a— ft  di  il  valore  2a. 
Questa  considerazione  però  è  estranea  al  nostro  caso,  ed  ancorché  esi- 

0 
sta  un  valore  particolare  per  la  frazione  r,  siamo  noi  in  dritto  di  con- 
chiudere essere  l'equazione  identica,  cioè  w  capace  di  tutti  i  valori;  giae- 

a*  — 6* 
che  il  valore  per  ^^empiq  di  «—  — — r-si  deriva  dall'equazione  ckx — o» 

mmbx — ò*,  che  è  identica  nel  caso  di  a— 6,  e  il  valore  d?— 2a  non  com-. 
peto  esclusivamente  alla  stessa.  Laonde  ci  fia  permesso  di  discostarci  da 
M.  Bourdon,  che  pretende  di  assicurarsi  se  i  due  termini  della  frazione 

0 
l'acchiudono  un  fattore  comune,  prima  di  decidere  che  ai  *  g  dia  '1  sim- 
bolo dell'  indeterminazione  *. 

61.  Ci  facciamo  ora  a  considerare  un  quesito  che  presenta  tutte  le  cir- 
costanze già  menzionate,  e  può  servire  di  esercizio  a'  giovani  per  la  in- 
terpreuzione  de'  valori  negativi. 

*  (V.  Élimens  dAlgèbref  quatriéme  édit.,  Paris  48%S  n.  72,  p.  i4S'Hh). 


Pboblbiia  33.* 

ihte  corrieri  partono  nello  tteeeo  istante  da  due  punti  A  e  B .  cTì  cu» 
è  daia  la  dietanxa  AB~d;  ti  $a  che  U  4^  percorre  a  miglia  in  1  ora 
o'I  t*  h  miglia.  Si  cerca  la  dietanMa  del  loro  punto  d'incontro  dal 
pymto  A. 

N.**  1."  Si  sapponga  che  i  due  corrieri  ▼adano  io  verso  contrario  al- 
l'incontro l'uno  dall'altro  f  si  cerchi  la  distanza  AR^x. 

_l 

A  ^  B 

Lo  spazio  perdOrso  del  1®  corriere  è  AB-mx,  e  qoello  percorso  del  2® 
BB^AB — AB'^d^x',  e  siccome  gli  spazi  si  percorrono  nel  nirde- 
Simo  tempo,  cosi  son  da  cercarsi  le  rispettive  espressioni  de*  tem- 
pi ed  indi  egnagliarle.   Il   V  corriere  «  che  percorre  lo   spazio   a  nel 

X 

tempo  1,  dovrà  percorrere  x  nel  tempo  -;  perehè  quaqievolte  a  si  com- 
prende In  x^  tante  dovranno  essere  le  ore  impiegate  a  percorrere  x,  E 
per  la  stessa  ragione  il  2**  corriere  perporrerà  |o  spazio  d—x  nel  tetiipw 


-T~.  Si  avrà  dnnqoe  l'equazione  del  problema 


X      d — X  ad 

-  —  — r— »  da  cui  si  dedurrà  «  -•  ~T? 
a         b  a+ft 

M.®  2.®  Si  sopponga  che  i  due  corrieri  vadano  nella  medesima  dire- 
sione  verso  C« 


A  BBC 

In  questo  caso  si  ha  BB^AB — AB-^x — «I ,  l'equazione  resulta 

X     X — d  ad 

r  — — 7 — >  e  si  ottiene  '1  valore  di  x  —  — ;• 
a         o  a— 0 

ad 
Se  si  suppone  a<b,  si  ha  '1  valore  negativo  ;|p  —  *-  t — -|  che  deno,ta 

l'assurdità  del  prohlema;  ed  è  altronde  chiaro  che  '1  corriere  pai'tito  da 
A  con  minora  velocità  non  può  raggiungere  qu^lfo  partito  da  Bf  cam- 
minando tutti  e  doe  verso  C.  Per  rettificare  l'equazione  vi  si  cangia  il 

— X     v^X'—d         X     ^-\-d 
segno  di  x^  e  si  ottleoe  l'eqoaziooe  giusta  — ^f      ^  .  o  s|a  -  —  ^-7^  ; 

per  lo  che  '1  2®  ^rricre  deve  percorrere  lo  spazio  AB  più  quello  per- 
corso dal  1°  cioè  d  +  Xft  quindi  fa  d*  uopo  muoversi  tutti  e  due ,  ten^ 
dcndo  non  versq  C  ma  verso  C  Cosi  si  ha  AB'-^x,  BB'-^AB+AB'^d+x; 

ad 
ed  al  quesito  cosi  rettificato  corrisponde  '1  valore  positivo  di  4^  — 

c"'  R  A  i  B 
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Se  sì  suppone  a«-&,  si  ha  sk  per  1* enunciazione  proposta  che  per  quella 

ad 
reitifiGata  ^""tt  ^  «;  dunque  secondo  la  risposta  algebraica  i  óve  cor- 
rieri s'inconireriinno  ad  una  distania  infinita  da  A,  o  ciò  eh*  è  lo  stesso, 
non  s'incontreranno  giammai.  E  così  dev'essere,  perchè  i  due  corrieri 
camminando  nel  medesimo  verso  e  colla  medesima  velocità  conscrvan 
sempre  fra  loro  T  intervallo  AB,  e  non  possono  rincontrarsi. 

Se  poi  ci  piacesse  d'immaginare  i  due  corrieri  partiti  dallo  stesso  punto 
A  colla  medesima  velocità  verso  il  medesimo  punto  C  o  C,  si  avrebbe 

0 

c(— 0,  a— ò,  ed  a;«-  -  cioè  '1  punto  d'Incontro  a  tutte  le  distanze  possibili 

da  il;  e  U  senso  comune  ci  addita  che  io  simile  caso  i  due  corrieri  reste- 
rebbero uniti  in  tutto  '1  loro  corso,  e  perciò  qualunque  punto  di  esso  ve- 
rificherebbe la  condizione  del  quesito. 

N.®  3."  Camminando  i  due  corrieri  a  rincontro  l'uno  dell'altro  come 
nel  n.°  1**  si  supponga  essere  quello  di  B  partito  n  ore  prima  dell'altro. 

(P  R:  A  R  C  B 

Secondo  questa  ipotesi  il  corriere  di  0  avrà  percorso  lo  spazio  BC^nb 
prima  che  fosse  partito  l'altro  di  A;  perciò  si  riduce  al  n  °  1*^o  sia  vale 
come  se  partissero  nello  stesso  istante  da  il  e  C,  denotando  la  distanza 
de'  punti  di  partenza  per  AC'='AB — BC-^d — nb.  Così  si  ha  l'equazione 

X      d — nb — X  (d — nb)a 

-  — ;; — -,  cui  corrisponde  il  valore  jd-" r — . 

ab  "^  a+ft 

{nb — d)a 

Nel  caso  di  d<nb  si  ha  '1  valore  negativo  x  "=•  — — rr —  indicante  la 

a-f-D 

assurdità  del  problema  ;  ed  invero  giusta  l'enunciazione  il  corriere  di  B 

ha  percorso  IIC'(—n6)>l?J(=d),  quando  parte  II  corriere  di  A  verso  B, 

ciò  che  ronde  assurda  la  condizione  del  loro  incontro.  Rettificando  l'equa- 

— X    d—nb-\-x 
zìonc  con  cangiare  '1  segno  di  x,  si  ha  l'equazione  giusta  —  —  — r 

— X            {nb — d — x) 
o  sia  —  — V ;  e  cangiando  i  segni  de'  due  membri,  si  mette 

X      nb — d — X 
sotto  la  forma  -  -^ r — -  ,  cui  corrisponde  'I    valore  positivo  x  — 

{nb — d)a 

— VI — .  Per  rettificare  l'enunciazione  si  rifietta  che,  dovendo  aver  luogo 

il  caso  del  n.**  1**  pel  corriere  di  il  e  per  quello  di  B  pervenuto  già  in 
C,  è  giocoforza  che  il  t»  si  diriga  da  il  verso  C  e  *\  2**  ritorni  sui  pro- 
pri passi  d.i  C  verso  A;  allora  si  ha  lo  spazio  percorso  dal  1®  cioè  ilH' 
-iX.  la  distanza  degli  attuali  punti  il  e  C  di  partenza  cioè  AC'^BC 
— BA^nb—d,  lo  spazio  percorso  dal  2"  cioè  C'JR'—ilC'— -i/l  — «6 — d—x, 
e  quindi  l'equazione  e  '1  valore  positivo  di  sopra. 
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N.<*  4.**  Vadano  ora  i  due  corrieri  nel  medesimo  senso  verso  C  come 
nel  n  **  2*^,  e  si  aoppooga  essere  quello  di  0   parlilo  n  ore  prima  del' 
Tallro. 

C'  ft'  A  B  C  R 

Il  corriere  di  B  ha   già  percorso  lo  spazio  BC  -^  nb ,  quando  parte  il 

corriere  dì  A;  onde  il  quesito  si  riduce  al  n."  2",  essendo  AC'^AB+BC 

—  d  +  t4(  la  distanza  degli  altuali  punti  di  partenza.  In  questa  guisa  si 

X      X — d — nh                                (d+tiò)a 
ha  l'eqoazione  del  problema  —■-'',  e'I  valore  di  g—    —  « 

Sopponendo  a<6,  si  ha  'I  valore  negativo  a:— —  ^r^ ,  e  quindi  '1 

problema  è  e&surdo  ;  ciò  ch'é  altronde  chiaro  per  la  ragione  assegnata 
al  n."  2*\  che  qui  vale  a  fortiori.  Si  ha   dunque  l'equazione  rellificata 

«.  •  ci:>ó  -  — 7 e  'I  corrispondente  valore  positivo 

di  «— T^Z •  ^'  rt*ti«i»ca  poi  l'enunciazione  in  un  modo  quasi  analogo 

a  quella  del  n*°  3®,  cioè  si  deve  supporre  che  '1  corriere  di  B  giunto  in 
C  alla  distanza  BC'-nb  ritorni  in  senso  contrario  verso  C,  e  che  quello 
di  A  tenda  pure  verso  C;  allora  l'incontro  si  verifica  in  R'  alla  distanza 
AR'^x  e  CU— JPC-f-^J?+^ll'— n6+(/-f  j? ,  e  si  ha  l'equazione  di  sopra 
retti6cata. 

Per  lo  che  il  problema  proposto  può  essere  assurdo  ne'  n.i  2^,  3",  4", 
restandone  avverlito  l'algebrista  per  mezzo  delle  soluzioiii  negative;  ina 
si  pnò  rettiGcare,  cangiando  *1  segno  di  x  nell'equazione  falsa.  Il  proble- 
ma rettificato  lascia  sussistere  la  condizione  del  movimecio  ile'  corrieri 
nello  stesso  senso  o  contrario,  e  cangia  soltanto  '1  punto  cui  devono  gli 
stessi  tendere,  affinchè  possibile  si  rendaci  loro  incontro.  E  cosi  l'alge- 
brista non  solo  discopre  la  contradizione  del  problema,  come  si  avrebbe 
potuto  fare  coi  senso  comune,  ma  risolve  il  quesito  analogo,  servendosi 
degli  stessi  dati  del  problema  assurdo. 

ARTICOLO  111. 

Dei  problemi  e  delV  e  quattoni  di  i°  grado  a  molle  in  cogitile. 

62.  I  quesiti  finora  proposti  bau  dato  origine  ad  unica  equazione  con 
una  sola  incognita,  e  se  pur  ha  avuto  luogo  l'apparenza  di  una  o  piii 
incognite,  queste  sono  slate  fra  loro  dipendenti  e  la  notazione  di  una  ad 
esprimere  l'altre  ci  ha  guidato  ;  ma  se  il  quesito  contiene  due  o  più  in- 
cognite indipendenti,  non  basta  al  certo  una  sola  equazione,  e  la  condi- 
zione necessaria  per  determinare  i  valori  di  tutte  le  incognite  quella  si 
è  del  numero  dell'equasiooi  eguale  al  numero  delle  incognite.  Questo  teo- 
rema sarà  da  noi  dimostrato  a  posteriori,  sebbene  ci  verrà  fatto  di  sta- 
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bllire  le  forinole  generali  per  esprimere  In  tulli  i  cesi  i  velorl  delle  in- 
cofpiiie;  e  per  maggiore  seoipliciià  ci  facciamo  da  prima  a  considerare 
requazioni  numeriche. 

Cominciando  dal  caso  più  semplice,  diciamo,  ch'essendo  date  due  eqna- 
lioni  a  due  Incognite ,  si  pu^  sempre  oiienere  unica  equazione  ad  ona 
sola  incognita,  ciò  che  dicesi  eliminare  un'incognita,  e  proponghiamo  per 
cs.  le  due  seguenti  equazioni 

!■  2x  +  5y-4l 
2*  ar-3y-49 

Trattandosi  di  eliminare  l'incognita  y,  se  y. avesse  il  medesimo  coef- 
ficiente nelle  due  equazioni,  allora  la  somma  delle  stesse  eseguita  di  mem- 
bro a  membro  farebbe  svanire  i  due  termini  di  y  per  ragione  de'  segni 
contrari  (n.°  11,  2**  cas*»}»  e  si  avrebbe  unica  equazione  in  x«  A  fin  di 
verificarsi  questa  circostanza  si  possono  moltiplicare  fra  loro  I  due  coef- 
ficienti tt  e  3,  formando  lo  stesso  coefficiente  15  di  y;  e  per  mantenere  le 
rispettive  eguaglianze  si  prescrive  di  moltiplicare  ciascuna  equazione  pel 
coefficiente  di  y  nell'altra,  cioè  la  1*^  per  3  la  2*^  per  5^  Così  si  hanno  le 
due  equazioni 

1*    6x+15y-123 

2"  40j^l5y-.2434 

di  cui  la  somma  somministra  l'equaziune 

(V«+40x+15y— i5y-123+246 

0  sia  40a;  »  308  contenente  la  sola  incognita  x ,  che  dà  '1   vaiola   di 

368 
«—  —  —8;  e  sostituendo  questo  valore  in  una  delle  due  date  equazioni 

41—16    25 
per  es.  nella  1*  2a;-4-5y— 41,  si  ottiene  16-f-5y— 41,  ed  y— — = — ""  J— *» 

restando  in  questa  guisa  determinali  i  valori  di  tutte  e  due  l'incognite 
ff  e  y. 

Si  può  ancora  procedere  con  eliminare  rincognita  x,  di  cui  i  due  ter" 
mini  hanno  lo  stesso  segno  +  nelle  due  equazioni  :  a  quest'  oggetto  si 
devono  prima  ridurre  i  termini  dell'incognita  x  allo  stesso  coefficiente, 
moltiplicando  la  1^  equazione  per  8  coefficiente  di  x  nella  2'  e  la  2*  e- 
qoazione  per  2  coefficiente  di  x  nella  i'',  ciò  che  dà 

1"  16a;+40y-3-28 

2*  16a:—  6y-  08j 
e  sottraendo  un'  equazione  dall'  altra  membro  a  membro  come  jier  eseni' 
pio,  la  2"  dalla  1',  si  Hcava 

16j;  +  40y— (t6a;-— 6y)  —  328  — 08 

0  sia  40y  +  6y  — 230,  48y  —  230,  ed  y  — 5.  Sostituendo  y  — 5  nella  1* 

41^25 
^  +  5y  — 41,  si  ha  2jj  +  25  — 41,x—  — r —  —  8;  e  così  restano  deter- 
minati come  sopra  i  valori  di  d?  e  y*  Che  se  i  due  termini  dell'incognita 
da  eliminarsi  avessero  lo  stesso  segno— ^,  si  dovrebbe  pure  procedere  per 
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mezzo  della  sottrazione,  cbe  darebbe  il  cangiamento  di  ano  de*  segni  — 
in  +  e  quindi  l'elisione,  ec. 

Potendosi  far  uso  di  questo  metodo  in  tutti  i  casi,  si  stabilisce  in  ge- 
nerale cbe  per  eliminare  un'incognita  qualunque  ti  devono  preparare  le 
due  equazioni,  affinchè  i  termini  dell  incognita  athiano  eguali  i  coeffi- 
cienti, ciò  che  si  effettua  moltiplicando  ogni  equazione  pel  coefficiente  del- 
l'incognita  nell'altra;  ed  in  seguito  sommare  o  sottrarre  membro  a  mem- 
hro  le  due  equazioni  sì  preparate,  secondo  che  i  termini  dell' incogtìita 
hanno  contrari  o  eguali  i  segni.  Così  facendo,  ne  resulta  sempre  un'equa- 
zione ad  una  sola  incognita,  ec;  e  questa  1^  maniera  di  eliminare  si  co- 
nosce sotto  il  nome  di  metodo  per  addizione  o  per  sottrazione. 

63.  Si  può  far  uso  di  un  2®  metodo  per  eliminare  un'incognita,  che 
consiste  nel  prendere  da  una  delle  date  equazioni  il  valore  dell'incognita 
da  eliminarsi  e  sostituirlo  nell'altra  equazione;  e  così  si  ottiene  un'equa- 
zione ad  una  sola  incognita.  Siano  per  es.  date  le  due  equazioni  di  sopra 

i*  2a;-f8y-41  ...  2*  &r— 3y--4ft 

41— 2j: 
prendendo  il  valore  di  y  della  1  ,  si  ha  5y  — 41 — 2x,  y  — — ;: —  ;eso- 

3(41— 2«) 
stìtuendolo  nella  2*,  si  ottiene  l'equazione  Sx = —49 ,  che  rac- 
chiude la  sola  incognita  x ,   sebbene  abbia  una   forma  più  complicata 
di  quella  del  1"  metodo,  cui  si  riduce  per  mezzo  degli  ordinar^  passaggi. 

123— 6a? 
Difatto  eseguendo  la  moltiplicazione  indicata  si  ottiene  Sx n —  — 4(h 

5 

moltipllcando  per  5',  AQx — 123-f-Ga;— 245;  e 'quindi  46a;  —  368  come  so- 
pra, ec.  Volendo  poi  eliminare  x,  si  ha  dalla  1*^  equazione  1  valore  di 

41^r-5y 
«—  - — s — ,  e  la  2*  per  la  sostituzione  di  questo  valore  di  x  diviene 

8(41— 5«)  328— 40y 

— j— ^— 3y-49  0  sia 2 — ^— 3y-^^»«  quindi  46y- 230,  ch*è 

l'«qnazione  in  y  del  1^  metodo ,  ec;  e  questa  2^  maniera  di  eliminare  si 
dice  metodo  per  sostituzione. 

Si  può  ancora  assegnare  un  3^  metodo,  che  è  quello  di  prendere  da  cia- 
scuna equazione  '1  valoro  dell'  incognita  da  eliminarsi,  e  di  eguagliare  in 
seguito  i  due  valori;  cos)  ne  deve  certamente  resultare  un'equazione  ad 
una  incognita,  come  si  ha  avuto  co'  primi  duo  metodi.  Difatto  la  1"  equa- 

41 — 2x  Sa;— 49 

zione  dà  y-»  — = — ,  la  2*  y  — — = — ;  ed  eguagliando  i  due  valori  di  y, 

.  ^     .  41— 2a?     So?— 49 

SI  ha  l'equazione  -—^ — *- — z —  cioè  123 — fiX'^àOx — 245,  che  si  rl- 

41— 5y 
duce  all'equazione  di  sopra  46d?  «-36$.  0  pure  si  ha  dalla  1*  (v—  — r-^, 

49  +  3y  41— 5y      49-f3i/ 

dalla  a*aj« — ^,  e  quindi      ^     ■- — ~^,  328—40^-98-}  6y, 

10 
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46y—230  come  sopra  ;  e  si  suole  questa  3^  maniera  additare  col  nome 
di  metodo  per  comparaxione* 

Comparando  fra  loro  qnesti  tre  metodi,  si  vede  essere  '1  1°  metodo  per 
addizione  o  per  sottrazione  preferibile  in  generale  agli  altri  due,  come 
quello  che  dà  T equazione  ad  un'incognita  sotto  la  forma  più  semplice, 
mentre  '1  2*>  e  *1  3^  la  danno  sotto  la  ferma  frazionaria;  frattanto  in  qual- 
che caso  particola»  riesce  anche  comodo  '1  2^  metodo  per  sostituzione,  e 
ci  senJìira  gJwto  che  i  giovani  facciano  da  principio  uso  indistintamente 
de'  uè  metodi  onde  esercitarsi  nel  calcolo. 

64.  E  qui  si  noti  che  nel  caso  del  valore  negativo  di  una  o  di  tutte  e 
due  le  incognite  sussiste  lo  stesso  raziocinio  del  n.®  55,  cioè  le  due  equa- 
zioni proposte  sono  assurde,  che  si  rettificano  col  cangiamento  de'  segni 
pe'  termini  di  nna  o  di  tutte  due  le  incognite,  ed  air  equazioni  sì  retti- 
ficate soddisfanno  l'uno  o  i  due  valori  positivamente  presi.  Intanto  l'alge- 
brista, facendo  oso  delle  consuete  operazioni  meccaniche,  può  essere  Indotto 
a  tradurre  le  giuste  equazioni  in  forme  assurde;  ed  allora  proseguendo 
lo  stesso  cammino  giunge  mercè  le  regole  del  calcolo  agli  stessi  resulta- 
menti,  coi  sarebbe  potuto  pervenire  per  mezzo  del  raziocinio.  Si  abbiano 
per  es.  le  due  equazioni 

1*  od;+tny+n«-£ut4-j» ...  2*  fx  +  ey-^  A  — dy — k, 
che  r  algebrista  trasponendo  senza  badare  alle  rispettive  grandezze  di  a  e  6, 
di  n  e  p  ,  di  e  e  d  traduce  nelle  seguenti 

!•  (o — 6;aj-f-my— p — n  ...  2*  fx-{-{e — rfjy  — — (^  +  *); 
e  moltiplicando  la  1*^  per  e— d ,  la  2*  per  m  all'oggetto  di  eliminare  y, 
ottiene  1*  (a — 6)  (e — d)x-^m{c — d)y-»{p — w)(c— d) 

2"  /nia5-|-m(c— <i)y— in(A+A); 
da  cui  mercè  la  sottrazione  deduce  la  seguente  equazione  in  x 
(a — b)  (e — d)x^fmx  mm  (p--^  (o— rd)  +  «i  (A  +  *). 

Ora  una  sì  fatta  equazione  nel  caso  di  a<&,  c<d,  p<n  è  sotto  una 
forma  insignificante  ed  assurda  anzi  che  no;  e  supponendo  a — 6  —  — a', 
e — d*- — c%  j>.^-n —• «— j»%  si  può  considerare  sotto  l'altra  forma  anche  as^ 
surda  segnata  (A)  — a'x*— c'av-fmo?— — p'X--c'  +  wi(A  +  fc). 

Frattanto  avrebbe  potuto  l'algebrista  scansare  questa  apparente  assur- 
dità, facendo  le  convenienti  trasposizioni  possibili,  come  si  vede  qui  appresso 

1"  [hr-<^)x — my'^n^p  ...  2°  (d— e) y— /b  — /i -t- *;     - 
allora  l'equazioni  preparate  sarebbero  state 

1*  (ò— o)  {d-'e)x^m{d — c)y— (d — c)(fi — p)...2*m(d— c)y — fmX'^m{h-\-kY, 
e  '1  lo  metodo  per  addizione  avrebbe  dato  la  conveniente  equazione  in  x 
significativa  (A')  (6 — a)(d — c)x — [mx-^id — e)(n— p)  +  «»(A4-^)  o  sia 

a*Xc'x^fmxmmc'Xp'  +  m{h-\-k), 

Egli  riflette  ,  che  se  moltiplica  I  monomi  negativi  colla  stessa  re- 
gola de'  termini  negativi  de'  polinomi  algebraici  stabilita  col  raziocinio 
(n.**  24},  l'equazione  assurda  (A)  si  cangia  nella  significativa  (A);  in  questa 
guisa  per  mezzo  della  regola  del  n.**  26  rende  per  dir  così  transitoria  Tassur- 
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dita  di  (A),  e  perTiene  alla  medeshna  equazione  (A')  del  metodo  rigoroso. 
Questo  articolo  serve  di  svitnppo  alle  idee  enunciate  in  fine  del  n.**  25  in  ri- 
guardo alla  moltiplicazione  delle  fVasi  algebraiche  denotanti  operazioni  im- 
possibili; ed  avendo  gii  rischiarato  la  sottrazione  e  divisione  di  simili  frasi, 
possiamo  dire  d' intender  bene  tutto  il  mistero  delle  quantità  negative,  la 
cui  mercè  si  ottengono  i  giusti  resultamenti,  o  pure  si  discopre  la  contrad- 
dizione dei  quesiti  per  indi  rettificarli* 

65.  Il  teorema  già  dimostrato  nel  caso  di  due  equazioni  a  due  incognite 
serve  di  base  agli  altri  giusta  V  enunciazione  generale  in  principio  del 
n.'  62;  e  noi  veniamo  afBermando,  ch'essendo  date  tre  equazioni  a  tre 
incognite;  si  possouo  determinare  i  valori  delle  stesse.  Imperciocchò  se 
si  prende  una  qualunque  delle  tre  equazioni  per  compararla  successiva- 
mente coir  altre  due,  si  può  giusta  i  principii  di  sopra  eliminare  una  in^ 
cognita  ed  ottenere  due  equazioni  a  due  incognite,  che  si  riducono  in  se- 
guito ad  un'equazione  ad  un'incognita;  e  si  procede  d*ordinario  in  simif i 
calcoli  col  motodo  per  addizione  o  per  sottrazione  (n.^  62). 

Si  abbiano  per  es.  le  tre  equazioni  colle  tre  incognite  x,  y,  s, 

!•  4d?— 5y  +  3«-7   ..  2»  3x  +  2.v— 4ji- 10  ...  3*  2j;  +  7y+»«— 39 
e  si  proponga  di  eliminare  le  doe  incognite  %  t  y.  Comparando  la  1^  e 
la  2*,.  si  moltiplica  la  1^  per  4  coefficiente  di  z  nella  2*  e  la  2*  per  3  coef-' 
fidente  di  %  nella  1^,  e  si  ha 

1*  16aj— 20y-|-12«-28...  2"  9fiP-f  6y— 12«  — 30; 
la  di  cui  somma  somministra  Tequazione ìtìx^y  segnata (A)2tfx — 142^—58. 

Comparando  la  1*  o  la  2*  equazione  é  per  caglon  di  es.  la  1*  colla  3^, 
si  procede  ad  elimijiare  la  stessa  incognita  s,  cioè  si  moltiplica  la  1*  per 
5  e  la  3*  per  3,  e  si  ottiene  1*  20a?— 25y+i6x-35 ...  3*  6jr+21y+itt<-if  7; 
di  cui  la  differenza  dà  l'equazione  in  xc  e  y  segnata  (B)  I4d>--46y~— 82, 
che  si  rende  pia  semplice  con  dividere  i  suoi  termini  per  2,  considerando 
In  vece  di  (B)  l'equazione  segnata  (B')  Ix — 23y— — 41. 

In  simile  guisa  le  tre  date  equazioni  a  tre  incognite  sono  state  ridotte 
alle  due  equazioni  (A)  e  (B)  a  doe  incognite,  e  la  loro  mercè  si  elimina 
l'incognita  y.  Moltiplicando  difatto  l'equazione  (A)  per  23  e  la  (B')  per 
14,  si  ha  (A)  675x— 14.23y-1334  ...  (B'}  9&c— 14.23y- — 574 ,  e  soir 
traendo  (B')  da  (A),  ne  resulta  1* equazione  in  x  cioè  477jp««1908,  e 
quindi  x— t. 

Il  valore  trovato  di  «— i  si  sostituisce  in  una  delle  due  equazioni  (A) 
e  (B'),  per  es.  In  (A),  che  diviene  100 — 14y— 58,  e  dà  2^—3;  e  sostituendo 
!  due  valori  di  x^k  e  y— 3  in  una  delle  tre  date  equazioni,  per  es.  nella 
1%  si  ha  16— 16  H- 31^7  o  sia  ji— 2.  Dunque  le  tre  date  equazioni  danno 
i  valori  determinati  delle  tre  incognite  «—4,  y— 3,  x—2. 

66.  Similmente  nel  caso  di  quattro  equazioni  a  quattro  incognite  si  può 
comparare  una  di  esse  per  es.  la  1^  con  ciascuna  delle  altre  all'oggetto 
dì  eliminare  la  stessa  incognita  e  cosi  ottenere  tre  equazioni  a  tre  inco- 
gnite, le  quali  si  riducono  in  seguito  a  due  con  due  incognite,  ed  indi  ad 
Qoa  con  una  sola  incognita. 
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Siano  per  es.  le  qaattro  eqaazioDi  colle  qatttro  incogntte  Xy  y,  z,  u 
!■  4jp+  3y  — »«+2«-3...  2"  7a?  — 4y  +  6«  -  9m-23 
3"  2a;4-»y  — 4x+3tt-7...  4'  7y  — «x  +  3«  +  4tt- 21 
e  si  proponga  di  eliminare  saccessi  veniente  u,  y,  s. 

Comparando  la  i^  e  la  2",  si  moltiplica  la  1*  per  9  e  la  2*  per  2» 
r  36*  +  27y  —  45*  +  18u  -  27  ...  2*  14x  — 6y  +  12«  —  18u  -  46, 
di  cai  la  somma  dà  reqnaziooe  (A)  tfOx+  1%  —  33x  — 73  in  x,  y,^jE  ; 
comparando  la  1*  è  ia  3",  si  moltiplica  la  1'  per  3  e  la  3*^  per  2, 
1*  12x  +  9y  — 15js  +  6«-9...  3*  4x  + lOy  — 8«  +  6u- 14, 
e  sottraendole  si  ottiene  an*  eqaazione  (B)  8x  —  y  —  7i  «»  —  5  in  x,  y,  x; 
comparando  la  1*  e  la  4*,  si  moltiplica  la  1^  per  4  e  la  4*  per  2, 
r  Ifix  +  12y  —  20js  +  Su  -  12  ...4*  14y  —  lOx  +  6«  +  8tt  -  42, 
e  per  mezzo  della  sottrazione  si  deduce  an*  altra  equazione  io  x,  y,  z 
(C)  26x  — 2y  — 26z  — —  30,  o  sia  dividendo  tutti  i  termini  per  2,  Te^ 
qaazione  (C)  13x  —  y*— 13z^  —  1». 

Per  lo  che  le  qaattro  date  equazioni  a  <{u>ttro  incognite  danno  origine 
ajle  seguenti  tre  equazioni  a  tre  incognite 

(A)  50xf49y— 33js— 73...(B)  8x--y— 7i— — 5...(C')  13a>— y— 135^ '15; 

e  queste  si  possono  col  metodo  del  n.**  65  ridurre  a  due  equazioni  con 
due  incognite,  ec.  Difatto  '1  sistema  delle  due  equazioni  (A),  (B),  molti- 
plicando per  ragione  del  coefficiente  1  di  y  in  (B)  la  sola  (B)  per  10,  dà 

(A)  50x+19y— 33x-73...(B)  152x— 19y— 133z 95, 

e  la  loro  somma  l'equazione  in  x  e  ;s  (D)  202x — Ì662— — 22 
cioè  (D)  lOlx — 83z  —  — 11;  di  ^ìii  invece  di  comparare  (A)  e  (C),  pro- 
fittando della  circostanza  di  y  collo  stosso  coeiBcienle  1  in  (B)  e  (C')t  st 
considera  1  sistema  di  (B)  e  (C) ,  di  cui  la  differenza  dà  1'  altra  equa- 
zione in  X  e  «  (E)  5x— 61— — 10. 

In  simile  guisa  dalle  tre  equazioni  a  tre  incognite  provengono  le  due 
seguenti  a  due  incognite 

(D)  lOlx— 83«  — — ll...(E)  5x  — 6j  — — 10, 
che  col  metodo  del  n.°  62  danno  l'equazione  in  x,  eh* è  191x  — 7(>4  e 
quindi  x-«4. 

Sostituendo  x«*4  nell'equazione  (E),  si  ricava  2—5;  sostituendo  x-»4, 
2—5  in  (B)  per  es.  si  ha  y«»2;  e  la  sostituzione  di  x  — 4,  2  — 5,  y— 2 
nella  1*^  per  es.  dà  ti— 3;  0  sia  le  quattro  date  equazioni  somministrano 
j  valori  determinati  delle  quattro  Incognite  x  — 4,  y— 2,  z^ìi,  u  — 3> 

67.  Se  fossero  cinque  equazioni  a  cinque  incognite,  la  successiva  com-> 
parazione  di  una  di  esse  per  es.  della  1*^  colle  altro  quattro  servirebbe 
ad  eliminare  la  stessa  incognita,  cioè  darebbe  quattro  equazioni  a  quat- 
tro incognite,  e  noi  abbiamo  dimostrato  che  quattro  equazioni  a  quattro 
incognite  danno  un'equazione  ad  una  incognita,  e  così  successivamente. 
Si  può  adunque  stabilire  in  generale,  eh* estendo  dato  un  numeto  n  di 
equazioni  a  n  incognite ,  la  combinazione  tuceeitiva  di  una  qualunque 
di  esse  colle  altre  n-^1  serve  ad  eliminare  la  stessa  incognita^  cioè  dà 
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un  numero  n— 1  di  equazioni  a  n — 1  ineàgnùe;  combinandone  una  delle 
n — ì  coWalire  a — 2,  sì  elimina  una  nuova  incognita,  cioè  ti  oUengono 
n — 2  equazioni  a  n  —  2  incognite;  così  retuUnno  successivamente  n — 3 
equazioni  a  d — 3  incognite,  «e.  finché  si  perviene  a  n — {n  —  1)  — 1  cioè 
ad  un*equazione  ad  un* incognita ,  da  cui  si  deduce  il  suo  valore;  sosti- 
tuendo questo  valore  in  una  del  sistema  precedente  a  due  incognite ,  u 
determina  *l  valore  di  Una  2^^  incognita  ;  sostituendo  i  valori  delle  due 
incognite  in  una  del  sistema  a  tre  incognite,  si  ha  *l  valore  di  una  ter- 
za ;  e  cosi  risalendo  di  sistema  in  sistema  si  giunge  ad  una  delle  date 
equazioni^  che  dà  *l  valore  delVultima  incognita.  E  così  resta  dimoslrnto 
il  teorema  generale  enuncialo  in  principio  dei  n.°  62,  clic  si  possono  cioè 
determinare  i  valori  di  tutte  le  incognite  nel  caso  del  numero  deìle  date 
equazioni  eguale  al  numero  delle  incognite. 

68.  Il  metodo  gencmle  già  stabilito  suppone  resistenza  di  tutte  le  in- 
cognite in  ciascuna  cquaziunc,  che  se  questa  circostanza  non  avesse  luo- 
go,  il  metodo  di  oliuiinare  diverrebbe  più  semplice ,  potendosi  eoo  un 
poco  di  destrezza  scegliere  le  combinazioni  più  favorevoli  per  giungere 
allo  scopo. 

E$.  4J^  Si  abbiano  le  tre  equazioni 

i^  4j;— ày-n  ..   2'^  9s-f  5j:-=-34  ...  3*^  6j/-}-23-20. 

Comparando  la  1*^  e  la  2'\  si  può  eliminare  x  ed  oliencre  l'equazione 
36jK+15y-^81,  cbe  raccbiuilc  le  stesso  due  incognilc  della  3";  per  lo  che* 
si  paragona  questa  equazione  colla  3'*^  eliminando  per  es.  ìj,  e  si  deduce 
1861  —  186  cioè  1  —  1;  allora  la  V  da  x  — tt»  e  la  l""  ij'^^. 

Es.  %,^  Siano  date  le  quattro  equazioni 

1'  3a?— 4y+5«-i4  ..•  2"  7a;-t2u-24  ...  3"  3i—2y-6  ...  4'  «.7-ì-2m-:;7. 

Biflettendo  a'  due  sistemi  della  1^  e  3**^  equazione,  della  2'  e  '*'',  si  vede 
cVelimìnaodo  z  col  1**  sistema  e  u  col  2°,  due  equazioni  resultano  in 
X  e  y»  che  sono  difatto  (A)  9a^ — 2y->12...  (B)  9y — ^7x— 13;  ed  eliminan- 
do y  col  sistema  di  (A)  e  (B^  si  ottiene  T equazione  in  x  cioè  67a;— 134, 
e  «*-2:  la  2*  equazione  poi  dà  v— 5,  la  4*^  y— 3,  e  la  3*^  i— 4. 

Es.°  J.°  Siano  date  le  cinque  equazioni  1"  Ix — 22 4-311— 17... 
2*4y— 2«+t— 11...3"5y— 3a?^2M-8...4*4y— 3tH-2(-9...5"3s+8M«33. 
Si  comparano  la  1^  e  la  3**  per  eliminare  «ed  ottenere  l'equaz.  in  y,z,u 
(A)  35y — 6i— 6u— 107;  si  comparano  la  2*  e  4*  per  eliiulnnrc  t  ed  avere 
l'equazione  {B)  ^y — 4z-)-3t<— 13  in  y,  ?»  u;  ed  eliminamlo  y  cui  sistema 
di  (A)  e  (B),  si  deduce  l'equazione  (C)  116z — 125u  — —  27  in  z  q  u. 

Onesta  equazione  (C)  si  compara  colla  5^  per  eliminare  i,  e  si  ha  l'e- 
quazione 1303u— 3909  in  u  0  sia  u— 3;  sostituendo  u^3  nella  5"»  si  de- 
duce 1-3,  e  poi  la  i'^  dà  x-2,  la  3''  y-4,  e  la  2"  l-l. 

69.  Se  invece  dell'equazioni  numeriche  si  trattano  le  litterali,  si  può 
cercare  se  nella  formazione  de'  valori  delle  incognite  abbia  luo($o  una 
qualche  legge;  e  per  isQoprirla  fa  d' uopo  adottare  una  segnatura  tale  che 
faccia  a  colpo  d'occhio  conoscere  riodicazione  delle  particolari  lettere. 
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A  quest'oggetto  i  coefficienti  della  stessa  incornila  nelle  diverse  equa* 
tioni  sMndieano  colla  stessa  lettera,  apponendovi  uno,  due,  Ire,  ec.  aste- 
rischi per  distin;;uerll:  così  |  er  es.  a  denota  II  coeflicicnte  di  x  nella  1*^ 
eqoaitone,  o'  nella  2^  a"  nella  3",  ec;  e  vi-  corrispondono  6,  6',  6",  ec. 
coelRcienli  di  y;  e,  e;  t*\  tt.  coeflieienti  di  «;  d,  d\  rf**,  ec.  coefficienti 
di  «,  ee;  e  n,  n',  n^,  ec.  pel  rispettivo  termine  tutto  cognito,  che  si  sup- 
pone isolato  nel  2®  membro  dell*  equazione. 

SI  consideri  In  1°  luogo  1  sistema  di  due  equazioni  a  due  incognite , 
che  giusta  la  convenzione  già  esposta  resultano  così  espresse 

1*  ax+fry  — n...2*  à'x+b^y^n* 
ed  alle  stesse  si  può  applicare  *1  metodo  di  eliminare  per  sottrazione  (nu- 
mero 02);  ma  come  i  calcoli  sopra  l'equazioni  litlerali  resultano  compli- 
cati, mollo  più  ne'  casi  seguenti  di  tre  o  di  un  maggior  numero  d'inco- 
gnite, cosi  veniamo  ad  esporre  un  altro  metodo  assai  facile  ed  elegante, 
che  servirà  nello  stesso  tempo  a  far  conoscere  le  risorse  ingegnose  di 
coi  è  capace  la  lingua  algebraica. 

Si  moltiplica  la  1*  equazione  per  una  quantità  indeterminata  h,  e  si 
ottiene  1^  ahx-^-hhy^nh,  da  coi  sottraendo  la  2*  si  deduce 
(A)(a^~o')x+(frA^6'}y— nA— n*;  e  cosi  le  due  equazioni  si  combinano  in  una. 

Ora  per  fare  svanire  'I  termine  di  y  6  da  supporsi  zero  'l  suo  coeffi- 
ciente cioè  6A— 6*— 0,  la  quale  supposizione  si  rende  possibile  mercè  l'im- 
piego deir  indeterminata  A,  cui  si  assegna  un  valore  tale  da  verificare  la 
condiziono  di  hh — &*  — 0. 

A  questo  proposito  si  sappia  che  l'algebrista  può  ridurre  in  un  mem- 
bro tutti  i  termini  dell'equazione,  scrivendo  zero  nel  secondo  membro; 
conciossiacchc  se  sottrae  dall'espressioni  eguali  dei  due  membri  una  di 
esse ,  ottiene  la  differenza  delle  due  espressioni  in  un  membro  per  es. 
nel  1**  cioè  l'intero  2®  membro  trasposto  nel  !<*,  e  zero  nel  2**:  ed  all'in- 
verso adendo  un'equazione  col  2"  membro  zero,  vi  può  trasporre  qua- 
lunque termine  coll'ordinaria  regola  di  cangiarne  il  segno;  perchè  qual- 
sisia  espressione  sottratta  da  zero  dà  origine  alla  stessa  espressione  coi 
segni  cangiati,  ed  in  simile  guisa  dall' equazione  6A^— 6'  — 0,  trasponendo 

6'  6' 

h\  si  deduce  frA— 6'  •  à  —  r-  Quando  si  prende  adunque  ^  —  ?-  si  ha   il 

b' 
coefficiente  di  y  cioè  hh — 6'  — 6x  ^  — -6'— 6'— 6'— 0;  l' equazione  (A)  pren- 
de la  forma  {ah — à']x^nh  —  n'  cioè  racchiude  la  sola  Incognita  x,  es- 

h 
sendovi  h  non  più  indeterminata  ma  eguale  a  r;,  e  quindi  si  ottiene  '1 

nh — n*  b 

valore  x  —  -t -.  che  per  la  sostituzione  di  ^  —  -r.  9i  converte  in 

ah — a*         ^  o 

/nfc'          \  (ab*          \       «6'— 6n'    ab'—ha* 
x-( -^~  n'l:( -y  — a'  1 ^ : — j — cioè  (n.«  36,  4'»)  in 

n6'— 6»' 
*  *"  aò'— 6a' 


i 
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Questo  valore  di  x  sostituito  in  aoa  delle  date  equazioni  darebbe  qjello 

dì  y,  ma  noi  lo  dcduciaroo  collo  stesso  metodo,  supponendo  zero  il  coef- 

a' 
fidente  di  x  nell'equazione  (A)  cioè  ak — o*— 0,  che  dà  h  —  —  ;cosire- 

quazibne  (A)  diviene  {bh — b')y^nh-'n\  da  cui  si  deriva 

na' 

»* 

nh — »•        o  na* — an* 

y^Th^^hi^' ha*-ab'^^'^^  ^^*^  ^^  *^^®*"  ^"-^  ^^*  ^"^'  ^•"" 


a 
giando  i  se^ni  di  tutti  i  termini, 

an' — na* 

y—  ab*-4>a'' 
Osservando  i  valori  dì  x  e  y  per  iscoprtrne  la  legge,  corre  agli  occhi 

di  tutti  '1  denominatore  comune  formato  dalle  lettere  a  e  6,  rioè  il  1*'  ter- 
mine da  ab  e  1  2°  termine  di  segno  —  da  fra  con  permutarne  M  posto, 
essendo  la  2^  lettera  d|  ogni  termine  segnata  coir  asterisco.  Di  più  '1  nu- 
meratore di  X  o  sia  nb* — 6n*  si  deriva  dal  dcnoniinature  cangiando  a  in  n 
e  serbando  lo  stesso  ordine  per  la  notazione  dell' asterisco;  e  *l  numera- 
tore di  y  dallo  stesso  denominatore  con  cambiarvi  b  in  n,  segnando  col- 
l'asterisco  le  seconde  lettere.  Ecco  scoperta  la  legge  de'  valori  di  x  e  y: 
flt  prendono  i  due  rispettivi  coefpdenti  a  e  b  e  si  forma  ab;  ti  cangia  il 
ugno,  ti  permutano  i  posti,  e  ti  forma  — ba;  ti  appone  Vatterisco  alle 
geeonde  lettere,  e  ne  resulta  *l  denominatore  comune  ab' — ha';  si  cangia 
il  coefficiente  a  </t  x  nel  termine  tutto  cognito  n;  e  si  ka  H  numeratore  nb' 
<^-bn'  di  x;  o  pure  si  cangia  H  coeffìcienie  b  di  y  in  n,  e  si  ottiene  *l  nu- 
meratore an' — na'  di  y. 

Se  si  volesse  far  un'applicazione  delle  formule  generali  alle  due  equa- 
zioni del  n.""  62 

i*  2«-f  5y-4l  ...  2"  8jc-r3y-49, 

comparando  col  l'equazioni  generali,  si  avrebbe  a— 2  d— 5»  n— 41,  a'— 8, 

nò'— 6»' 
6'— — 3,  n'— 49,  di  cui  la  soslizione  nel  valore  di  a?—  -t;__   >,   darebbe 

4  i  X— 3— 5X49      -«68  an'—na* 

«-    2x->3-^X  8  ^  :in6  "+^'  ^  ^'"'•»^'*  ''^"""**  S'-^FZ*?  "' 

2X  49—41x8      —230 
dedurebbe  y-  ^^_^  ^^^  -  3^  ^+5. 

70.  Si  consideri  in  2*^  luogo  '1  sistema  di  tre  equazioni  a  tre  incognite 
Dotate  giusta  la  convenzione  in  questa  guisa 

1*  ax-\'by  }-c«— I»  ...  2Vjc-f  6'y+ c'i— »' ...  3*  o"jc+ò"y+c"«— n" 
e  si  proceda  con  combinarle  in  una  sola,  facendo  uso  dei  nuovo  metodo 
di  eliminare;  ma  siccome  si  devono  tielto  stesso  tempo  supporre  xero  due 
coeQcienti,  così  fa  d*oopo  introdurvi  due  quantità  indeterminate  per  sod- 
disfare a  due  condizioni.  Si  moltiplica  adunque  la  1*  per  l'indeterminata 
A,  la  2^  p|r  k,  e  si  ottiene 
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dalla  di  cui  somma  souraendo  la  3",  ne  resulta  V  unica  equazione  com- 

binala  (A)  (a/i+a'A— a")j5+(6/*+fr*fc— *")i/+(c^+C*— c")z-=riA+ri'^— n". 

Volendo  annullare  ì  termini  di  y  e  s,  si  stabiliscono  le  due  equazioni 

di  condiziunQ 

ftA+W^6"-0  ...  c^-f  e'*— C--0, 

che  messo  sotto  la  forma  seguente 

bh+b'k^b'*  ...  c/i+c'A— e" 
si  comparano  coll'equazioni  generali  a  due  incognite  del  n."  69  ;  per  lo 
che  cangiando  a;  e  y  in  /i  e  ft,  a  e  a'  In  6  e  e,  6  e  6'  in  6'  e  e',  n  e  n' 
ia  fr"  e  €'*,  si  determinano  i  due  valori 

6"c'— 6'c"  6c^]— ^ 

'^"l  e»— 6V  '  *""6c  — 6'c 
che  pendono  elTettivamerite  zero  ì  coefficienti  di  y  e  m.  Secondo  questa 
supposizione  l'equazione  (A)  diviene 

^^   ,  nh+n'k—n" 

f  dà'l  valore  di  a;—    .  ,   -, -:  sostituendovi  i  valori  già  determioati 

ah-\-ak — o  " 

dì  h  e  k,  si  ottiene 

/ n(ò"c*— 6'c-)+n'(6c"— 6"c)         \  / a(6"c— 6'c")4-aV6n"— 6"c)         \ 

^H b^^=rc ^"K ic-^0 — -- «"J- 

f»(6*'c'— 6'c")4-n'(  6c"— 6"c)->u"(  bc'-^b'c) 

eseguendo  le  mohipligazioni»  cangiando  i  segni  di  tutti  i  termini,  e  scri- 
vendo in  ogni  termine  le  lettere  in  ordine  agli   asterischi ,.  si  stabilisce 

ndV'— nc'6;'-^c/^fc"— ÒM'c"4-òc'n"— c6'n" 
*""  aò'c"— ac'^"-i-co'6"— 6a'c"-f  6c'a"— c6  V  ' 

Nello  slesso  modo  si  possono  eguagliare  a  zero  ì  coefficienti,  di  x  e  2, 
supppncuilo 

aA+a'^— a"— 0  ...  cA+c'A— e"— 0; 
ciò  che  riduce  l'equazione  (A)  alla  forma 

(6A  +  b'k—  b")y  —  nA  +  n'ifi^n", 

nA+n'A— n" 
che  dà  «—  ..  .  .,, — zr,»  io  cui  si  sostituiscono  I  valori  determinati  dalle 
*     oA-f-oA — o 


due  equazioni  di  condizione  cioè  A——; ;— .  A— — ; ,  ,  e  si  ha 


fio'a"— na'c"4-an'c"— cn'a"+ca'n"— ac'n" 

^"  òc'o"— 6a'c"Hra6'c"— c6'a"+ca'6"— «c'6" 

col  denominatore  eguale  a  quello  dì  x ,  e  possono  dispersi  i  termini  !■ 

gn'c"— <tc'n"+ca*n" — tia'e"+nc'a"— ^n'a" 
quesu  guisa  y-  ^^.,.._«^.^.,+  ,„,t.^fc„.^„+6^.a"-c6'o"- 

Se  poi   si  eguagliano  a  jsero  i  coefficienti  di  a;  e  y ,  si  hanno  le  due 
condizioni  aA+a'A — a*'-»0 ...  òA+6'A— 6*'— 0  che  determinano  i  due  valori 


8i 
hmm  — r: :r— 1  A— i 


reqaaiione  (A)  prende  la  forma  (efc-|-e'A— 6'')i— nA+n'A — n'\ 

nA+n'*— n" 
«  dà  «  —  £A-4-c'Jb   P"*  ^^^  P***  ^*  sostilozioDe  di  h  e  k  diviene 

nè'o"— na'ò"+  an'6"— òn'a"— «ÒV'H-  6aV 


*""   cò'a"— €a*t"+ac**"— 6eV— a*V'+fta'«"  ' 
e  dopo  di  aver  cangiato  i  segni  di  tatti  i  termini  ai  paò  loro  dare  la  se- 

oft'fi"—  an'b"+  fia'6"—  ha'n"-^-  òn'o"—  nb'a" 
guente  diapoainone  z^  ah^c"^ac'b''+ca'b-^ha^c''+hc'a''^cb'a"    ' 
resultando  lo  stesso  denominatore  de'  valori  di  «  e  y. 

GonfkDntando  il  denominatore  comune  nel  caso  di  tre  Incognite  col  de- 
nominatore di  due  incognite  della  forma  ab — ba  indipendentemente  dagli 
asterischi,  si  vede  potersi  Tono  dall'altro  derivarct  facendo  occupare  alle 
lettera  e  tutti  i  posti  dall'ultimo  sino  al  primo  in  ciascuno  dei  due  termini 
Qb  e  ba;  difatto  il  1"  termine  o^  darà  origine  a'  tre  termini  abc,  aeb, 
cab,  e  1  S**  òa  agli  altri  tre  àoc,  bea,  eba,  E  per  comporre  T  effettivo  de* 
nominatore  delle  ire  incognite  non  si  deve  far  altro  che  scrivere  questi 
sei  termini  co'  segni  +  e  -—  alternativamente,  segnando  di  un  asterisco 
le  seconde  lettere  e  di  due  asterischi  le  terze  di  ogni  termine;  così  si  ot- 
tiene ab'  c"--ac'  b"  +  co'  6"— fra'  e"  +  be'  a**-^b'  a" ,  eh'  è  il  denominatore 
di  X,  y,  s.  Se  poi  si  compara  il  denominatore  co'  rispettivi  numeratori 
di  Xf  ff,  Zf  si  scopre  che  ciascuno  di  essi  si  forma  da'  termini  del  de* 
nominatore  colla  medesima  alternativa  de*  segni  e  disposizione  degli  aste» 
rischi,  cangiando  soltanto  a  in  »  pel  numeratore  di  x,binn  per  quello 
di  y»  0  in  n  pier  l'altro  di  s,  cioè  1  particolare  coelBciente  dell'incognita 
nel  termine  tatto  cognito;  e  questa  è  appunto  l' espressione  della  legge  nel 
caso  delle  tre  equazioni  a  tre  incognite,  che  resalta  simmetrica  non  solo 
po'  segni  e  gli  asterischi  ma  pure  per  la  situazione  delle  tre  lettere  nei 
successivi  termini. 

71.  Collo  stesso  metodo  si  procede  nel  caso  di  quattro  equazioni  a  quattro 
incognite  cosi  espresse  1*  ikv  -f  ày  +  eM+dwn . . .  i^  a'  d^f  6'  y+e*  z+d'u—n' 
3*  a"«-f6"y-he"ii-hd"«— n"...4*  a"'«  +  6'"y+c"'j5  +  d"'v— n"'  in- 
troducendovi tre  indeterminate  per  ragione  de*  tre  coefficienti  che  devono 
supporsi  zero.  Si  moltìplica  la  1^  per  h,  la  T  per  fc,  la  3*  per  I,  e  per 
avere  1*  equazione  combinata  si  sottrae  dalla  loro  somma  la  4*,  cioè  si 

stabilisce  l'equazione  (A)  (aA+a'*+a''^-a"')d?4'{*A— *'*—*"*— **"}y + 
(c*+c'ik+e"*-«"')z-|-(d*4-d**+d"^-d"')w-nfc+n'*  +  n"i— n"';  ed 

eguagliando  a  zero  tre  coefficienti  qualunque,  l'equazione  (A)  si  riduce  ad 
nn' incognita,  e  si  hanno  tre  equazioni  per  determinare  h,  A,  I.  Cosi  fa- 
cendo si  otterranno  i  quattro  valori  delle  incognite,  dalla  di  cui  osserva- 
zione si  argomenterà  una  legge  analoga  a  quella  di  tre  equazioni  a  tre 
Incognite;  ciò  ch'è  altronde  facile  di  concepire,  avendo  riguardo  alla  ma- 
niera simmetrica  della  notazione  de'  coefficienti  e  dei  calcolo.  Laonde  il 

li 
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deoominatore  de'  falori  delle  qaattro  incognite  sari  cornane  e  derivalo 
dall'auro  delle  tre  incognite,  introdncendofi  in  ciascun  de'  sei  termini 
la  lettera  d  con  farle  occupare  tutti  i  posti  dall' ultimo  sino  al  primo, 
notando  i  termini  col  +  e  —  alternativamente,  e  segnando  di  uno,  due, 
tre  asterischi  le  seconde,  terze  e  quarte  lettere  degli  stessi;  in  questa  gui- 
sa ciascun  termine  del  denominatore  precedente  darà  origine  a  quattro 
termini  come  per  es.  abc*  ad  afcVd"*— aò*d"c'"+od*6"c"— da't-'c'",  ec. 
e  quindi  1  nuovo  denominatore  ne  conterrà  ventiquattro.  Il  numeratore 
poi  della  particolare  incognita  sarà  formato  dal  denominatore  comune  can- 
giando ne'  successivi  termini  il  coeiBciente  dell'  incognita  nel  termine  tutto 
cognito,  senza  alterare  l'ordine  de'  segni  e  degli  asterischi. 

Se  fossero  cinque  l'equazioni  a  cinque  incognite',  si  farebbe  uso  di 
quattro  indeterminate  «e.  e  si  avrebbe  il  denominatore  comune  formato 
da  quello  di  quattro  incognite,  introducendo  in  ogni  termine  il  coefficiete 
e  della  5^  incognita  t  con  fargli  occupare  tutti  i  posti  dall'ultimo  al' pri- 
mo, facendo  uso  de'  segni  alternativi  -fé  — ,  ed  apponendo  un  asterisco 
alla  2*  lettera,  due  all«i  terza,  tre  alla  quarta,  e  quattro  alla  quinta,  cioè 
si  avrebbe  un  denominatore  di  24X5—120  termini;  ed  ogni  numeratore 
derivato  dai  termini  del  denominatore  col  semplice  cangiamento  del  coef- 
ficiente dell'incognita  nel  termine  tutto  cognito;  e  così  ne'  casi  seguenti 
resulterebbero  i  denominatori  di  i20x6«-720,  di  720x7—5040  termini, 
ec.  M.  Bezoul  è  stato  il  primo  a  stabilire  queste  formule  generali»  e  M. 
La-Place  le  ha  dimostrato  a  priori  nella  2*  parte  delle  Memorie  dell'Ac- 
cademia delle  Scienze  di  Parigi  per  l'anno  1772. 

72.  Se '1  numero  dell'equazioni  è  minore  del  numero  delle  incognite, 
impossibile  riesce  di  determinarne  i  valori:  imperciocché  si  abbiano  un 
numero  n  d'incognite  ed  un  numero  ti — m  di  equazioni;  allora  si  per- 
viene co'  metodi  già  spiegati  ad  eliminare  un  numero  n — m— 1  d'inco- 
gnite, ottenendo  un'equazione  con  m+1  incognite,  che  dà  '1  valore  di  una 
qualunque  di  esse  in  funzione  delle  altre  m  incognite;  or  siccome  si  pos- 
sono adottare  infiniti  sistemi  di  valori  arbitrari  per  le  m  incognite,  per- 
ciò infiniti  valori  resultano  per  quella  incognita  e  per  le  altre  già  elimi- 
nate cioè  per  le  n — m  incognite.  Cosi  nel  caso  dell'equazione  ax-^byn 

a  due  incognite  op  e  y  si  ha  a;  —  — —  ;  e  quindi  ad  ogni  valnre  ar- 
bitrario di  y  dovrà  corrispondere  un  valore  di  x,  ed  un'infinità  di  nu- 
meri potranno  prendersi  come  valori  rispettivi  di  x  ed  y.  Nel  caso  dell'cqua- 

n — by — ex 
zione  a«H-6y-f-c«— n  a  tre  incognite  ai  deduce  per  es.  «— ;  e 

dando  valori  arbitrari  a  y  e  ^,  si  determinerà  in  corrispondenza  x,  cioò 
Infiniti  sistemi  di  valori  rispettivi  esistono  per  «,  y,  i.  Nel  caso  di  due 
equazioni  a  tre  incognite  ax+fry+c<— n,  o'x-h&*y+c'«— n',  eliminando  ji, 
si  ha  un'equazione  x  e  y  che  dà  '1  valore  di  x  espresso  in  y  ;  cosi  ad 
ogni  valore  arbitrario  di  y  ne  corrisponde  uno  di  x,  e  quindi  uno  di  x. 
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per  la  sostituzione  di  jb  o  y  in  qaalonqoo  delle  date  equa i ioni ,  eioé  si 
hanno  inGnìti  sistemi  di  valori  per  x,  y,  m\  e  cosi  negli  altri  casi.  Questa 
si  é  la  ragione  di  chiamare  indeterminati  I  problemi  che  danno  origine 
ad  nn  numero  d'incognite  superiore  a  quello  deireqoazioni,  e  di  dire  anar 
liei  indeterminata  i]  particolare  ramo  di  algebra  che  se  ne  occupa,  che 
sebbene  a  prima  lista  sembri  sterile,  pure  per  le  condizioni  di  essere  per 
es.  interi  e  positivi  i  valori  delle  incognite  o  altro  ò  sì  fecondo  di  ricer- 
che delicate  e  di  nictodi  eleganti. 

Un  si  fatto  raipo  può  dirsi  in  certo  senso  essere  statola  culla  dell'al- 
gebra, riferendosi  gli  scritti  di  Diofanlo  a'  problemi  iodelerminati;  e  mercè 
le  fatiche  de'  moderni  algebristi  ed  io  particolare  di  Eulero  e  La^rGrange 
è  divenuto  un  articolo  assai  importante  delle  moderne  maleniatiehe, 

73.  Finalmente  se  il  numero  dell'equazioni  è  maggiore  di  quello  delle 
incognite,  l'equazioni  superflue  non  influiscono  alla  determinazione  delle 
incognite;  ma  si  ha  P  obbligo  di  sostituirvi  i  valori  di  queste  incognite 
gii  determinate  col  (giusto  numero  dell'equazioni,  affinchè  si  conosca  se 
restino  verificato.  Se  T  equazioni  superflue  sussistono^  è  segno  di  essere 
incluse  nelle  altre  le  condizioni  indicatevi;  in  caso  contrario  se  ne  argo- 
menta la  contraddizione,  e  quindi  l'impossibità  di  Soddisfare  a  tutte  le 
condizioni  del  quesito.  E  si  è  per  questa  ragione  che  diconsi  più  che  de- 
terminati i  problemi,  da  cui  provengono  simili  sistemi  di  equazioni. 

Si  abbiano  per  es.  le  tre  seguenti  equazioni  per  determinare  le  due 
incognite  x  ed  y 

1"  4a?-f-3y-17...2*  10«  — 4y-8...  3'  «»-t-2y-18. 

Comparando  la  1^  e  2^  equazione,  si  elimina  y  col  metodo  per  addi- 
zione (n.^  62},  e  si  ottiene  46a7— 92  o  sia  a?  — 2;  e  sostituendo  per  es. 
nella  1^,  si  ha  y— 3.  1  valori  si  determinati  sono  ora  da  sostituirsi  nella 
3^  al  semplice  oggetto  di  verificarla,  e  di  fatto  si  ha  12+6—18.  Se  pui 
le  3**^  equazione  fosse  stata  6x+tfy— 18,  essa  non  si  verificherebl>o  co'  va- 
lori di  ar-»2,  e  y^S,  e  si  conchiuderebbe  essere  la  3*^  conditioae  cootra- 
dittoria  alle  prime  due. 

74.  Ci  facciamo  ora  soggiungere  alcuni  problemi  a  due  o  più  Incogni- 
te, affinché  i  giovani  abbiano  T occasione  di  mettere  in  pratica  i  metodi 
già  stabiliti  per  eliminarle» 

PaOBLIMA  24.^ 

Un  operaio  riceve  né*  giorni  di  fatica  un  salario  oltre  al  fritto  in  modo 
che  nulla  epende,  e  ne*  giorni  di  ozio  epende  costantemente  una  eerta 
somma  pel  semplice  vitto:  ora  dopo  di  aver  travagliato  m  giorni  restò  in 
ozio  n  giorni f  in  fine  de*  quali  gli  rimase  la  somma  a  ;  in  altra  circo  ' 
stanza  a  p  giorni  di  faiiga  ne  succedettero  q  di  ozio,  e  del  salario  avutQ 
gli  restò  la  somma  b.  Si  cerca  '(  scUario  del  giorno  di  lavoro  e  la  spesa 
del  litio  del  giorno  di  ozio. 
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ChiamaDdo  x  il  salario  e  y  la  spesa»  le  doe  condizioni  del  quesito  si 
traducono  nelle  dne  segaenti  equazioni 

1*  mx  —  fiy  —  a...2'  px  —  jy  —  6, 

cui  si  possono  apfdicare  le  formule  generali  del  n.*^  69»  convertendo  a 
in  m,  6  in  — n,  «  in  a,  a'  in  ji,  6'  in  — q^  n'  in  h\  e  si  ouiene^  — 

— cr^+nfr  mb^^ap  nh-^aq  wh — ap  ,     . 

— m^+fip  *  *''"— m^  +  np  ""tip— m^  '  ^'"'ftp— mg*  ^ 

▼ani  faranno  bene  a  ricavare  direttamente  dalle  date  equazioni  col  noto 
metodo  di  eliminare. 

Applicazione, 

Si  iupponga  eh»  dietro  il  travaglio  di  4S  giorni  e  di  44  giorni  di  ozio 

gli  tiano  rettali  tt  SS^  e  tt,  76  dopo  il  travaglio  di  48  giorni  e  di  7  giorni 

di  ozio, 

11.76— 53.7 
Si  ha  m— 15,  n— 11,  a*53,  p— 18,  o— 7,  6—76;  x^rnz — 7^^'^ 

11. lo— 10.7 

465  15.76—53.18      186 

go"  —  6,  y—  ■  .  ig^^it  m  ■■  "gT  "  2.  Dunquc  l' operaio  riceveva  la  mer- 
cede giornaliera  di  tt.  5,  e  nel  tempo  di  ozio  *\  vitto  giornaliero  costa- 
vagli  tt.  2:  difetto  la  mercede  di  15  giorni  é  tt.  75,  la  spesa  di  11  giorni 
tt.  22,  e  cosi  gii  restano  tt.  53;  e  sottraendo  da  tt.  90  mercede  di  18 
giorni  tu  14  spesa  de'  7  giorni,  rimangono  tt.  76  a  tenore  dell' enun- 
ciazione. 

Problema  25.'' 

Vno  zio  lascia  a*  nipoti  a  tendi  eolla  condizione  di  dover  avere  ogni 
matehio  h  tendi  ed  ognifemina  e  tendi,  e  dietro  la  divitione  nulla  avanza; 
che  se  al  contrario  avetm  avuto  ogni  maschio  e  ed  ogni  (emina  b  teuéi 
tarebbero  avanzati  d  tendi.  Si  cerea  H  numero  de'  matehi  e  delle  (emine* 

Chiamando  x  e  y  f  due  numeri  cercati,  si  hanno  le  doe  equazioni 

1*  &x+ey —  a  ...  2*^  ox  +  hy^a — d,  che  per  mezzo  de'  noti  metodi  som- 

.      ,    ,  a6— c(a— d)  5(0^— d) — ae 

ministrano  i  valori  x  —      ^,^  ,     ,  y  —  — T^ZTl —  »  ®  qaestl  si  ayreb- 

bero  potuto  dedurre  dalle  formule  generali  del  n.°  69,  convertendo  a  in  6, 
ò  in  e,  n  in  o,  a*  in  e,  ò'1n  6,  n*  in  a — d. 

Applicazione. 

Sia  a— 120  000,  6  — 12  000,  e  — 9000,  d— 9000;  sostituendo  questi 

441  000  000  252  000  000 

valori,  si  ottiene X- ^3  ^^-7,  y  OSOOOOOO"^'  ^  ^''  *  ^"^ 

Cile  di  verificare  il  quesito  con  7  nipoti  maschi  e  4  femine. 


85 

PROBLSMA  26.* 

Una  per$ona  ha  de*  gettoni  in  ambidue  le  mani  e  diet,  che  pa$$andone 
a  dalla  destra  alla  tinistra,  divéngon  eguali;  fna  eenepeueasse  h  d€Ula 
sinistra  alla  destra,  ne  avrebbe  avuto  la  destra  n  voHe  jtià  che  la  sini- 
stra. Si  deve  determinare  *l  numero  de*  gettoni  della  destra  e  l*  altro  della 
sinistra  '  . 

Siano  «  e  y  i  Dunerl  cercati,  e  tradocendo  le  date  condizioni,  si  hanno 
le  due  eqnaiioni  1*  »— a  —  y+a...  2*«-f6  —  n  (y— 6),  clie  possono  met- 
tersi sotto  la  seguente  Torma  1*  a^— y  — 2a  ...  2"  ny—sc^bin  +  i)^  di  coi 

2a+6(n+l) 
la  somma  dà  ny— y  —  2a  +  6  (n  + 1)  e  y  —  — -^^^^ ,  che  sostituito  nel- 

.     ..  .  2o-f6(n  +  l) 

la  i    equazione  somministra  «— 2aH :: — 

fi— — 1 

2g(n— 14-i)>f6(n+l)      %in  +  b{n  +  i) 
«— i  ""  ti— 1 

Applieasione, 

Sia  a— 1,  6—2,  n— 2;  si  avrà  a— 10,  y— 8,  che  verificano  ii  quesito. 

Pboblbma  27." 

S'impiegano  degli  uomini  e  delle  donne  in  una  certa  manifattura:  il 
salario  giornaliero  di  m  uomini  e  di  n  donfxe  è  tari  a,  e  V eccesso  del 
salario  di  p  uomini  sopra  quello  di  q  donne  è  tari  h.  Si  cerea  H  talario 
di  ciascun  uomo  e  l'altro  di  ciascuna  donna. 

Chiamando  x  e  y  i  due  salari,  si  hanno  le  due  seguenti  equazioni. 

1*  mx  +  fiy  —  a...2*  px  —  yy—  6, 

i.  .  .  ,    .  bn-{-aq  pa'-^mb 

che  somministrano  i  due  volori  «— --=-  ,  y  — *- .  «  onesti  si 

mq-hnp    *      mq-^-np^       *|ucoi.i 

possono  dedurre  dalle  formule  generali  del  n.*  00,  convertendo  a  in  m, 

6  in  n,  n  in  o,  a*  in  p,  b'  in  —q,  n*  in  b,  dietro  'i  cangiamento  de*  se- 

gai  in  tutti  i  termini  delle  due  frazioni. 

AppHeaxione. 

il  salario  di  40  uomini  e  di  It  donne  è  tari  W ,  e  V  eccesso  del  sa- 
lario di  20  uomini  sopra  U  donne  è  tari  69.  Si  cerea  ec 

Si  ha  m-10,  n*-12,  a-82,  p-20.  ^-11,  6-69;  e  soslitnendo  si  ot- 
tiene a}-5,2;  y-2,5;  dunque  *1  salario  giornaliero  di  ogni  uomo  è  tari 
5  e  gr.  4,  e  quello  di  ogni  donna  tari  2  e  gr.  IO;  ed  egli  è  facile  di  ve- 
rificare l'enunciazione. 

Osservasione.  Nel  caso  di  pa  <  m6  il  valore  y  -  ^^~^,  „saUa  ne- 

—  (m6— pa)  fnq-hnp 

gativo  della  forma  y ^_^^^^  ,  el  quesito  proposto  è  assurdo.  Bet- 
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liffcando  T equazioni  con  cangiarvi  '1  segno  di  y,  si  hanno  le  giuste  equa- 

lìoni  mx — ny^a,  px+qy=b;  onde  i  quesito  si  rettifica,  cangiandovi  la 

«ondizione  di  somma  in  sottrazione  ed  all'inverso,  cioò  si  deve  dire:  iec 

•efso  del  iolario  di  m  uomini  sopra  n  donne  è  tari  a,  e  /a  »omma  del 

ealario  di  p  uomini  e  di  q  donne  è  tari  b;  ed  al  quesito  s\  rctliliciito 

mb — pa 
dovranno  corrispondere  i  valori  di  x  come  sopra  e  di  y-=     — —  • 

Goaljfe  si  dicesse  per  es.  la  sommi,  del  salario  di  ftO  uomini  e  di  14 
donne  è  tari  69  e  l'eccesso  del  salario  di  40  uomini  sopra  42  donne  ta- 
ti 8%,  si  avrebbe  m— 20,  n— 14,  a«-60,  p— 10,  9'^12,  6—82,  e  quindi 
«-«5,^  e  y  —  — 2,5;  il  quesito  rettificato  corrisponderebbe  all'enunciazione 
di  sopra,  e  sarebbe  soddisratlo  dai  valori  x— 5,2  e  2/-»2,5. 

Problema  28.<^ 

Dato  'l  peso  m  libbre  di  una  corona  composta  di  oro  ed  argento ,  e  7 
suo  volume  espresso  per  es,  da  n  once  cube,  si  devono  determinare  i  ri- 
spettivi volumi  e  pesi  dell* oro  e  dell'argento  dietro  la  notizia  che  Voncia 
tuba  di  oro  pesa  p  libbre  e  quella  di  argento  q  libbre. 

Supponendo  x  lì  numero  delle  once  cube  dciroro  e  y  dcirargenio,  si 

hanno  I  corrispondenti  pesi  espressi  in  libbre  px  e  (pj,  e  quindi  le  due 

equazioni  1"  «+j/— n...2*  px+qy^m, 

St  si  sostituisce  il  valore  y^n — x  della  l**^  nella  2'^,  si  ottiene  px4-qn 

m — qn                                    m — qn      np — m 
— ax— m,  che  dà  x  — :  e  quindi  y  — n —  ■■>;  dun- 

p{m'-^n)  q{np — m) 

quo  il  peso  dell'oro  sarà e  quello  dell'argento  — -^— . 

Osservazione.  Si  dice  esser  stato  questo  problema  risoluto  dal  nostro 
Archimede  approposito  della  corona  costruita  per  ordine  del  Re  Gcronc  dal- 
l'arlefìce  Dciiictrio  e  di  averne  così  scoperto  il  furto.  Archimede  non  do- 
vette far  nitro  che  una  semplicissima  applicazione  de' princlpii  dell'idro- 
statica da  lui  fondata  onde   determinare  le  gravità  ^pecinclic  cioè  i  pesi 

rispettivi  di  eguali  volumi  della  corona,  dell'oro  poro  e  dell'argento  puro, 

m 
che  sono  i  tre  numeri  — ,  p,  q,  relativi  all'unità  di  volume;  e  siccome  il 

peso  assoluto  m  della  corona  è  altronde  dato,  così  si  hanno  i  valori  dei 
quattro  numeri  m,  fi,  p,  7  come  nell'enunciazione  del  quesito,  che  può 
riguardarsi  come  generale  per  la  lega  di  due  metalli  qualunque. 

Or  si  rifletta  che  l'equazione  l^a;  +  y-^u  suppone  che 'I  volume  del 
composto  resulti  dalla  somma  de*  volumi  de'  metalli  componenti,  ciò  ch'c 
contrario  al  fatto;  perchè  si  sa  dalla  chimica  che  nella  legd  de'  metalli 
le  loro  molecole  vieppiù  si  ravvicinano,  e  quindi  'I  volume  del  composto 
riesce  minore  della  somma  anzidetta,  salvo  qualche  caso  di  rarefazione  co- 
me nella  lega  di  argento  e  rame.  Onde  per  ottenere  precisi  i  rcsuliamenli 
è  da  conoscersi  'I  rapporto  secondo  cui  ha  luogo  la  diminuzione  del  vo- 
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lame   della   lega   rispeUo   a*    Tolomi   |irìniUivi  ;    e  Doi   aupponghiamo 

1 

essere  una  si  fatta  diriùnuziooe  espressa  dalla  parler  della  loro  somma. 

(jB  +  y) 
Si  ha  daaqae  l'eqaazione  1*  jp  +  j/— — r — —  «   cioè  6x  +  6y — «  — y 

—  6n,  che  si  mette  sotto  la  forma  (6 — i)x  +  {b  —  i)y  — &n;  e  que- 
sta si  deve  combinare  coli*  ecfaaz ione  2*^  px  +  9y*1*  Moltiplicando 
la  1'  per  9  e  la  2^  per  b — 1,  il  metodo  di  eliminare  per  sottrazione  dà 

bnq — (6  —  i)fn                                               ,           6n  — (6  —  i)x  , 
^—  ri — —~, : —  ;  e  sostituendo  nel  valore  di  «  — ; ; ncava- 

bn  ^^f^iii^tzim    ^ 

q — p 

lo  dalla  1\  si  deduce  y  — 7^. appunto  come  si  avrebbe 

potato  ottenere  per  ijiotzo  delle  formule  generali  del  n."  69,  convertendo 
a  in  6^1,  b  ìù  b—i,  n  in  bn^  a'  in  p,  b*  in  q,  n'  in  m. 

Problbxa  29.'* 

Si  sa  essere  la  polvere  da  cantione  composta  di  salnitro ,  carbone  e 
zolfo  in  modo  che  sopra  iOO  libbre  per  es.  il  triplo  del  peso  del  salni- 
tro eguaglia  tredici  volte  H  peso  del  carbone  più  cinque  volte  quello  dello 
zolfo f  e  cinque  volte  'l  peso  del  salnitro  vale  trentasette  volte  7  jìcso  dello 
zolfo  meno  setlt  volte  quello  del  carbone.  Dietro  questa  noiizia  si  devono 
determinare  le  proporzioni  delle  tre  sostanze  cioè  i  rispettivi  pesi  in  lib- 
bre del  salnitro,  dello  zolfo  e  del  carbone. 

Chiamando  x  il  peso  del  salnitro,  y  dello  zolfo,  z  del  carl^.ne,  si  hanno 
le  tre  equazioni  1*  ac+y+z— 100 ...  2"  3«—  13j8i-5y  ...  3"*  ó^  -  :i7y—lz 
che  per  la  trasposizione  di  tutti  1  termini  della  2"^  e  3*  nel  i"  membro 
si  riducono  alla  seguente  forma 

i"  x-hy+z^iOO  ...  2^"  3x— 13jb— 5y-0  .  .  3^  5*— 37^4-75-0. 

A'olendo  eliminare  2,  si  comparano  in  1°  luogo  la  1*^  moltipiicaia  per  13 
e  la  2^*  cioè  1»  i3a?+13j/ 1-135 -1300  ...  2'*  3x— 13*— 5y-0,  che  somma- 
te danno  l'equazione  iiìx  +  Sy^  i300  riducibile  alla  forma  più  semplice 

(A)  4a;-|-2y-325. 

Sì  comparano  in  2**  luof^o  la  1"  moltiplicata  per  7  e  la  3''  cioè 

1*  7a:4.7y  +  7z-.700  ...  3'^  3j;— 37y+7;  -  0. 

dì  cui  la  differenza  dà  2x  +  44y— 700  o  sia  (B)  x  +  22i/  — 350. 

Volendo  ora  eliminare  x  per  mezro  delle  due  cquaziuni  (A)  e  (B),  si 
moltiplica  (B)  per  4,  e  sì  hanno 

(A)  4x+2y-325...  (B)  4ff-t-88y-1400;     ,. 
e  prendendone  la  differenza  86^-^1073  cioè  y  — 12,5. 

Questo  valore  sostituito  in  (B)  dà  x.7K,  e  i  due  valori  di  y  e  x  so- 
stituiti nella  1^  equazione  fanno  conoscere  «—12,5.  Dunque  in  100  lib- 


bre  di  polfere,  D'esistono  75  di  salnitro  e  12  7*  sì  di  zoifu  che  di  car- 
bone, in  modo  che  per  quaUiiia  quantiià  di  polvere  il  salnitro  è  sem- 
pre sestuplo  di  ciascuno  degli  altri  due  componenti;  ed  egli  è  facile  di 
veriflcare  *i  quesito. 

Osservaxione.  I  valori  delle  tre  incognite  si  possono  dedurre  dalle  for- 
mule generali  del  numero  70,  allorché  si  comparano  le  ire  date  equazioni 
numeriche  colle  litterali;  di  fatto  ^  ha 

a  — i,  6  — +   i,  e  —4-  1,  n  —100 
o'-3,  6*—  5,  e*— 13,  n'-o 
a"-«,  ò"— 87,  c'-4-  7,  n"— •, 
questi  valori  sostituiti  nella  formula 

nò'c"— nc'*"4.c»'6"  -  6n V+6c*n"— cfr'n" 
*""  oò'c"—  ac*6"+ca*6"—  fra'c"+6c'a"— <6'a'» 
con  aver  riguardo  alla  regola  de'  segni  della  moltiplicazione  danno 
—100.5.7.— 100.13.37 

*■"— 1.5.7— 1.13.37— 1.3.37— 1.3.7— 1.13.5+1.5.6 
annullandosi  gli  ultim»  quattro  termini  del  numeratore  per  ragione  del 

—51600 
fattore  n'  e  n"  xero,  ed  eseguendo  i  calcoli,  si  deduce  oc— ^^  —  +75; 

e  lo  stesso  può  praticarsi  pe'  valori  di  y  e  s. 

Problbma  30.'> 

Un  generale  ha  tre  corpi  di  armata,  il  4^  di  austriaci,  il  ì?  di  prus- 
siani, il  S^  di  russi,  e  vuol  dare  l'assalto  ad  una  fortezza  con  uno  di 
9«ff  (t  corpi,  promettendo  una  ricompensa  di  901  sctidi  da  distribuirsi  in 
modo  cKe  ciascun  soldato  del  corpo  assalitore  ricevesse  uno  scudo,  e  'l 
resto  fosse  egualmente  distribuito  agli  altri  due  corpi.  Ora  se  gli  austriaci 
danno  Vassallo,  dcacun  soldato  degli  altri  due  corpi  riceve  un  mezzo 
scudo;  se  lo  danno  i  prussiani,  cictscun  degli  altri  -un  terzo  di  scudo  ;  e 
se  lo  danno  i  ruesi  un  quarto  di  scudo.  Si  cerca  *l  numero  de'  soldati 
di  ogni  corpo. 

Sia  X  il  numero  degli  austriaci,  y  de*  prussiani,  s  de'  russi,  e  le  tre 
condizioni  tradotte  in  lingua  algebra  Ica  danno  le  seguenti  equazioni 

1  *  *     ^ 

1»  0-4-  (y+,)X  2  -901...2*  y+(ir+a)x-  -UOl  ...3"  «+(a?+y)x  j-901, 

cioè  facendo  svanire  i  denominatori 
1*  2aj  +  y  +  «-1802  ...2*  3y  +  4P+i-2703  ...  3"  42  +  a?  +  y-3604. 
La  1^  e  2*,  la  i*  e  3*  comparate  per  eliminare  per  es.  z  danno 
(A)  X— 2y— 901  ...  (B)  7a;  +  3y-3604; 
da  cui  si  deduce  17y  — 9911  o  sia  y— 583;  o  quindi  T equazione  (A)  som- 
ministra X  — 205,  la  1*  1  —  689,  e  questi  (re  numeri  verificano  '1  quesito* 
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Problema  SI."* 

Un  facchino  trasporta  tre  qualità  di  vasi  di  porcellanoy  e  gli  si  paga  un 
differente  prezzo  per  ogni  vaso  di  ciascuna  qualità,  ma  col  palio  di  do- 
ver egli  pagare  altrettanto  per  ogni  vaso  rotto.  Ora  nella  4^  portatura 
ha  4  vasi  piccoli,  4  mezzani,  40  grandi;  ne  rompe  t  piccoli,  uno  grande, 
e  tìUti  i  mezzani:  e  riceve  tt.  20.^ella  3"  ha  É  vasi  piccoli,  €  mezzani. 
S  grandi;  ne  rompe  4  piccolo,  S  mezzani,  e  tutti  i  grandi;  e  paga  ti.  8, 
Nella  5^  ha  9  vasi  piccoli,  44  mezzani,  44  grandi;  ne  rompe  4  mezzano, 
e  tutti  i  grandi;  e  riceve  tt.  4.  Si  cerca  il  prezzo  convenuto  del  trasporlo 
di  ogni  vaso  delle  tre  qualità.^ 

Soluzione.  Il  prezzo  del  trasporto  di  ogni  vaso  piccolo  è  tt.  2,  di  ogni 
mezzano  tt.  3,  e  di  ogni  grande  tt.  4. 

PtOBLBHA  32.^ 

Si  devono  determinare  gli  anni  di  due  penone  A  e  B  dietro  le  seguenti 
condizioni,  che  q  ama'  addietro  l'et4  di  A  era  mplo  di  quella  di  B,  e  che 
dopo  anni  q  diverrà  Df><a. 

E  se  ne  faccia  V applicazione  al  caso  di  q  — 6,  ro  — 3,  n -*  2. 

^  7(2mn— m— n>  „     ,.  „  qin+m—^) 

Soluzione.  L'età  di  A  è -— e  quella  di  B  — ;  e  nel 

caso  particolare  l'età  di  A  42  anni  e  d!  B  18  anni. 

Problema  33." 

Si  cer€(p>i^fiumero  composto  di  tre  cifre  tali  che  moltiplic€tndm  U 
cifre  isolate  delle  centinaia  e  diecine  la  4^  per  i  e  la  f^^  per  S,  si' aìh 
hiano  due  prodotti,  di  cui  la  somma  unita  alla  cifra  isolata  delle  unità 
faccia  40;  che  la  differenza  fra  la  somma  delVestreme  e  la  media,  eon^ 
Merandolé  isolate,  sia  2;  e  che  sottraendo  498  dal  numero  cercato,  si 
ablna  come  resto  un  numero  composto  dalle  stesse  tre  cifre  scritte  in  or- 
dine inverso. 

Soluzione.  Il  numero  cercato  è  684. 

Problema  34.'* 

Quattro  mercanti  mettono  in  società  de*  capitali  che  fàrman  la  somma 
di  ones  a,  e  si  sa  essere  'l  capitale  del  4^  più  m  eguale  al  rapitale  de^ 
T*  meno  lo  stesso  m,  a  quello  del  S^  moltiplicato  per'  m,  ed  a  quelib 
del  4^  diviso  per  m.  Si  cena  H  capitala  contribuito  da  cicucun  mercante. 

Se  ne  faccia  l'applicazione  <U  caso  di  a  —  once  2349,  ro  —  8, 

ma — (2m*4- m+m^) 

Soluzione.  Capitale  del  1* 2mTT+m^ 

ma  +  2m*  -f  m  +  m3 
CpiUledeir         2m+i  +  m»        ' 

12       • 


00 

■ 

mfa 
Capitale  d«l  4*  ^    ^.i  ■     i>  ®  "*^  ^^^  particolare  i  qaattro 

capitali  espressi  io  Qtice  soqo  224,  240,  29,  185((* 

Pkoblbha  StS.** 

• 

Un  arte/iee  ha  travagliato  ietts  giorni  in  una  e$rta  fabbrica,  in  due 
de*  quali  vt  ha  pure  travagliato  la  moglie  ed  in  tre  *l  figlio,  ed  ha  riee- 
viUo  la  paga  di  oncia  4  e  tt,  40;  h0  travagliato  in  seguito  cdtri  sei  gior- 
ni, alirettanii  giorni  la  moglie,  un  giorno  il  figlio,  e  la  paga  totale  è 
stata  tt.  24;  in  fine  ha  travagliata  dieci  giorni,  nove  giofni  la  moglie, 
cinque  giorni  'l  figlio,  ed  ha  avuto  la  paga  dionee  1  e  tt,  47.  Si  cercano 
i  salari  giornalieri  deWartefiee,  della  moglie,  e  del  figlio, 

Solaxione.  Il  quesito  è  assordo,  trovandosi  per  salario  della  moglie  un 
namero  DegatlTo;  ma  si  può  rettificare  con  sapporre  che  la  moglie  era 
cagion  di  spes^  all'artefice,  ed  allora  il  salario  dell* artefice  è  tt.  5,  la 
spesa  della  moglie  tt.  2,  e  1  salario  del  figlio  tt.  3. 

Pboblbiia  36." 

A,  B,  G  giocano  fira  di  loro,  nella  4*'  partita  A  perde  e  ciascuno  de- 
gli altri  due  raddoppia  'l  denaro  con  pui  si  è  posto  al  gioco  ;  nella  ST 
partita  perde  B^  mentre  A  e  G  rciddoppiano  la  somma  rispettiva ,  colla 
quaU  ham  prineipiaio  quésta  seconda  partita;  nella  S^  parteia  perde  C, 
ed  k  e  B  raddoppiano  il  proprio  denaro.  Dietro  le  tre  partite  si  trova 
ciascun  giocatore  colla  steua  somma  di  4Ì0  scudi;  quanto  avevan  essi 
in  principio  della  y*  partita? 

SoluMion^.  Il  denaro  di  ^  è  19tt  sondi,  ^neììo  di  fi  105  scudi,  ^  T  al- 
tro di  0  6Q  scadi. 

Capii  r¥. 

PELLE  POTENZE  B  PELLE  EAPIGI, 

75.  L'tquasieni  di  2**  grado,  di  3<*,  ec.  cioè  quelle  die  comprendono  l'in* 
oogniu  coli' esponente  2,  3,  ec.  oltre  alle  prime  quattro  operazioni  del- 
l'algebra n'esigono  dell* ulteriori,  che  alla  formazione  de'  prodotti  dei 
fattori  eguali  si  riferiscono;  e  quindi  ci  facciamo  ad  esporre  questa  teo- 
ria, riguardandola  come  preliminare  allo  risolvimento  di  simili  equazioni. 

Se  i  fattori  di  un  prodotto  sono  eguali,  il  prodotto  prende  il  nome  par- 
ticolare di  potenna^  il  fattore  quello  di  radice,  e  '1  numero  de'  fattori  e- 
guali  ne  costituisce  *1  grado:  cosi  il  prodotto  de'  due  fattori  eguali  a,  a 
cioè  a*  è  la  seconda  potenza  di  a,  ed  all'inverso  a  è  la  radice  2*  di  a«; 
a*  è  ja  3*  potenza  di  43|  ed  q  la  radice  3^  di  oS  ;  a^  la  4*  potenza  di  a 


91 
ed  a  la  radice  4*  di  a^;  ed  in  generale  a"*  la  potenia  di  grado  m'ìMo 
di  a,  ed  a  la  radice  ttii««M  di  a'".  K  ai  capisce  che  gli  espooenli,  come 
quelli  che  denotano  1  numero  dei  failofi  eguali  (n.°  5),  divengono  gl'in- 
dici propri  delle  poterne,  cioè  ne  fissano  i  grado;  onde  per  indicar  la  po- 
tenza di  qualunque  espressione  algebraica  si  può  questa  chiudere  fra  due 
parentesi  ed  apporvi  fuori  l'esponente  eguale  al  grado  della  potenza.  In 
simile  guisa  l'esponente  impiegato  da  principio  per  una  lettera  si  estende 
a  qnalsisia  polinomio,  e  giusta  la  sua  primitiva  istituzione  denota  quante 
volte  è  da  prendersi  come-iattore  l'intera  espressione,  cui  si  trova  appo- 
sto, come  per  esempio  la-\-b  +  e)'*  significa  il  prodotto  di  quattro  fattori 
eguali  ad  a  +  (  +  c  o  sia  la  4*^  potenza  di  a-f  6-fe;  e  quindi  per  esteti* 
Sion  di  linguaggio  si  dice  qualunque  quantità  i*  potenza  di  se  stessa, 
corrispondendovi  Come  indice  l'esponente  !•  Frattanto  '1  sistema  della  no- 
menclatura resu  turhatb  per  la  2*  e  3*  potenza  che  s'indicano  d'ordinario 
co'  nomi  impropri  di  quadrato  e  cubo  appartenenti  alla  geometria;  e  ciò 
per  la  ragione  del  quadrato  che  ha  per  misura  la  2*  potenza  del  numero 
delle  unità  lineari  comprese  nel  lato,  e  del  cubo  misurato  dalia  3"  potenza 
del  suo  lato,  prendendo  come  unità  di  superficie  o  di  volume  il  quadrato 
o  'I  cubo  sopra  l'unità  lineare. 

'  Due  devon  essere  adunque  gli  oggetti  delle  nostre  ricerche^  Il  1^  con- 
siste nel  formare  la  potente  di  dato  grado  di  una  quantità  o  espressione 
algebraica,  e  '1  2**  nel  determinare  la  radice  di  dato  grado  rispeuo  alla 
quantità  considerata  come  potenza  dello  stesso  grado,  eh' è  l'inverso  del 
J^;  e  s)  per  l'uno  che  per  l'altio  oggetto  ci  verrà  fatto  di  elevarci  a  prin- 
cipli  generali,  che  ne  stabiliranno  completa  la  teoria. 

ARtlCOLO  I. 

JHUa  formoMWfM  delh  polaiué* 

76.  Le  regole  già  stabilite  per  la  moltiplicazione  drittamente  ci  guidano 
a  formare  le  potenze^  ed  altro  qui  non  ó  da  farsi  che  dedurne  de'  com- 
pendi per  rendere  più  facili  le  operazioni.  E  da  prima  si  rifletta  che  nei 
prodotti  di  più  fattori  '1  numero  delle  moltiplicazioni  è  sempre  minor  di 
uno  dei  numero  de'  fattori,  dovendosene  prender  due  per  la  prima;  e  sic- 
come la  potenza  di  una  quantità  si  riduce  al  prodotto  della  stessa  presa 
tante  volte  come  fattore  quante  Sono  le  unità  nel  grado  della  potenza,  cosi 
si  enuncia  la  regola  che  per  formare  la  potinxa  di  ttna  quantità  o  come 
dieesi  per  elevare  wm  quantità  a  potenea  è  da  moltiplicarti  la  quantità 
per  se  tteua  un  numero  di  volte  indicato  dalV  indice  o  sia  dall*  esponente 
della  potenxa  diminuito  di  unoi  In  simile  guisa  moltiplicando  la  quan- 
tità per  se  stessa,  si  ottiene  '1  quadrato  o  la  2'  potenza:  la  2*  potenza 
moltipllcata  per  la  quantità  dà  '1  cubo  o  la  3^  potenza;  la  3*  moltiplicata 
per  la  quantità  dà  la  4*^  potenza;  e  così  di  seguito.  Questa  regola  si  ap- 
plica immediatamente  a'  numeri,  e  si  ha  per  es.  2X2  —  4  quadrato  di  2, 
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4x2  —  8  cabo  di  2,  ec.  3x3  —  9  quadrato  di  3,  9x3—27  cubo  di  3, 

ec.  sino  a  9x9  —  81  quadrato  di  9,  81  x9— 729  cubo  di  9,  ec.  Qui  ap- 
ptesso  si  vpdc  la  tavola  delle  prime  otto  potenze  de'  numeri  semplici,  qoa- 

tincanito  ;;li  stessi  numeri  come  1'  potenze. 

« 

TAVOLA 

Delle  primt  otto  potenze  de*  numeri  iemplici. 


NUMERO 
0 

Impotenza 

2 

i 

8 

16 

3 

9 

27 

81 

4 

5 

6 

7 

8 

64 

512 

9 
81 

2'' Potenza 

— 

16 

25 
125 

625 

36 
216 

49 

3"^  Potenza 

64 

343 

729 

i^'Poleiiza 

256 

1296 

2401 

4096 

6561 

5*^  Potenza 

32 

64 

243 

729 

102i 

3125 

15625 
78125 

7776 

16807 

32768 

59049 

6"  Potenza 

4096 

46656 

117649 

262144 

531441 

7'' Potenza 

198'2187 

1 

16384 

279936 

823543 

2097152 

4782969 

8=  Potenza 

256 

6561 

65536  390625 

1679316 

576Ì801 

16777216  430Ì6721 

Da  questa  tavola  si  argomenta  l'aumento  rapidissimo  delle  potenze,  es- 
sendo per  esempio  256  la  potenza  8^  di  2  e  43046721  di  9;  e  si  badi  che 
le  potenze  de'  numeri  non  cominciano  propriamente  che  da  quelle  di  2, 
essendo  sempre  uno  *\  prodotto  di  uno  moltiplicato  qualsisia  numero  di 
volte  per  se  stesso,  ciò  che  dà  luogo  alla  frase  in  senso  improprio  di  ea* 
ser  Vunilà  potenza  o  radice  di  qual$itia  grado  della  stessa  unità. 

In  riguardo  poi  al  numero  10,  si  vede  esser  100  la  sua  2^  potenza, 
1000  la  3^*,  10  000  la  4",  ce.  e  si  stabilisce  in  generale  che  la  potenza 
msima  di  40  si  esprime  da  uno  seguito  da  un  numero  m  di  zeri. 

77.  Trattando  ora  dell'espressioni  algebraiche,  ci  facciamo  a  considerare 
il  caso  più  semplice  ch'é  quello  de'  monomi,  e  diciamo  che  dovendo  es- 
sere ogni  lettera  col  suo  esponente  due  volte  fattore  nella  2*  potenza,  tre 
volte  nella  3*^,  ec  è  giocoforza  di  sommare  i  due,  tre,  ec-  esponenti  e;;uali 
della  stessa  lettera  o  sia  di  moltiplicare  per  2,  3,  ec.  responcnic  di  cia- 
scuna lettera  :  cosi  per  es.  (asòsc)'— aSftScXflSfrSc  — as +  3fr5-i-5ci  f- i 
0  ciò  ch'é  lo  stesso  a^'^ò^-ac"*,  e  quinli  si  deduce  immediatamente 
(o56»c)*  — o^ft'"c»  ;  similmente  (a365c)S— a^fcscxasòscxa'&^c — 
g34.s+3^5H'5-HS(.i>{-i4-i— a^*3(s>3c>*3  q  8ia  (aSfr^ c)3 -»a9 6»5c3.  Ed  in 

generale  siccome  ogni  lettera  col  suo  esponente  per  es.  a*»  ò  dà  conside- 
rarsi m  volte  come  fattore  per  formarne  la  potenza  m«<ma  ,  e  nella  molti- 
plicazione si  sommano  gli  esponenti  della  stessa  lettera,  cosi  si  deve  pren- 
dere l'esponente  n  un  numero  m  di  volte,  ciò  che  dà  'I  prodotto  nm  ;  per 
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lo  che  la  regola  della  moUiplicazioDC  di  sommare  gli  esponenti  si  riduca 
nel  caso  delle  potenze  al  compendio  di  moltiplicare  i  rispedivi  esponenti 
delle  lettere  per  l'indice  della  potenza,  e  si  ha  (a**)"'  — a""'.  Si  può  adun- 
que stabilire  la  regola  generale  per  elevare  alla   potenza   mtima  un  mo^ 
nomio   qualunque   in   questi   termini  :  si  formi  in  4^  Iwfgo  la  potenza 
insima  del  coefficiente,  cioè  si  moltiplichi  'l  coefficiente  m — i  volte  per  se 
stesso,  e  'l  prodotto  sarà  'l  coefficiente  della  potenza  ;  si  scrivano  in  2^  luogo 
eolio  stesso  ordine  le  lettere,  apponendo  a  ciascuna  di  esse  Vesponente  che 
proviene  dal  moltiplico  del  proprio  esponente  per  quello  m  della  potenza, 
Kd  i  principianti  faranno  sempre  bene  a  richiamar  nella  memoria  la  di- 
stinzione del  coefficiente  ed  esponente  (n.''  7),  che  qui  produce  una  di- 
versità essenziale,  moitiplieandosi  '1  1**  m — 1  volte  per  se  stesso  *l  2^  sem- 
plicemente per  fit.  Cosi  per  ragion  di  es.  si  ha 
(4a365  e)*-  16a66'«c%  (4o56«c)5-64o9ft'5c3, 
(4o365c)4— 256a»*6"*c4,(5m*nH)5  — 125mfn»»,  ec 

78.  Se-  poi  si  vuole  la  potenze  di  un  termine  frazionario,  si  deve  tener 
presente  la  regola  della  moltiplicazione  de'  fratti,  In  forza  di  cui  si  mol- 
tiplicano per  ordine  cosi  i  numeratori  che  i  denominatori  (  n.**  36,3") ,  e 
quindi  prescrivere  di  elevare  separatamente  a  potenza  il  numeratore  e 

il  denominatore  della  data  frazione,  stabilendosi  iu  generale  (  T  )    ""T 


«rat 


In  quesu  guisa  si  ottiene  (^^  j  -4.  [2)  "g'  [i)  "H'   [%)  ^^Tù' 


216fl6c9d" 
125m6n6/>'3' 


/3a«6     Y       9a4  6*       fùa^c^d^  \3 
^  VSm»»^  J  "■25m4n8  »    [bm^n^pS  )  ""  I25m6n6;>'3'  ^• 

Per  le  frazioni  decimali ,  giusta  la  regola  della  loro  moltiplicazione 
(aait.  n.°  97)  si  prescrive  di  elevare  alla  potenza  richiesta  *1  numero  con- 
siderato a  guisa  d'intero  e  di  separarvi  tanti  decimali  che  corrispondano 
al  prodotto  del  numero  de'  dati  pel  grado  della  potenza;  ciò  che  può 
ancora  derivarsi  dal  metodo  delle  frazioni  ordinarie  :  imperciocché  '1  fratto 
di  n  cifre  decimali,  di  cui  '1  numeratore  indipendentemente  della  virgola 

a 

è  a,  si  esprime  dal  fratto  ordinario  7^-  (afit  n.**  92)  ;  quindi  la  sua  po- 


a"* 


lenza  m't'wo  sarà    ^r^u  ,  cioè  dopo  di  aver  formato  la  potenza  m»«»»fl  di 

a  si  separeranno  un  numero  mn  di  decimali.  In  simile  guisa  il  quadrato 
dovrà  contenere  fin  numero  doppio  di  decimali  del  fattore,  il  cubo  un 
numero  triplo,  ee.  e  si  otterrà  per  es.  (0,9)^ -*  0,81  ;(0,009)s— 0,000081; 
(1,05» -1, 1025; (0,09)S-0,000729;(1,05)^- 1,157625;  ec. 

79.  Resta  ora  a  definirsi  la  regola  de'  segni  delle  potenze  rispetto  ai 
segni  de'  dati  monomi,  *che  dovesi  al  certo  derivare  come  conseguente 
della  nota  regola  de'  segni  della  moltiplicazione  (n.^26);  e  convenendo 
del  segno  +  da  darsi  a  tutte  le  potenze  de'  termini  positivi ,  veniamo 
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discorrendo  del  tegDo  dello  potenze  de*  negativi,  per  cai  si  ha  '1  teoremn 
generale  così  enunciato. 

£e  potnize  di  grado  pari  di  una  quantità  negativa  sono  poiitive  «  e 
quelle  di  grado  impari  negative. 

Questo  teorema  è  quasi  evidente,  riflettendo  alla  regola  de'  segni  della 
moltiplicazione ,  ed  in  vero  per  elevare  a  (^adrato  il  termine  negativo 
— a  si  fa  M  moltiplico — ax — a,  che  dà  il  prodotto +a*;  per  elevarlo  a 
cubo  si  moltiplica  +a*  per  — a,  e  si  ha  il  prodotto  negativo  — a^  ;  mol- 
tiplicando la  3*^  potenza  — a'  per  —a ,  si  forma  la  4*  potenza  positiva 
+a\  che  moltiplicata  per  —a  dà  là  tt""  negativa  — a^  ;  e  cosi  si  avranno 
alternatit amente  positive  tutte  le  poteYize  pari  e  negative  le  impari.  Ed 
esprimendo  '1  teorema  in  linguaggio  algebraico,  si  dice  essere  ( — a)**" 
— 4-o"™  e  ( — ^a)'"'—»— — a'"=*=*;  perchè  im  corrisponde  sempre  a  na- 
mero  pari  e  Sim-\-i  o  2m— 1  a  numero  impari,  e  ciò  qualunque  sia  il 
valore  che  si  assegna  a  m  (arit.  Append-  n.°  67,  1*^). 

SO.  Le  stesse  regole  di  mol tipi icaz iena  il  mezzo  ci  apprestano  di  for- 
mare le  potenze  di  un  polinomio  qualunque,  e  per  isco prime  la  legge  ci 
serviamo  del  binomio,  che  può  rappresentare  tutte  Tespressioni  algebrai- 
che  (n.°  Itf)  Si  consideri  adunque  il  binomio  della  forma  pib  semplice 
o  +  frf  0  si  debba  elevare  alla  2*^  potenza,  ciò  che  s'in-      a  j-     h 

dica  scrivendo  (a  +  i)*f  e  si  ha  (a-|-6)*  — (a+ò)(a4-6):      a  +-    b 

egli  è  chiaro  che  'I  prodotto  dì  a  +  h  per  a +6  corri-      o*-i-    «5 
sponde  ad  a*  +  2ab-i-b*,  e  cosi  ne  resulta  (a-fò)*  — a>  ab-^-b* 


+  8a^  +  &*.  a»  +  2ab  +  b* 

Traducendo  nel  linguaggio  comune  questa  formula  derivata  dalla  re- 
gola di  moltiplicare  tutti  i  termini  di  un  fattore  per  ciascun  termine  del- 
Taltro  (n.^  S3),  si  stabilisce  un  teorema  generale  così  espresso:  H  quor 
drato  di  un  binomio  qualunque  deve  contenere  tre  tefminit  che  sottb  ti 
quadrato  della  /*  parte,  il  doppio  prodotto  della  4*  parte  per  la  fT,  e  *l 
quadrato  della  2*  parte;  e  Tenunciazione  di  un  simile  teorema  forma  la 
regola  di  compendio  per  elevare  a  quadrato  qualsisia  polinonTio.  Difatto 
nel  caso  di  (5aS6+6a<c)^,  rappresentando  5aS6  la  1"^  parte  e  6tf*c  la  2% 
si  ha  (5<i36)*-h2xttaS6x6a*c  +  (6a'e)'-.25a66«-h60a»òc+36tt4c*;  nel 
caso  del  trinomio  a-\-b+c,  si  può  la  1*^  parte  esprimere  da  a+ò  e  la  2* 
da  e,  ed  in  forza  del  medesimo  teorema  del  binomio  si  deduce  (a-|-fr+c)*-* 
{a 4-  6)«  -h  %{a  +  ò)c  +  c«  —  a*  +  2<iò  +  6'  +  2ac  +  2òc  4- e',  che  sono  t  quor 
drati  delle  tre  parti  del  trinomio  a,  b,  e,  ed  i  doppi  prodotti  delle  parti 
preee  due  a  due;  e  nel  caso  del  quattrinomio  o+6-fc  +  c(  si  avrebbe 
(a+6-hc-hd)«  — (a+ò  +  c)*+2(a  +  ò-f  e)d+rf«  — a•+2a6+6•-^2ae-|- 
26<;+e•+2ad-{-2frd4'2cd+cf•,  che  sono  i  ^uadraft  delle  quattro  parti  ed 
i  doppi  prodotti  delle  parti  due  a  due;  ec.  E  si  mirabile  «riesce  la  pre- 
cisione della  lingua  algebraica,  che  tutti  questi  teoremi  particolari  si  com- 
prendono nell'unico  teorema  semplicissimo  del  binomio. 


I 


»5 
Oiservazioné,  Se  invéce  di  fare  il  moltiplico  di  a  +  6  per  a-^b  ti  fa 
quello  di  a-\-h  per  a — 6,  ne  resalta  'I  prodotto  a*+a6 — o*— 6»— a* — 6«; 
ciò  che  dà  laogo  al  seguente  teorema  :  La  somma  di  du9  quaniità  moL 
liplieaia  per  ia  loro  differenza  produce  la  differenza  de'  quadrati  delle 
eteue  quantità,  di  cai  si  fa  grandissimo  oso. in  algebra. 

81.  Proseguendo  colio  stesso  metodo»  si  debba  il  binomio  a+fr  eie- 
Tare  a  cubo,  lo  che  s'indica  con   (a  +  &)^»  s  si       a*'^fab-\-    b* 

ha  (a+  ft)*  -  (a+b)*  {a-\-b) - (a*+2aè+6«)  (a  +  b)       a -h  ft 

—  aS+3a*6'4-3aò«+(3,  chesi  riguarda  come  una       as+2a*fr+  ab*-\- 
formula  generale,  e  tradotta  nel  lingaaggio  or-  a«&+2al)>+6-^ 


dinario  dà  il  seguente  teorema  :  /{  ctiòo  di  un  crs  -f  3a>6  +  3a6'  +b^ 
binomio  contiene  quattro  termini ,  cioè  'l  cubo  della  /*  parte ,  il  triplo 
del  quadrato  deUa  4^  parte  moltiplicato  per  la  2*,  ti  triplo  della  1^  parte 
moltiplicato  per  lo  quadrato  detta  9^  parte,  e  *leubo  della  S^  parte;  eh' è 
appunto  la  regola  di  compendio  per  la  formaiione  del  cubo  di  un  poli- 
nomio qualunque,  e  per  trattenerla  nella  memoria  si  badi  bene  alla  for- 
ma del  2^  e  3*^  termine  eh' è  simmetrica,  cioè  si  prende  sempre ilfriplo 
del  quadrato  di  una  parte  moltiplicato  per  V altra  parte  semplice.  Cosi 
si  ottiene  per es.  (((as^f 6a>c}3-i(5a3()3+3(5aS&)*(6a«c)+3(5a3b)(6a«c)«+ 
(6a*c)s-t2«<i965+3(28a66«)  (6a'c)+3(«a56)  (36a4c*)  +  216a«c '-  125a96'+ 
490a^6*f+840a'&c^+2l6a(c3;  e  collo  stesso  ariìGzio  di  sopra  si  può  que- 
sia  formula  estendere  a'  polinomi.  Difalto  nel  caso  del  trinomio  a-{-b-\-e 
si  ha  {a+6+c)3-(a+-ft)8+3(a  +  6)«c  +  3(a+6)(j«  +  cS-a5  +  3a'6+3«6'+ 
èl+3a«c  +  6a6cH-36»c  +  3ac»  +  3òc»+c3,  cioè  oltre  o'  cubi  delle  tre 
parti  e  de*  $ei  termini  della  forma  simmetrica  già  stabilita  delle  parti 
preu  due  a  due  vi  si  com^irende  il  sestuplo  del  prodotto  di  tutte  e  tre 
le  parti. 

82.  Se  si  moltiplica  (a+6)^  per  a^b ,  si  forma  ja  4*  potenza  (ii+fr)4 
»a4  +  4aS6  +  6a*6*  +  4a63^54,  che  a  somiglianza  delle  precedenti  costi' 
taisce  una  formula  generale;  e  cosi  moltiplicando  la  4*  potenza  per  a+fr» 
si  ha  la  5*;  moltiplicando  la  5*  poteoz»  per  a+fr,  si  ha  la  sesta,  ec;  che 
•I  Tedono  qui  appresso  notate  sino  alla  10*. 
(fl+6)«  -as+5o46+10osò*-hl0o*65+5afc4+6s^ 

(a+b)6  -iaH(Wi5(+ltfa4ò*+20aSi34.i5a,fr4+eaM-f6<^, 
(a-|-6)7  •-a7H-7a66+21a56>+35a'»frs+35aSfr4+21o*M-{-7oft<^+fr7, 

(«+6)«  -a»+8a76-f28a66'+Wla565+70Ì46A+tt6fl»654.i8a**6+8flR'+>^ 
(a+6)9  -a9+9a86-|-36o''6*+84é|66i4-i26a56^+12lla^s+84a3à6  +  3(fci'*7 

■h9ab^+b9, 

(a+ò)'»— a<o+10a9fr-f-45a8i«+120a76S+2IOa6fr4+252a>òs+210a4ò^ 
H-120a367+45a«68H-10afc9+6  o. 

Ciascuna  di  queste  formule  dà  origine  ad  un  teorema  per  la  particolare 
potenza,  sebbene  l'impressioni  divengano  sempre  più  compiicale  ^o.me 
•Qffienta  1  grado  della  potenza,  e  per  ottenere  la  potenza  di  un  ^«Iq  grado 


.  1 


fa  d'uopo  conoscere  quelle  che  la  precedono;  per  lo  che  sarebbe  cosa  ot- 
timamente fatta  discoprire  la  legge  della  formazione  de*  successivi  ter- 
mini delle  diverse  potenze,  e  così  avere  un  teorema  generale  che  tulle  le 
comprendesse,  e  la  semplicilà  della  lingua  algebraica  ci  abilita  ad  una 
simile  ricerca. 

83.  Ed  in  vero  osservando  i  termini  delle  prime  dieci  potenze  del  bi- 
nomio a+&  già  calcolale,  si  scorge  che  '1 1°  termine  di  qualunque  di  esse 
è  a  coll'esponente  eguale, al  grado  della  potenza  cioè  a*  per  la  2"  po- 
tenza, as  per  la  3*^,  a^  per  la  4*^ a^o  per  la  10";  che  i  2"  termine 

racchiude  a  coll'esponente  minor  di  uno  del  grado  della  potenza  e  6  col- 
l'esponente  costante  1,  cioè  ah  per  la  2^,  a^b  per  la  3%  a^b  per  la  4*^ 

a9ò  per  la  10*'  potenza  ;  che  '1  3°  termine  si  forma  da  a  coll'esponente 
minor  di  dut^  del  grado  della  potenza  e  da  6  coll'esponente  costante 
du€  ,  cioè  da  a^^ò'— 6*  per  la  2^  potenza   (n.  27),  da  ah*  perla    3", 

da  a'^h*  per   la   4"  da   a^ò'   per  la  10*''  ;  e  così  gradatamente  gli 

esponenti  di  a  decrescono  di  uno  ne'  successivi  termini  della  medesima 
potenza,  mentre  quelli  di  h  crescono  di  uno^  finché  si  perviene  all'ulti- 
mo termine  formato  da  a  coll'esponente  zero  e  da  6  coll'esponente  eguale 
al  grado  della  potenza  cioè  dalla  sola  h  collo  stesso  esponente  della  po- 
tenza. L'espressione  di  questa  legge  riesce  assai  facile  nella  lingua  al- 
gebraica, conciossiachè  denotando  per  m  il  grado  della  potenza  ,  le  let- 
tere de'  successivi  termini  di  questa  potenza  m'i'na  dovranno  essere  a™, 
o^-'ò,  o™-«6»,   a"-363,  a""-46^,  a"'-5ft5,ec.  sino  all'ultimo 

Una  più  grande  attenzione  si  ricerca  onde  scoprire  la  legge  de*  coef- 
ficienti, che  non  corre  alla  mente  di  tutti  come  quella  degli  esponenti;  e 
per  tale  oggetto  conviene  di  contemplare  una  potenza,  che  racchiuda  un 
qualche  numero  di  termini  con  coefficienti  non  molto  grandi,  come  per 
cs.  la  5**  (o  +  6)S«a5  4-5a464-10a36»-f  10a»65  +  5a64  +  65. 

Senza  tener  conto  per  ora  del  coefficiente  5  del  2°  termine  eguale  al- 
l'esponente della  potenza,  ciò  che  pure  ha  luogo  nell'altre  potenze,  si  ri- 
ferisca '1  coefiìcienie  10  del  3^  termine  a'  numeri  5  e  4  scritti  nel  2*^  cioè 
al  coefficiente  ed  esponente  di  a  del  2°  termine;  ed  egli  è  facile  che  la 

5x4 
memoria  ci  ricordi— ^  —  10.   Riferendo   il  coefficiente  10  del  4^  termine 

a'  numeri  10  e  3  del  3®  qualificali  come  sopra,  chiaramente  si  scorge  la 

10x3 

proposizione      ^      —10;  pel  coeflSciente  5  del  5**  riferito  annumeri  10  e 

o 

10x2 
2  del  4"  si  ha — r —  —  5,  e  il  coefficiente  1  dei  6**,  eh' è  l'ultimo  termine 

»X1 
dipende  dai  numeri  5  e  1  del  5*^  mercè  la  proposizione — s — —  1*  Due 

adunque  sembra  che  fossero  le  operazioni  per  ottenere  i  coefficienti  dei 
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▼ari  termini  della  5*  potenia:  la  1*  eoDatste  nel  mo^ppUcare  il  coefficiente 
del  termine  che  precede  per  l'esponente  di  a  dello  stesso»  ch'è  uniforme 
per  tatti  I  termini;  e  la  2^  nel  dividere  il  prodotto  per  2,  per  3,  per  4» 
per  5,  secondo  che  si  vuole  ottenere  1  coefficiente  del  3**  termine,  del  4*, 
del  5*,  del  6^,  cioè  ti  divisare  eorriiponde  <U  numero  del  poeto  del  ter- 
mtne,  di  cut  $i  cerea  *l  coefficiente,  diminuito  di  uno,  o  con  altre  parole 
al  numero  del  posto  del  termine  precedente,  che  somministra  1  due  fat- 
tori del  prodotto;  e  *1  coefficiente  5  del  2*^  termine  si  comprende  sotto  una 
simile  forma,  come  quello  che  può  derivarsi  dal  prodotto  de'  numeri  1  e 

1X5 
5  del  1®  termine  diviso  per  1  o  sia  da  j  "^^«  Essendo  già  in  pos- 
sesso di  una  simile  forma,  ci  facciamo  in  1<*  luogo  a  provarla  nelle  po- 
tenze inferiori,  che  hanno- più  semplici  i  coelBcienti;  e  la  stessa  si  trova 
per  caso  vera  non  solo  nella  4*  potenza  ma  sì  bene  nella  3*  e  2'*:  im- 
perocché, cominciando  sempre  dal  3*  termine,  si  ha  per  la  4*  potenza  la 

«  .      *  *X3      .      «X2  4x1     '  .  3^2 

sene  de'  coeffieienii  -^  —  ^  t  -j-  —  4  ,  -^  —  1  ;  per  la  3*    a"— 3, 

3x1  2x1 

-r—  —  1,  e  per  la  2*  — j-  —  1.  Si  replica  in  2®  luogo  la  prova  nelle  po- 
tenze superiori  cioè  nella  6%  7*,  ec.  che  pure  si  verifica  pe'  coefficienti 

6x5  15x4 

di  tutti  i  termini  ;  così  per  la  6*  potenza  si  ha  — «—  —  15,  — -z —  —  20 , 

20x3  15x2  6x1 

-  -  V —  — 16,— r—  —  6 ,  — jT —  —  1,  ec.  DuBgue  la  legge  si  determinata  dei 

coefficienti  vale  al  certo  per  le  prime  10  potenze  di  a  +  6;  or  siccome  ha 
luogo  una  specie  di  simmetria  nella  formazione  delle  successive  po- 
tenze, procedendo  in  Riodo  uniforme  il  moltiplico  della  potenza  otte- 
nuta per  a +  6,  così  si  è  in  dritto  di  conchiudere  con  argomento  di 
analogia  che  la  legge  già  verificata  sino  alla  10*^  potenza  debba  ancora  esten- 
dersi all'altre  potenze  non  calcolate,  e  sia  perciò  una  legge  generale  per 
tutte  le  potenze.  Laonde  si  stabilisce  in  generale  che  qualunque  sia  U 
grado  della  potensa,  moUiplieando  'I  coeffUsiente  di  un  termine  qualunque 
per  V  esponente  di  a,  e  dividendo  questo  prodotto  pel  numero  eorrùpon- 
dente  al  suo  postOj  si  ottiene  'l  coefficiente  del  termine  seguente* 

84.  Traducendo  la  legge  de'  coefficienti  in  lingua  algebraiea,  possiamo 
render  completa  .l'espressione  de*  successivi  termini  della  potenza  msima 
del  binomio  a +6.  Ed  in  vero  ponendo '1  1°  termine  a"*  e '12^  ma"-*' fr, 
il  coefficiente  del  3^  deve  resultare  dal  prodotto  del  coefficiente  m  del  2^ 

m(m-^l) 
per  l'esponente  m-^1  di  a  diviso  per  2  cioè  da r ,.  in  seguito  di 

cai  si  scrivono  le  lettere  sopra  determinate  a'"-"6%  e  si  forma  il  3**  ter- 

m(ii^— 1)                                                                   m{m — 1) 
mine  — "r «■•-•*«.  Se  si  moltiplica  il  coefficiente s per  le- 

13 
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«  j.*  V.      .         .        «»(«t — 1)(m — 2) 
sfioiienle  m— 2  di  a  si  ha  '1  prodotto r -,  che  diviso  per  3 

fn(m — 1)(iw— 2) 
dà  'I  coeOlcieale ^ del  4»  (n."  36,  3**  e  4»)  ;  ed  uneodovi 


..'  -«  «i(iti— l)(m— 2) 

le  lettere  si  ottiene  il  4®  termine — -^ •  a" -'63.   Nella  ^essa 

3.3 


guisa  il  coefficiente  del  »•  termine  è     ^^^^^X^!^)  x??:i?  - 

2.3  4 
ni(m— l)(m— 2)(m^3) 
r-j^j ,  esprimendosi  il  5"  termine  completo  da 

tn  {m — i  )  (m— 2)  (m — 3) 

^"TT : o™-464;  nel  coefficiente  del  6"  termine  esisterà 

di  più  il  fattore  m — 4  al  numeratore  e  '1  fattore  5  al  denominatore,  e  vi 
saranno  le  lettere  a^^^^b^;  e  così  si  avranno  1  successivi  termini  con  un 
fattore  di  più  $otio  e  iopra,  che  resultano  tutti  di  forma  simmetrica,  al 
quale  oggetto  si  sono  più  presto  indicate  ch'eseguite  le  molliplicazioni. 
Ecco  distesamente  la  formula  generale  dello  sviluppo  della  potenza  msima 

del  binomio  (a+6)"— o"'+ina"»-«6+  -^-r — ^a^-'t 


m(m-l)(m— 2)                    m(m— l)(m— 2)m— 3) 
à ^«""-Hs+-i ^.3;^-^ ia-464 


m  ;m-l)  (m— 2)  (m— 3)  (m— 4) 
.  + c^  o  t  tt o^-sft»  +  ec.  ch'i  stata  scoperta  da  New- 

ton  e  perciò  si  dice  binomio  di  Newton;  e  questa  formala  generale,  ch'é 
si  elegante  e  semplice»  si  considera  come  un  teorema  fondamentale  del- 
l'algebra, la  cui  mercè  si  eseguiscono  tanti  calcoli  e  tante  dimostrazioni, 
cui  non  sarebbe  stato  giammai  permesso  di  pensare. 

Dall'  ispezione  di  ogni  termine  della  formula,  trattenendo  nella  memoria 
U  num$ro  del  posto  del  termine  precedente,  si  argomenta  formare  questo 
numero  l'ultimo  fattore  del  denominatore  e  l'esponente  di  &,  e  m  meno  lo 
stesso  numero  l'esponente  di  a,  come  per  es.  pel  5"  termine  si  deve  avere 
nella  memoria  il  numero  4,  e  poi  stabilire  4  ultimo  fattore  del  denoini- 
oatore,  4  esponente  di  b,  m-— 4  esponente  di  a;  e  1*  ultimo  fattore  del  nu- 
meratore si  compone  da  m  meno  il  numero  anzidetto  diminuito  di  1,  ch'è 
m — 3  nel  caso  del  5**  termine.  Laonde  se  si  vuol  fissare  l'espressione  ge- 
nerale di  un  termine,  che  ne  ha  un  numero  n  avanti  sé,  a'*'-"  6"  sarà 
la  forma  delle  lettere,  n  l'ultimo  fattore  del  denominatore,  m— (ti — 1)  — 
m — n-f-i  r  ultimo  del  numeratore,  e  quindi  '1  termine  di  posto  n  +  l  si 

ifi(m— l)(m— 2)(m— 3) (m+i— n) 

denoterà  da  — ''  ^—^ a" -»6». 

z  0.4       n 

Questa  espressione  s'indica  col  nome  di  termine  generale  della  formula 
del  binomio,  come  quella  che  ne  rappresenta  qualsisia  termine,  dando  '1 
valore  conveniente  a  n;. difatto  quando  si  prendono  per  n  i  successivi  va- 
lori 1,  2,  3,  4,  ce.  si  deducono  il  2"  termine,  il  3'',  il  4",  il  tf*",  ec. 


85.  La  forninla  sUbiUU  soppone  tnUi  e  due  posili ?i  i  termini  dei  bi- 
Domio,  che  se  noo  di  essi  come  per  es.  b  fosse  negativo,  allora  dovrebbe 
cangiarsi  il  segno  +  in  —  de'  termini  contenenti  cna  potenza  impari  di 
b,  restando  positivi  quelli  di  potenza  pari  (n.*^  78},  cioè  verrebbero  po- 
sitivi il  l*"»  d"",  tf**,  ec.  e  negativi  il  2<»,  4",  a*",  ec,  avendo  luogo  alter- 
nativamente  I  segni  -he — :  cosi  nel  esso  del  quadrato  si  avrebbe  {a — ()■ 

—  a* — %ab'{b^  o  sia  il  solo  2^  termine  negativo;  in  quello  del  cubo  (a«--&)' 

—  as^3a«6+3a6*-^^  o  sia  il  2^  e  4^  negativi,  ec.  Si  è  perciò  che  al- 
cuni hanno  costume  di  segnare  col  doppio  segno  :^  il  2°  termine  6  ed  I 
termini  di  posto  pari  in  questa  guisa  (ad=ò)°*  — a"* d: ma "*''&+  ec;  ma 
è  cosa  pia  cun veniente  di  riguardare  come  generale  la  formula  (a+b)^ 
»a'"+  ec.  e  di  farne  uso  in  tutte  le  applicazioni:  giacché  nel  caso  par- 
ticolare di  un  solo  termine  negativo  si  suppone  b  eguale  allo  stesso,  ed 
in  quello  di  tutti  e  due  i  termini  negativi,  cui  non  si  provvede  col  sistema 
del  doppio  segno,  tali  si  possono  suppore  a  eb;  allora  la  sola  regola  dei 
segni  delle  potenze t  o  questa  insieme  all'altra  della  moltiplicazione  de- 
terminerà il  segno  di  ciascun  termine  dello  sviluppamento  della  poteoia 
richiesta. 

88,  Per  fare  un'<ipplicazione  della  formula  del  binomio  proponghiamo 
I  seguenti  esempi. 

£j.  y.**  Si  debba  T  espressione  Am^n^-^Sn^p  elevare  alla  4*  potenza. 

Comparando  colla  formula  (n.^  83),  si  ha  a-«4msnS,  6  — 3n*p,  m  — 4; 
e  sostituendovi  questi  valori,  si  ottiene  (4msnS+3A*p)4  — (4msn3)4-i- 
4•3  4  3  2 
4(4mtn5)S(3n«p)-f -^(4m«n5)S(3nap)*  +  •yjp-(4m*fi3)(3n«p)5-f 

4.3.2.1 

-j-r-^(3n»p)4.  La  Stessa  forroola  ci  avverte  di  essere  già  pervenuti  al- 
l'nliiroo  termine,  perchè  il  suo  8**  termine  racchiude  il  fattore  m — 4  eh' è 
Mero  nel  nostro  caso,  e  quindi  il  8®  termine  si  riduce  a  zero,  ciò  che  ha 
pure  luogo  pe*  termini  ulteriori.  Effettuando  le  operazioni  sopra  i  coeffi- 
cienti e  le  potenze  indicate,  si  deduce  258m8n'«  T^4(84m6n9)(3n*Jl)  + 
8  (Ì6»i4  n*)  (9»i4p«)  +  4  (4m«  nS)  (27n6pS)  ^  81  n«/>4;  e  facendo  infine  le  mol- 
tipliaazioni  si  ha  (4m>nSH-8A«;i)4  — 288m^n**+788m^n>*p+884in4n>op« 
+  432m*  n9p5  +  Sin^p^. 
Es.  t.*  Si  cerca  la  6*  potenza  di  2e»d^ — 3od*. 
Operandoa  somiglianza  dell*es.  i^  si  ha  a  — 2c*d3,  (.— 3od',  m-i8; 
e  per  mezzo  della  sostituzione  {2c*di'^ed^)^'^{2c*d^)^'ht^{%D*d^)^ — 3ed«) 

5.4  5.4.3 

H-  —  (2c'd3j3(— 3c<<*)*  +  -j-j-  (2c»d3)«(—  3cd*)3  + 

5,4.3.2  5*4.3.8.1 

.h720e8d'S— 1080e7  (fi*  +  810e6ii"  — 243ec  (f  >o. 

87.  La  formula  generale  del  binomio  si  può  estendere  ad  un  polinomio 
qualunque  non  altrimenti  ebe  quella  del  qqadrato  e  del  cqbo  (numeri  79 


«00 

e  80):  così  Del  caso  del  trioomìo  o+ò+c  si  pOMono  i  primi  due  termiai 

a+fr  rigotrdare  come  la  1*  parte  del  binomio  e  1  8**  termioe  e  come  la 

m{m — 1) 
r^  parte,  e  quindi  si  ha  (a+6+cr-(a  +  6r+m(a+6)"-«c+ r — 


m(fii— l)(m— 8) 
(a+ft)"-*©*  +  -^ — Yà ^  (a+6r- 5  c*4ec;  se  colla  stessa  formala 


del  binomio  (n.®  83)  si  SYilappano  le  saccessire  potente  m, 
m — 3,  ec.  di  a+6,  e  si  fanno  le  moltiplicazioni  indicate,  allora  si  ottiene 
la  formala  generale  della  potenza  mtimtt  del  trinomio.  Se  poi  si  rolesse 
la  formula  generale  del  quattrinomio  a+h+e+d,  si  dovrebbero  t  primi 
tre  termini  considerare  a  gaisa  di  un  solo  e  stabilire  (a  +  6 -1- e  +  <f )*" 

m(fii— -I) 
-(a+6+cr+m(a+ò+cr-»<H- 5— (a+ò+c)"- «d^+cc  ;  e  svilup- 
pando le  potenze  m,  m — 1,  m — 2,  ec.  di  a+6+e  colla  formala  di  sopra, 
si  avrebbe  l'espressione  completa  della  potenza  m'»*"»  del  quattrinomio  ec. 
Noi  tralasciamo  lo  sviluppo  di  queste  formule  generali,  che  costituiscono 
una  specie  di  lusso  di  calcolo;  perché  ne'  casi  particolari  de'  polinomi 
si  può  benissimo  far  uso  dell'unica  formula  del  binomio  e  così  svilup- 
pare tutti  i  termini  della  potenza  richiesta ,  come  si  vedrà  nel  seguente 
esempio. 
£t.  S.^  Si  debba  elevare  i^ll^  4*  potenza  il  trinomio  2e(i*+3(f/^+  K/^'- 
Stabilendo  a— 2cd*+9d/''»&— 5/]^*»m^4,  si  sostituisce  nella  formula  del 
binomio ,  e  si  otUene  (  2cd'  +  Sd^-h  tifh*  )4  -  (  2cd*  +  Bdf^)^  +  4(2cd»  + 

3d^^)5(K/fc.)+  -^(2cd*  +  3dr»)«(8ffc*)*-f-  -^{ac***  +^P)  («/^')*  + 
4.3.2  1 

Si  devono  ora  colla  stessa  formula  del  binomio  sviluppare  la  4*,  3*, 
2*^  potenza  di  2cd*  +  3dfiy  supponendo  a  — 2c(i*,  h^Mf^,  e  m— 4 ,  3,  % 
successivamente;  ciò  che  dà  le  seguenti  espressioni  {%ed*^\-Mf^)^*^{%cd*)^-\^ 

JlQ  A'QQ  A9Q4 

4(2c(|.j3(3(/p)+-^(2cd»)*(3drs).+  —  (2cd*)(3d/'S)5+  -^^JJ- (Uf^)'^^ 

16c4d«  +  96c5rf7f  »+2l6c»rf«/'5  -f,  216cd5/^+8irf4/»*;  (2cd*+3rf/'5)a-(2c<f)5 

3  2  3  2  1 

+3(2cd*)*(3dp)  +  -^  (2cd»)(3rf/S)*  +  -^  (3dp)5  -*  8c5d«  +  36c«(i6/s  + 

»4cdV<^+  27(13^9;  (2c(i«  +3rf^S)*-  4c*d4  +  i%DÌ^fl\-U^f^. 

Sostituendo  questi  valori  nello  sviluppamento  superiore,  si  ha  (2cd>-)- 
8d/'S4.5f/i«)4-J0c4(f«+06c3d7/-3+216c"d6fK+216cdsf9+81<J4/'"+4(8cSd6 

H-  d^^d'fi  +  Mcd^f6+27dH9)  (5/'A*)+6(4c'd^4-i^c(i'/^+9d*r)(2»/^'>^)  + 
4(2cd«+3df5)(i25f»A6)+625/4M-«6c4rf«+96cSd''/5i+216c"d6/'6+216cd5/^ 
+  81d4/'«*  +  leOc^d^f^^  4. 720c«d5/'4A»  +  lOSOcdV^A»  +  540d3/'io^.  -f 
600c»d4^»fc4+  1800c</3/'5M  +  l3tfOdV«M  +  lOOOedV'^^  +  2500d/'«A6  4. 
625/4*8. 
88.  Frattanto  la  formula  generale  del  binomio  è  stata  da  noi  stabilita 
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con  un  argomenfo  a  posteriori  e  di  analogia,  altro  essa  non  esprime  che 
la  legge  de'  termini  delle  prime  dieci  potente,  e  ci  sembra  dov^r  essere 
qu^a  una  legge  generale  per  la  maniera  oniforme  con  coi  procèdono  le 
successi  Te  moltiplicazioni.  Or  siccome  si  fatte  dimostraiioni  non  Tanno 
a'  versi  de'  matematici,  che  si  appagano  soltanto  del  convincimento  del- 
l'assoluta impossibilità  dell'opposto  cioè  della  certezza  metafisica ,  cosi  è 
nostro  intendimento  di  stabilirne  la  ferità  con  un  artifizio  simile  a  quello 
già  posto  in  uso  nel  problema  12^  ;  per  lo  che  veniamo  provando  come 
posta  la  formula  della  potenza  mtima  si  deduca  quella  della  soguente 
m+l  subordinata  alla  medesima  legge.  «A  quest'oggetto  lo  sviluppo  della 
potenza  (a  +  ft)""— a^'  +  ma^^i^  +  ee.  che  segniamo  (M)  per  brevità  del 
discorso,  è  da  moltiplicarsi  per  a+b,  ciò  che  importa  la  moltiplicazione 
di  tutti  i  termini  prima  per  a  e  poi  per  6,  dovendo  corrispondere  la  som- 
ma de'  due  prodotti  parziali  al  prodotto  (a  +  à}"(a  +  à)i  — (a  +  ò)'"^'; 
e  noi  dimostreremo  essere  il  termine  generale  cioè  il  termine  del  posto 
n  +  t  di  questa  potenza  simile  in  forma  al  termine  generale  delta  potenza 
m^^'*^'  Gonciosslachè  nel  raolliplico  per  a  di  ogni  termine  della  formula  (M) 
cresce  soltanto  di  %mo  Pesponente  di  a,  rimaneqdovi  lo  stesso  coefficiente  e 
lo  stesso  esponente  di  b;  quindi  si  ha  'I  1°  termine  del  prodotto  a,^*Xa 
—a™***  S  e  dal  termine  n+1  della  formula  (M)  espresso  da 


**^"^*^ ^^'*^^**^^^J-o"-»6"  (n.«  85)  si  deduce  il  termine  n+l  del 

2     n 

!•  prodotto  parziale  « ^o""-"-*-'*".  Moltiplicando  di 

Jì    •••••        fi 

nuovo  ogni  termine  di  (Al)  per  6,  si  conserva  lo  stesso  coefficiente  ed  espo- 
nente di  a,  crescendo  solo  di  uno  l'esponente  di  b;  e  siccome  'I  termine 


«i(fii— l)....(m— {n— «)) 
ntimo  di  (M)  dev'essere  della  forma  ^    —      ni     ^""^  '*      ' 

cosi  It  termine  n*«iMO  del  2**  prodotto  parziale  resulta 

*""^^^ ^'"'T^*''a— 'f.-f.  cfc'è  .imil«  al  lermin.  »+l  M  i«. 

2     rt— 1 

La  riduzione  di  questi  due  termini  simili  dà '1  termine  n-f  1  della  for- 
muia  di  (a+fr)"**^  '  o  sia  '1  termine  generale  della  stessa,  ciò  che  si  ef- 
fettua colla  somma  de'  due  coefficienti ,  di  cui  '1  2*  è  fattore  del  1"*,  e 

,     m(m — 1) (m — (n — 2))/m — (n— 1)        \ 

quindi  si  ha  —  «     —  .        I h  *  )  ;  qoesta  espres- 

m^n — 1  )  m — n  -}-  i  -J-  n 

sione,  avendo  riguardo  all'oltìmo  fattore h  1  ^  ■ 

fi  H 

»+l     ,            ^    .    (m+l)m(m— l)....(m-(fi-2))  ^  „  ,        * 

— ,  si  converte  In  „ ,  -  -rt —  ;  dqnque  '1  termine 

fi  M        •••.        (Il-^ljfl 

fi-t-i  cioè*l  termine  generale  della  formula  {a  +  b)^^t  sarà  espresso  da 
(m-hl)m(in— lKm~-2)....  (in->n-t-2)    „    ,^  .„ 
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eh 'è  roriDtto  rispetto  alla  potenza  m+1  colla  stessa  legge  del  termine 
generale  di  (M)  rispetto  alla  potenza  m  (n."^  84),  come  si  fa  chiaro  sup- 
ponendo m+i— f*,  che  dà  m— H — l...m — 1— f^ — ^2...i»— ti+ì— f* — w-|-l, 
€  quindi  l'espressione  superiore  del  termine  generale  diviene 

f^(f*— i)«^g)(f*-3) (f^-n+1)   ^^^^^ 

2-3>4  •..••  fi 
simile  a  quella  della  Tormuta  (H).  In  questa  guisa  '11^  termine  dello 
sviluppo  di  (a+fr)"*--  >  corrispondo  al  1^  termine  del  I**  prodotto  parziale 
cioè  ad  a'"*^  ',  che  solo  rimane  primitivo,  ed  è  giusta  la  legge  del  bino- 
mio di  Newton,  e  gli  altri  si  formano  colla  stessa  legge,  come  quelli  che 
si  possono  dedurre  dal  termine  generale,  prendendo  successivamente  n~i, 
S,  3,  ec;  per  lo  che  lo  formula  del  binomio,  ch*d  stata  gii  espressa  per 
la  potenza  m,  dovrà  ancora  aver  luogo  per  la  potenza  m+1.  Ora  la  for- 
mula anzidetta  è  per  noi  metafìsicamente  certa  giusta  la  prova  fatta  sino 
alla  10"  potenza  cioè  per  m— 10;  ed  in  forza  della  dimostrazione  di  sopra 
Io  sarà  pure  per  la  11*;  1* ipotesi  di  m— 11  ci  fa  estendere  la  certezza 
alla  potenza  12*,  e  la  certezza  della  12*  ci  porta  a  quella  della  13*,  e 
cosi  di  seguito;  onde  si  ha  la  certezza  metafisica  del  binomio  di  Newton 
per  qualsisia  grado  di  potenza. 

89.  Prima  di  conchiudere  M  presente  articolo  stimiamo  pregio  delPopera 
di  rischiarare  certe  frasi  della  lingua  algebraica  rispetto  alle  potenrti,  che 
non  presentan  alcun  senso  intelligibile  ;  tali  sono  respressioni  segnate 
coir  esponente  xero  o  coiresponenla  negativo,  in  cui  s'iinbalie  l'algebri- 
sta facendo  de'  calcoli  o  sostituendo  nelle  formule:  imperciocché  l'espo- 
nente, come  quello  che  indica  grado  di  potenza,  dev'essere  di  sua  na- 
tura intero  e  positivo  ;  e  quindi  non  s'intende  affatto  '1  significato  del- 
r esponente  zero  o  negativo  nel  senso  di  potenza  cioè  della  potenza  zero 
0  negativa  di  una  quantità*  Noi  in  parlando  della  divistone  abhiam  fatto 
conoscere,  che  l'esponente  xero  apposto  ad  una  lettera  deriva  dalla  re- 
gola di  sottrarre  gli  esponenti  precisamente  nel  caso  di  dividere  una  let- 
tera con  un  dato  esponente  per  la  slessa  lettera  collo  slesso  esponente,  e 
siccome  la  teoria  della  divisione  ci  addita  essere  uno  il  quoziente  di 
qualunque  quantità  divisa  per  se  stessa,  cosi  si  è  stabilito  essere  la  let- 
tera coir  esponente  sero 'I  simobolo  dell'unità  (n.**  27}.  In  simile  modo 

si  può  ragionare  per  qoslsisia  espressione  algebraica  segnata  coll'espo- 

(a  -h  6)™ 
Dente  xero  come  per  es.  (o-fA)**,  essa  proviene  al  certo  da  .        .  „,  —  1, 

[d  T*  0) 

e  perciò  si  ho  (a+fr)°^l.  Ora  per  estensione  dì  linguaggio,  avendo  ri- 
guardo alla  segnatura  uniforme  degli  esponenti,  l'esponente  xero  si  dice 
Improprtamenle  potenza  xero,  e  '1  teorema  semplicissima  che  qualunque 
espressione  algebraica  coWesponente  xero  è  il  simbolo  deWunità  tradotto 
in  questo  linguaggio  improprio  dà  la  seguente  enunciazione  :  qualunque 
espreuione  algebraica  elevala  alla  polenxa  zero  è  eguale  ad  uno. 
Considerando  poi  gli  esponenii  negativi,  la  memoria  ci  ricorda  l'origine 
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delle  qiiantiUi  negative  in  algebra,  ch*è  apponlo  la  soUra«Àone  meccani- 
cainenle  eseguita  di  una  quantità  da  un'altra  minore  (n.°  17),  e  la  ra- 
gola  della  divisione  di  sottrarre  gli  esponenti  della  medesima  lettera  (nu- 
mero 27);^per  lo  che  subito  s'intende  non  poter  l'esponente  negativo  de- 
rivare che  dalla  divisione  di  una  lettera  con  esponente  maggioro  come 

a" 
per  es.  da  ^^^  •  nel  qual  caso  l'algebrista  sottrae  m^n  da  m,  ed  ot- 
tiene'1  quoziente  a"*"""'"'"— a""".  Si  può  intanto  evitare  una  simile  sot- 
trazione impossibile  e  quindi  '1  simbolo  dell'esponente  negativo,  sottraendo 
all'inverso  l'esponente  m  del  numeratore  dall'oltro  m-{-n  del  denomina- 
tore, come  si  è  già  insegnato  al  n.^  29,  ciò  che  si  riduce  a  togliere  il 
fattore  comune  a^  ed  a  scrivere  '1  fattore  1  sottinteso   nel    numeratore  ; 

«"  11 

allora  si  ottiene    ^^n  —    m^a^m  " "Ti »  ®  cosi  si    stabilisce  essere  '1 

1 
simbolo  a"^^  equivalente  a  —a*  Gii  stessi  principii  sono  applicabili  a  qua- 

(a+6)"» 
Sanque  espressione  algebraica,  essendo  per  esempio.    .ft%m4,u—  («  +  *)"'* 

—  r~TT7Sl  perciò  si  dice  in  generale  che  qualsia  quantUà  coWesponente 

negativo  è  *l  simbolo  di  una  frazione  che  ha  4  par  numeratore  e  la  eteua 
quantità  eoWtsponent^  positivo  per  denominatore.  E  siccome  la  denomi- 
nazione di  potenza  si  è  ancora  estesa  agli  es|iodenti  negativi,  che  si  di- 
cono Impropriamente  potenze  negative  ^  cosi  l'esposto  teorema  dà  luogo 
alla  seguente  enunciazione:  la  potenza  negativa  di  una  quantità  è  eguale 
all'unità  divisa  per  la  stessa  potenza  positiva  della  quantità  Improprio 
è  adunque 'I  linguaggio  di  potenza  zero  e  negativa,  di  cui  si  servono  i 
matematici  per  avere  una  nomenclatura  uniforme  in  riguardo  agli  espo- 
nenti, considerandoli  sempre  come  indici  di  potenze;  essi  ammettono  l'e- 
Dunciazioni  di  sopra  come  compendiose,  avendone  prima  determinato  il 
senso  proprio;  e  l'analogia  della  formazione  de'  saccessi  vi  termini  sì  delle 
potenze  positive  che  delle  negative  per  mezzo  della  formula  del  binomio 
giustifica  '1  sistema  adottato,  dimostrandosi  in  appresso  vera  la  formula 
nel  caso  di  m  negativa. 

Frattanto  si  noti  che  la  regole  date  per  gli  esponenti  positivi  conven- 
gono pure  a'  negativi,  cioè  si  sommano  e  si  sottraggono  gli  esponenti  ma- 
gativi della  stessa  lettera  nella  moltiplicazione  o  divisione,  e  si  moltipli- 
cano pel  grado  della  potenza  nel  caso  di  dovervi  elevare  i  fattori  litterall 

1       1 

forniti  di  esponenti  negativi:  conciossiachè  si  ha  a'''"xa'-°—  -^x-^^ 

1  i         i  n^  /4    \m 

1 

"  "IUTS""»  ■"'"";  e  le  medesime  regole  àttssistooo  ne|la  combinazione  de 


-a-"-" 


«      Ila"  /l  V 

•^  ««?«»"*        '  ^"^     ^       [a") 


a" 


i 

gli  espooeDti  negativi  •  positivi,  cBsendo  per  es.  a'°xa*'"  — a">  x  ""n  "" 

a'  o" 

90.  Dal  teorema  delle  potente  negative  si  dedoce  ona  regola  generale 

per  far  passare  nn  fattore  qaalonqoe  del  numeratore  nel  denominatore  di 

una  frazione  ed  all'inverso,  ciò  ch'è  qualche  volta  utile  ne'  calcoli. 

Si  consideri  per  es.  la  frazione  rrs:  essa  può  trasformarsi  io-r-X'Ti^; 

1  oc" 

ma  si  ha  ^  ^  rf*"";  dunque  la  proposta  equivale  ad  —  xd-*  — 

— r —  (n.®  36,  3),  e  cosi  *1  fattore  d"  del  denominatore  è  passato  a  fat- 
tore del  numeratore,  cangiando  il  segno  +  in  —  dei  suo  esponente.  Di 

ai         a 

più  la  frazione  proposta  si  può  mettere  sotto  la  forma  Tja  *  ^  *~  c-p^  • 

a 
c^"  — .  ,  ^^  (n.*  35,  4);  ed  io  questa  guisa  *1  fattore  e"  del  numera- 
tore è  passato  del  denominatore  coll'esponente  di  segno  contrario.  Onde 
può  anche  svanire  la  forma  frazionaria,  portando  tutti  i  fattori  del  deno-   * 

oc'*' 
minatore  nel  numeratore,  e  quindi  si  ottiene  .  .„  —  oò**' e"*  d"";  come 

pure  l'intero  può  prendfr  l'aspetto  di  frazione,  essendo  per  es.  oò"  — ^ 

a 

TZn»  Se  poi  la  data  frasione  contiene  fattori  eoo  esponenti  negativi  come 

oft-»» 
per  es.         's  »  può  aver  luogo  lo  stesso  passaggio ,  cangiando  il  segno 

—  in  +  de*  rispettivi  esponenti;  imperciocché  si  ha ;  d— **  — 

e 

aò-"    1        a6-"d»     a*-"      a  aia 


ed"©  ed-"       Cd-"  ed-»      6°'      cd-^'b'*'' 

Dunque  si  stabilisce  in  generale  la  regola  che  qualunque  fattore  può  pas- 
sare dal  numeratore  nel  denominatore  ed  alVinvertOt  cangiando  *l  segno 

del  suo  esponente;  così  si  ottiene  per  es.    ^  .    ,  — ^—^ — » 

a46*c5m— *      a^bc^ 

o-'òc-'m        m*  * 

ARTICOLO  II. 

Dell* estrazione  delle  radici. 

91.  Riguardando  ona  quantità  come  potenza  di  un  dato  grado,  ci  pro- 
ponghiamo  di  ritornare  al  fattore  da  cui  ha  potuto  aver  origine,  o  come 
dieesi  e<frar|^da  quella  quantità  la  radice  del  dato  grado:  cosi  l'estra- 
zione della  radice  2*  o  quadrata  di  una  data  quantità  si  ridoce  alla  ri- 
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cerca  di  un'espressione,  che  moltiplicata  per  se  stessa  prudaca  la  data 
quantità;  per  la  radice  3^  o  coba  l'espressione  ottenuta  moltiplicata  due 
volte  per  sfi  stessa  deve  produrre  la  data;  ed  io  generale  allorché  si  ri- 
chiede la  radice  infamo,  è  da  trovarsi  un'espressione  che  moltiplicata  m — 1 
volte  per  se  stessa  dia  come  prodotto  la  data  quantità.  Questo  articolo  è 
precisamente  l'inverso  del  1®,  in  cui  essendo  dato  il  fattore  si  cerca  la 
potenza;  per  lo  che  praticando  le  operazioni  inverse,  ci  verrà  fatto  di  sta- 
bilirne la  teoria  in  nn  modo  che  sia  generale. 

Gli  algebristi  per  indicare  l'estrazion  di  radice  fanno  uso  del  cosi  detto 
segno  radicale  {/  ch'è  la  lettera  r  un  po'  alterata  anzi  che  no;  scrivono 
sopra  lo  slesso  '1  grado  della  radico  da  astrarsi ,  che  dicono  indice  del 

S        4      *n 
radicale ,  cominciando  dal  3*^  in  questa  maniera  |/  »  \/  >  \/  cioè  radice 

3^f  4^^,  m""^,  intendendosi  pel  [/  senza  indice  la  radice  %'^  ch'è  la  più 

semplice;  ed  in  seguilo  chiudono  fra  le  due  parentesi  l'espressione  di  cui 

si  cerca  la  radice  come  per  esemplo  |/(4a''^),  {/{a^b^c^)^  y/ia-^h),  o  pure 

prolungano  al  di  sopra  il  segno  radicale  per  ricoprire  tutta  l'espressione, 

scrivendo  J^àa*b^^  f/^a^h^c^ ,  salvo  '1  caso  del  monomio  di  un  solo 
fattore  in  cui  si  scrive  \/a*>  \/Q>^t  ec. 

92.  Trattando  de'  monomi  ed  in  particolare  do'  loro  fattori  litterali,  si 
deve  ciascuna  lettera  col  suo  esponente  riguardare  come  potenza  dello 
slesso  grado  della  radice  che  si  cerca;  e  siccome  l'esponente  di  ogni  let- 
tera dovette  provenire  da  quello  del  fattore  o  sia  della  radice  moltipli- 
cato pel  grado  della  potenza,  cosi  si  otlieoe  T esponente  del  fattore,  di- 
videndo '1  dato  esponente  pel  grado  della  radice.  In  si  fatta  guisa  dalla 
regola  data  per. la  formazione  delle  potenze  dei  monomi,  che  consiste  in 
moltiplicare  gli  esponenti  rispettivi  delle  lettere  pel  grado  della  potenza 
(n.*^  77),  ^  deduce  l' inversa  che  per  eetrarre  la  radice  di  un  monomio 
$i  deve  dividere  V  esponente  di  ciascuna  lettera  pel  numero  del  grado  della 
radice.  Si  divideranno  adunque  gli  espuncnii  delle  lettere  per  2  nel  caso 
della  radice  quadrata,  per  3  in  quello  della  radice  cuba,  per  4  nel  caso 
della  radice  4%  ed  in  generale  per  m  ndl' estrazione  della  radice  msima. 

Stabilendosi  la  formula  f^a^^a"^. 

In  riguardo  a'  numeri,  che  servono  come  coefficienti  a'  monomi,  la  ta- 
vola a  pag.  92  ci  fa  conoscere  quelli  che{  hanno  radici  semplici  cioè  di 
una  cifra,  essendo  per  esempio  2  la  radice  quadrata  di  4,  la  radice  cuba 
di  8,  la  4*  di  16  ec.  3  la  radice  2*"  di  9,  la  3""  di  27,  ec...  9  la  radice 
3*  di  81,  la  3*  di  729,  ec;  ma  pei  numeri,  che  hanno  radici  composte  di 
due  o  più  cifre,  si  ricercano  de'  particolari  metodi  per  determinarle,  di 
cui  noi  ben  presto  daremo  la  spiegazione. 

Volendo  fare  1* applicazione  della  regola  stabilita,  si  cerchi  la  radice  qua- 
drata del  monomio  i%a'*b*c^:  la  memoria  ci  ricorda  essere  16  il  qua- 
drato di  4  0  ciò  ch'è  lo  stesso  4  la  radice  quadrata  di  16;  e  dividendo 

(  14 
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per  2  gli  espootnti  dellt  kU«rc,  si  ha  la  radica  ccràau  cqiraaaa  da  Wbw^; 
ed  una  tale  oparaciona  ai  paò  iodkara  in-qQesto  modo 

l/(i6a46»c«)— 4a  »  6  •  e  •  —  4a'6c». 
Sj  cerchi  la  radice  coba  di  27a3c<5:  essendo  27  la  3*  potenia  di  • 

tioè  3  la  radice  3'  di  27,  si  ha  v/(27aSc'S)  — 3aScS»3ac•;ecoln1e- 
lodo  istesso  si  oUerrì  {/ (025a4&8ci«}«i^tta4  64e4.5a6«c';  ec. 

93.  Il  segno  da  darsi  alla  radice  facilmenie  si  desorae  dal  teorema  dei 
segni  delle  potenze  (n.®  79),  ed  in  particolare  si  rifletta  che  devono  e»> 
sere  essenzialmente  positive  le  date  espressioni  di  cai  si  propone  ad  estrar- 
re una  radice  di  ^rado  pari;  giacché  qoalunque  sia  il  segno  di  una  quan- 
tità, positivo  cioè  o  negativo,  le  sue  potenze  di  grado  pari  sono  sempre 
positire.  Due  sono  adunque  le  radici  di  grado  pari  corrispondenti  alla  data 
quantità  positiva,  e  queste  resultano  dalla  stessa  espressione  con  segni 
differenti:  così  per  |/(1(ki4i>e6)  si  può  prendere  +4a*6cS  e  — 4a«6cS» 

ciò  che  s'indica  per  mezzo  del  doppio  segno  ±:  scrivendo  i/(10a46'c^) 

4 
—  db4a'òc':  a  \/  (6ÉSa4ò>c**)  convengono  egualmente  +  5aò*es  e  — 5a6'c^; 

ftffi 
ed  in  generale  dalla  formula  (±:d)  •"  — +  a»""  si  deduce  f^a^^-^^ia. 
Si  capisce  da  ciò  essere  un  simbolo  di  assurdità  Tespressione  della  ra- 
dice di  grado  pari  di  una  quantità  negativa,  implicando  contraddizione  la 
potenza  pari  negativa:  cosi  per  es.  \/ — a*  indica  un  assurdo,  perchè  nes- 
suna espressione  algebraica  moliplicala  per  se  stessa  può  dare  1  quadrato 

negativo  —a*,  e  lo  stesso  ha  luogo  in  generale  per  Tespressione  J^ — a*"*. 
Si  dà  il  nome  di  radici  o  di  quantità  immaginarie  a  simili  espressioni,  che 
l'algebra  ammette  fra  le  sue  frasi,  non  altrimenti  che  le  quantità  nega- 
tive; e  le  immaginarie  si  considerano  in  contrapposto- del  le  altre  quantità 
che  diconsi  reali.  Se  poi  la  radice  richiesta  è  di  grado  impari,  non  può 
mai  la  stessa  essere  immaginaria,  e  '1  suo  segno  è  analogo  a  quello  della 
data  quantità  o  aia  della  data  potenza,  perchè  le  potenze  impari  di  una 
quantità  negativa  resultano  negative;  onde  si  stabilisca  in  generale  dover 


essere 


^ainzbr.  ^  tf  e   ^— «•"=*=' 


Oi 


94.  La  stessa  indole  del  quesito  di  estrarre  la  radice  ci  rende  avver- 
titi non  essere  sempre  possibile  la  soluzione  esatU:  giacché  implicitamente 
si  suppone  la  quantità  una  potenza  esatta  di  quel  grado,  ed  una  simile 
condizione  è  assai  limiuia;  perciò  quante  volte  essa  non  si  veriGca,  im- 
possibile riesce  1  ritrovar  la  radice.  JralaSclando  per  era  di  parlar  dei 
numeri,  di  cui  faremo  un  articolo  a  parte,  dalla  regola  già  daU  degli  espo- 
nenti si  capisce  che  per  assegnarsi  la  radice  di  un  monomio  è  giocoforza  che 
r esponente  di  ogni  lettera  sia  moltiplica  del  grado  della  radice;  giacché 
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in  caso  diverso  la  divisioDe  prescritta  non  soecede  esatta,  e  quindi  non 
possono  per  le  lettere  della  radice  determinarsi  i  rispettivi  esponenti  in 
nameri  interi,  che  soli  hanno  un  senso  chiaro  ed  intelligìbile,  corrispon- 
dendovi un'operazione  aritmetica  sempre  possibile  (n.'^  tf).  Allorché  si  ve- 
rifica questa  circostanza,  si  denota  la  radice  cercata  per  mezzo  del  segno  1/, 
dandosi  U  nonie  di  quantità  radietUe  o  irrazionale  ad  una  simile  esprejs- 
stona  in  contrapposto  delle  altre  che  diconsi  razionali;  e  si  può  ottenere 
un  altro  simbolo  algebraico  delle  quantità  irrazionali,  indicando  la  divi- 
sione degli  esponenti  con  uqa  frazione,  di  cui  *1  numeratore  corrisponde 
all'esponente  proprio  della  particolare  lettera  e  il  denominatore  al  grado 
dèlia  radice.  Se  si  cerca  per  es.  la  radice  quadrata  di  aò,  essa  non  può 

assegnarsi,  e  sì  scrive  la  quantità  rcufo'caje  T^oò  con  sottintendervi  il  dop- 

II  3      t      5 

pio  segno  ±z  o  V  irrazionale  a*  b*  ;  similmente  si  ha  y"  {a^he^ì^a"*  ò  *■  «"*, 

5  liti  ì     i     ì 

|/(a*6c*)— «5  65  c3,t/(a*64e*)— a»ò  5c5,  ec.  Così  prendono  origine 
in  algebra  gli  esponenti  frazionari,  che  denotan  sempre  una  radice  da  estrar- 
re, di  cui  il  grado  é  espresso  dal  denominatore,  formando  I  numeratore 
l'esponente  della  quantità;  si  estende  ancora  ad  essi  per  uniformità  di 
llogoaggio  la  denominazione  di  potensa,  dicendoli  poUnxe  fratte^  cioè  si 

riguarda  l'espressione  generale  v/(a+6)"' come  identica  all'altra  (a +  6)^ 

cioè  alla   potenza  —  di  a +6;  e  la  formula  del  binomio  di  Newton  ,  cir^ 

pure  vera  nel  caso  dell* esponente  fratto,  come  sarà  in  appresso  dimostrato^ 
giustifica  una  tale  nomenclatura. 

£  qui  si  noti  che  fra  le  stesse  quantità  radicali  fa  d'uopo  distingocro 
le  immaginarie,  cioè  quelle  con  indice  pari  che  racchiudono  quantità  ne- 

•m 

gative  isolate  come  per  es.  f^ — a,  o  ehe  tali  dlrengono,  assegnando  i 
particolari  valori  numerici  alle  le^ere,  e  ciò  in  contrapposto  alle  altre  che 
si  dicono  reali.  I  radicali  immaginari  si  riguardano  sempre  come  simboli 
di  assordita,  ancorché  respresaioni  sotto  i  segni  fossero  Indipendente- 
mente dal  segno  —  potenze  pari  esatte  (n.°  93);  mentre  quelli  reali  sono 
capaci  di  valori  approssimati  e  qualche  volta  esatti ,  quando  si  sostitui- 
scono i  numeri  invece  dell»  lettere,  come  si  vedrà  neU^art.  ut*  di  quo* 
sto  capo. 

95.  Alcune  volte  si  può  eslrarre  la  radice  di  uno  a  più  fattori  della 
data  quantità,  e  siccome  la  radice  richiesta  dev'essere  il  prodotto  delle  ra- 
dici di  ciascun  fattore ,  perciò  si  estrae  la  radice  di  quei  fattori  che  la 
somministrano,  si  lasciano  gli  altri  sotto  il  segno  radicale  o  cogli  espo- 
nenti frazionari,  e  quindi  un'espressione  algebraica  ne  resulta  in  parte 
fa|ional.e  ed  in  parte  irrazionale:  cosi  la  quantità  |/(a36e>)si  scompone 
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in  i/  (a>  abe^  e) ,  ed  estraendo  la    radice  dei  fattori  a^  e  c^ ,  si  ottiene 

3i5iff  III 

^/  (a*  M)  —  ac*\/{ahe)  o  pare  a*6*c*—  a'     "ò^c*  — oe'a  >  ò"*  c^, 

S  3 

e  per  l'altra  {/  {a*Hc^)  si  dedace  T espressione  equivalente  \/  {a*b^bc^e*) 

5  1    i    t       1   1^2   t  +  L  111 

—  6c\/(a*6c')  0  pure  a^  b^  e  ^  '^a^  b      Se      ^  —òca  3  6  3  «s.  Questa 

scomposizione  si  può  esrendere  a'  coeflìcienti,  quando  essi  comprendono 
de'  fattori  che  sono  potenze  esatte;  come  per  es-  \/  {32a^b^c'd)  per  ra- 
gione del  coefficiente  32  —  2.16  si  riduce  a  Aa^  bc*\/  [2bcd).  Del  resto  le 
quantità  radicali  o  irrazionali  vanno  soggette  alle  regole  del  calcolo,  di 
cui  noi  in  appresso  daremo  lo  sviluppo. 

Eitraxione  della  radice  quadrata  de*  polinomi. 

96.  Stabilite  le  regole  per  la  radice  de'  monomi,  ci  facciamo  a  deter- 
minare quelle  de'  polinomi,  cominciando  dal  caso  più  semplice  cioè  dalla 
radice  quadrata.  E  si  noti  da  prima  dover  essere  almeno  un  trinomio  l'e- 
spressione proposta  per  estrarne  la  radice ,  perché  tre  termini  appunto 
racchiude  '1  quadrato  del  binomio  (n.°  80);  quindi  è  certamente  irrazio- 
nale la  radice  2^  di  due  termini  qualunque,  ancorché  presi  isolatamente 
fossero  quadrati  perfetti  come  per  esempio  V/(a^+6«},  non  trovandosi 
espressione  algcbraica  che  moltiplicata  per  se  stessa  desse  a*  +  b*.  La 
data  espressione  può  essere  ancora  di  sei  termini  per  ragione  de*  sei  ter- 
mini compresi  nel  quadrato  del  trinomio  ,  n  di  dieci  termini  che  aliret- 
tanli  ne  contiene  '1  quadrato  del  quattrinomio,  ec;  così  dalla  semplice  ispe- 
zione del  numero  de*  termini  si  può  in  molti  casi  con  certezza  argomen- 
tare r  irrazionalità  della  radice  cercata. 

La  formula  (a-|-ò)*  — a*4-2a64-ò*  (n.^  80)  chiaramente  ci  manifesta 
il  metodo  per  ritornare  dal  dato  quadrato  a>  +  2afr  +  ò*  alla  sua  radice 
it  +  b:  conciossiachè  dopo  di  aver  ordinato  a  cagion  di  es.  per  a  la  data 
espressione  il  1°  termine  a*  dev'essere  '1  quadrato  della  1*  parte  del  bi- 
nomio ;  perciò  estraendone  la  radice  giusta  'l  dettato  del  n.^  92 ,  si  ot^ 
tiene  l'anzidetta  1*^  parte  espressa  da  a.  Sottratto  '1  quadrato  a'  di  a  dalla 
data  espressione,  si  ha  '1  1®  residuo  2afr-ffr*  ordinato  ancora  per  a,  di 
cui  il  1^  termine  2ab  deve  corrispondere  al  doppio  prodotto  della  1"  per 
la  2*^  parte;  e  divìdendo  2a6  pel  doppio  della  i'^  parte  a  cioè  per  2a,  si 
deduce  come  quoto  la  2^  parte  6.  Si  moltiplica  a  somiglianza  della  di- 
visione il  quoziente  b  pel  divisore  2a  per  formare  i  prodotto  2a6,  e  sic- 
come ci  ha  an  3^  termine  nella  data  espressione  corrispondente  al  qua- 
drato della  2*^  parte,  così  si  forma  '1  quadrato  b*  della  2*^  parte  6  già 
trovata,  e  si  sottraggono  dal  1**  residuo  questi  due  termini  2ab  +  b*.  Es- 
sendo sero  'l  residuo  di  una  tal  sottrazione,  si  capisce  essere  stato  com- 
piutamente distrutto  il  dato  quadrato,  e  la  sua  radice  esprimersi  dal  bi- 
nomio a-\-b.  Invece  di  raccomandare  alla  memoria  la  formazione  del  qua- 
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|/(a'+3a6+fr')""a-i-fr  drato  6^  si  paò  contrarre  l'abito  di  8cri>-«re  il  quo- 
ti* ziente  +b  allato. del  divisore  2a,  e  poi  moliipli- 
0+2a6+6*  I  2a+b  ^^^^^  come  nella  divisione  per  2a  +  b,  ec-  In  que- 
4-2a6-4-&*  ^^"  guisa  rolla  scoria  del  teorema  sul  quadrato  del 

-II Z —  binomio  sinmo  reliceroenle  giunti  a  discoprire  il 

0      ^  niciodo  dell'estrazione  della  radice  che  resulta  di 

due  termini,  e  possiamo  in  generale  esprimerlo  nel  modo  seguente:  Or- 
dinati i  termini  della  data  espressione ,  si  estrae  la  radice  del  /^,  e  ii 
ottiene  la  4^  parte  cercata^  di  evi  si  forma  7  qvadrato  per  sottrarsi;  il 
i^  termine  del  residuo  si  divide  pel  doppio  della  radice  trovata,  e  '(  ^uofo 
eeprinte  la  2*  parte  che  si  nota  in  servito  della  /"  ed  ancora  alìeito  del 
divisore  ;  e  sottraendo  oltre  al  solito  prodotto  del  quoMiente  pel  divisore 
queUo  del  quosiente  per  se  stesso,  ei  ottiene  in  fine  'l  r$$idìto  zero.  Fa- 

i/(16a4«>— 24aS6Se-|.9a'(6).4a'*c— 3a(3  ceodo  T  applicazione  di  questa 

10a4e«  regola  all'espressione  i6a^c* — 

— :;^ ft«  xir    .  ft  .w  I  o  «      «  L<  24a563c4-9a*6«  già  ordinata  per 

0      --24«»fc+0«»*t  •  8«'<^-3»^*  a,  se  ne  trova  la  radice  quadrala 

T^"_r!5±?"±  espressa  dal  binomio  4a«c— 3a*s 

0            0  col  2**  termine  negativo  (n.*"  8tt). 

97.  Se  la  data  espressione  contiene  sei  termini,  la  sua  radice  dev'es- 
sere un  Irioomio,  e  '1  metodo  di  estrarla  ci  vien  sommioistrbto  dalla  for- 
mula (a  +  fr  +  c)«— (a+ft)»  +  2(a  +  ò)e  +  c*  del  n.**  80.  Ed  in  vero  si  pos- 
sono i  primi  due  termini  a-i-6  ritrovare  col  metodo  di  sopra,  •  distrog- 
gendo  il  loro  quadrato  cioè  (a-f  6}*,  si  ha  il  residuo  Z{h-\-b)e -^ e*;  allora 
|a  divisione  di  2(a-f^)o  per  2(rf-f  ò)  deve  dare  come  quoziente  il  3®  ter- 
mine e.  Moltiplicando  '1  quoziente  e  pel  divisore  2{a-^b) ,  e  facendone  il 
quadrato  e*,  la  sottrazione  di  questi  termini  dà  1  residuo  «ero;  e  cosi  il 
dato  quadrato  è  totalmente  distrutto. 

Sia  per  es.  data  l'espressione  16a4— 40aS64-25a'6*+64a*6c — 80a6e*+ 
tAbjc*i  ordinando  per  a,  si  trovano  i  primi  due  termini  della  radice  4a'— ttaò» 
di  cui  il  doppio  8a* — iOab  forma  '1  divisore;  e  dividendo  il  1**  termine 
64a*6c  del  2""  residuo  pel  1"*  termine  Sa*  del  divisore,  si  pttiene  -^Sbc 
ch'è  il  3^  termine  della  radice.  Si  moltiplica  in  Gn6  9he  pel  divisore  e 
per  se  stessocloè  per  Sa*— 10a6+8òe;  e  sottraendo  questo  prodotto,  si 
ha  '1  residuo  zero:  dunque  la  radice  dell'espressione  proposta  è  '1  trino* 
mio  4o« — 5a&-h86c. 

Se  'I  dato  quadrato  è  formato  da  dieci  termini,  la  sua  radice  è  ud  qaal- 
h'inomio,  e  si  argomenta  dalla  fbrmula  (a+ò+c+^I)*— (a+ò4'C)*-H2(a-|- 
b+c)d-i'd*,  che  dopo  di  averne  trovato  i  tre  termini  a-^b+e  col  metodo 
di  sopra  si  conosce  '1  4^  d  mercè  la  divisione  del  residuo  per  8(a-h6+c}, 
dovendosi  in  seguito  sottrarre  il  prodotto  del  quoto  pel  divisore  e  per  se 
stesso  cioè  2(a+6-i-c)ci{+c{*  onde  ottenere  il  residuo  jrero.  Si  può  adunque 
stabilire  in  generale  che  ad  eccezione  del  f"  tutti  gli  aUri  termini  detta 
radice  si  trovano  per  mezzo  della  divisione,  prendendo  come  divisore  il 
doppio  della  radice  già  determinata;  e  che  sempre  oltre  al  prodotto  del 
quoziente  pel  divisore  si  deve  sottrarre  *l  quadrato  del  quoziente- 
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MttrtufUné  dMi  radiei  quadraiB  d$"  niimen. 

98.  La  memoria  et  ricorda  i  quadrati  de'  numeri  semplici ,  e  '1  più 
f  rande  di  essi,  cb'è  81  quadrato  di  9,  non  resulta  che  di  duo  cifre;  così 
tappiamo  bene  sul  momento  determinare  la  radice  esatta  di  un  numero 
di  due  cifre  o  quella  del  massimo  quadrato  che  vi  si  comprende:  ma  ciò 
non  è  praticabile,  quando  i  dato  numero  contiene  più  di  due  cifre;  onde 
un  metodp  si  cerca  per  estrame  la  radice  in  modo  sicuro,  e  questo  me- 
todo può  derivarsi  dal  noto  teorema  del  quadrato  del  binomio.  Ed  in  vero 
potendosi  qualunque  numero  scomporre  in  diecine  ed  unità ,  il  suo  qua* 
drato  si  deve  formare  a  somif^ltanza  di  quello  del  binomio  a+ò,  rappre- 
sentando per  a  il  numero  delle  diecine  che  termina  con  uno  zero  e  per 
h  l'altro  delle  unità;  quindi  si  hanno  i  tre  soliti  termini  cioè  il  quadrato 
delle  diecine  che  termina  con  due  zefi,  il  doppio  prodotto  delle  diecine 
per  le  unità  che  termina  con  uno  zero ,  e  i  quadrato  delle  unità.  Così 
per  es.  nel  caso  del  numero  86  si  ha  a— 80,  ò— 6,  e  85* «80x80+2x80 
+  6x6^6400+900  +  30—7396,  come  si  avrebbe  avuto  coirunieó  pro- 
dotto 86x86.  Or  sebbene  i  tre  termini  si  confondano  nella  somma  7396, 
pure  si  può  stabilire  con  certezza  i*  che  le  ultime  due  cifre  sigoiicative 
96  del  numero  7396  non  fan  parte  del  quadrato  delle  diecine,  cui  si  ap- 
partengono essenzialmente  due  zeri  negli  uHimi  due  posti;  2*^  che  l^ulti- 
na  cifra  significativa  6  del  numero  non  fa  parte  del  doppio  prodotto  di 
diecine  per  unità,  dovendo  essere  zero  la  sua  ultima  cifra;  e  questa  cir- 
costanza degli  zeri  finali  dà  l'agio  di  applicare  a'  numeri  il  metodo  alge- 
braico  dell' estrazion  di  radice,  perchè  in  certo  modo  permetto  ài  distin- 
guere i  tre  termini ,  che  si  presentano  a  prima  vista  confusi  in  unica 
espressione.  Così  volendo  estrarre  la  radice  di  7396,  si  deve  giusta  il 
metodo  del  n.®  96  trovar  quella  del  1^  termine  cioè  del  quadrato  delle 
diecine,  di  cui  le  cifre  significative  sono  certamente  comprese  in  73;  ma 
il  massimo  quadrato  contenuto  in  73  è  appunto  64,  ohe  ha  8  per  radice; 
dunque  8  è  la  cifra  delle  diecine  della  radice  cercata,  e  si  ha  la  1^  parte 
a— 80,  come  se  si  avesse  operato  sopra  '1 1®  termine  a«-^400.  Sottraendo 
il  quadrato  64  di  8  da  73,  si  ha  *1  residuo  9,  ch'è  '1  riporto  del  2^  ter- 
mine cioè  del  doppio  prodotto  delle  diecine  per  le  unità,  allato  di  cui  si 
scrive  la  sola  cifra  9  per  formare  99,  ed  in  queste  sole  possono  conte- 
nersi le  cifre  significative  del  2°  termine;  per  lo  che  dividendo  99  per  16 
doppio  della  cifra  8  delle  diecine,  il  quoziente  6  viene  a  denotare  la  cifra 
delle  unità,  cioè  si  conosce  la  2*  parte  òi«6.  Se  si  moltiplica  6  per  16 
come  nella  divisione  ordinaria,  si  ha  '1  prodotto  96,  che  sottratto  da  99 
lascia  'I  residuo  3  riporto  del  3^  termine  o  sia  del  quadrato  delle  unità, 
f  scrivendovi  allato  l' ultima  cifra  6  dei  dato  numero ,  si  forma  36  che 
denota  '1  3**  termine  ;  perciò  sottraendo  il  quadrato  36  di  6  si  ha  il  re- 
tiduo  zero.  Vale  adunque  come  se  si  avesse  operato  sopra  i  due  termini 
del  1*  residuo  2aò-960,  6*-36,  e  diviso  2aò  per  2a-^l60,  o  ciò  che 
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lo'stetto,  06  per  it,  tC;  q^ìnAi  si  coooiiladt  esMrt  a+è— 80+6— 86  It 
radice  cereala  del  numero  7306. 

i/73)06-»86        Nella  pratica  si  separano  le  ultime  due  cifre  con  naa 
64  virgola»  e  'ì  numero  proposto  resta  diviso  in  due  periojfi; 

00  1 16       si  nota  la  cifra  8  della  radice  dei  massimo  quadrato  64 
0^  compreso  nel  1"  periodo  73  >  e  la  sottrazione  di   queste 

36  quadrato  64  da  73  dà  M  residuo  0  ;  si  abbassa  allato  del 

^  residuo  0  la  1*  cifra  del  2**  periodo,  eh'è  0,  onde  formare 

0  il  dividendo  00 ,  e  si  prende  per  divisore  '1  doppio  della 

cifra  trovata  8  cioè  16;  Il  quoziente  6  di  00  per  16  esprime  la  3^  cifra 
della  radice ,  che  si  scrive  in  seguito  della  1*  8  ;  si  moltiplica  il  quc^ 
Biette  6  pel  divisore  16,  il  prodotto  06  si  sottrae  da  00,'  e  si  ha  '1  resi- 
duo 3;  allato  vi  si  abbassa  T  ultima  cifra  6  del  2^  periodo  i  e  si  forma 
36,  da  cui  si  sottrae  II  quadrato  36  della  stessa  cifra  6  del  quoto,  e  si 
ottiene  '1  residuo  xtro. 

E  qui  si  noti  che  le  ulilme  due  sottrazioni  a  quella  si  riducono  della 
somma  de^  due  prodotti  6x160 -f  6x6  o  sia  dell' unico  prodotto  6x166 
dal  numero  006  formato  dal  1*^  residuo  0  e  dalle  due  cifre  00  del  2®  pe- 
rìodo; per  lo  che  dopo  di  aver  trovatoci  quoziente  6  si  può  immediata- 
mente abbassare  rulliroa  cifra  6,  e  dal  numero  006  sottrarre  il  prodotto 
consecutivo  del  quoziente  per  se  slesso  e  pel  «divisore.  Anzi  per  non  rac^ 
V/ 73,06— 86  comandare  questa  moltiplicazione  alla  memoria  si  prende 
64  l'abito  di  scrivere  la  cifra  del  quoziente  6  allato  del  di- 

996  I  1646     visore  16,  frapponendovi  un  punto  16.6,  e  di  moltiplicare 
006  In  seguito  il  quoziente  6  pel  numero  totale  166  conside- 

ro rato  a  guisa  di  divisore ,  non  altrimenti  di  ciò  che  si  è 

prescritto  per  la  formula  algebraica  (n.^  06)  ;  e  quindi  sottraendo  6x 
166—006  da  006,  si  ottiene  '1  residuo  jiero  come  sopra. 
1/^73  06—86  ^  ^^  ^'  ^^  ^*  sottrazione  a  memoria  sì  del  quadrato 

0  06  I  16.6    ^  cbe  del  prodotto  006  come  nel  compendio  della  divi- 
000  sione  (aritm.  n*®  54),  Toperazione  diviene  più  semplice. 

00.  Riflettendo  al  metodo  già  esposto,  si  vede  che  le  cifre  signiGcative 
del  1°  termine  cioè  del  quadrato  delle  diecine  possono  essere  uiiitOjal  ri- 
porto del  2®  termine  cioè  del  doppio  prodotto  delle  diecine  ppr  le  unità, 
e  le  cifre  significative  del  2°  termine  possono  presentarsi  insieme  col  ri* 
porto  del  3**  0  sia  del  quadrato  delle  unità,  il  quale  riporto  qualche  volta 
fa  crescer  di  tino  '1  numero  del  1^  periodo;  quindi  per  essere  sicuri  del 
metodo  fa  d'uopo  conoscere  rinfluenza  di  questi  riporti,  e  noi  diciamo  In 
1*  luogo  che  'I  riporto  del  3''  termine  sopra  '1  2"  e  l' altro  del  2^  sopra 
il  1<*  non  valgono  ad  alterare  la  cifra  delle  diccihe  della  radice.  Goncios- 
siachè  si  supponga  'I  caso  più  favorevole  all'errore,  eh*  è  quello  della  ci- 
fra 0  delle  unità,  e  si  prenda  come  cifra  di  diecine  successivamente  1, 
8,  3....0,  si  abbiano  cioè  i  numeri  10,  20,  30.. .00,  cui  corrispondono  le 
somme  del  t*  e  3*  termina  261,  441,  621,  801,  081,  1161, 1341, 11(21» 
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1701;  cost  si  hiQDO  i  i1porl4  2,  4,  6,  8,  9.  11,  13,  Itf,  17,  che  aggiunti 
ai  quadrati  ì,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  danno  i  seguenti  numeri 
3,  8,  15,  24,  34,  47,  62,  79,  98,  e 'nessuno  di  essi  giunge  al  quadrato 
della  cifra  segneote  2,  3,  4.... 10.  Dunque  'I  massimo  quadrato  contenuto 
nel  numero  del  1*  periodo  dere  certamente  corrispondare  a  quello  della 
cifra  delle  diecfne,  e  così  la  sua  radice  esprime  la  giusta  cifra  delle  die- 
cine. Il  riporto  del  3®  termine  sopra  'I  2**  può  alterare  il  quoziente  * 
che  corrisponde  giusta  '1  metodo  alla  cifra  delle  unità ,  e  difatto  V  altera 
nel  caso  di  essere  l'anzidetto  riporlo  eguale  o  maggiore  del  divisore,  che 
è  'I  doppio  della  cifra  delle  diecine  ;  ma  noi  diciamo  in  2**  luogo  che  lo 
stesso  metodo  ci  guida  in  simile  caso  a  rettificare  V  errore ,  dandoci  la 
giusta  cifra  delle  unità.  Giacché  allora  '1  residuo  della  divisione  insieme 
coirultima  cifra  del  2*  periodo  un  numero  somministra  minore  del  qua- 
drato del  quoto,  ed  impossibile  riesce  Tultima  sottrazione;  onde  i  calco- 
latore di  ciò  avvertito  diminuisce  successivamente  di  uno  la  cifra  del 
quoto ,  ripiglia  sempre  la  prova ,  e  così  perviene  a  fissar  la  vera  cifra. 
Ed  a  quest'oggetto  conviene  di  non  iscrivere  immediatamente  al  posto 
delle  unità  della  radice  la  cifra  del  quoto ,  ma  di  farne  prima  mental- 
mente la  prova,  ciò  ch*é  assai  facile,  come  si  vedrà  nell'es.  seguente- 
Si  debba  determinar  la  radice  di  289.  Separando  le  due  ultime  cifre , 
V/ 2,89— 17  il  ^^^  periodo  resulta  dalla  sola  cifra  2,  e'I  massimo  qua- 
1  89  I  2.7  drato  compreso  in  2  è  1,  che  ha  1  per  radice;  la  sottrazione 
0  00  |]ei  quadrato  1  da  2  lascia  M  residuo  1 ,  ed  abbassando  la 

1^  cifra  8  del  2"  periodo,  si  forma  il  dividendo  18,  cui  corrisponde  il 
divisore  2  doppio  della  cifra  trovata  1.  Dividendo  18  per  2,  si  ha  1  quoto 
esatto  9,  e  non  rimane  che  T  ultima  cifra  9  del  2"  periodo  pel  quadrato 
delle  unità  espresso  da  81;  perciò  si  diminuisce  di  1  il  quoto,  dicendolo  8. 
Il  prodotto  16  di  8  per  2  sottratto  da  18  lascia  '1  residuo  2,  e  si  ha  29 
minore  del  quadrato  64  di  8  ;  si  fa  un'altra  diminuzione  di  1 ,  riducen- 
dolo  a  7,  e  la  prova  dà  49  come  quadrato  di  7,  ciò  ch'é  esatto;  dunque 
la  radice  cercata  è  17. 

E  posta  la  formula  (10  +  7)^— 106 -f  140 -|- 49,  si  vede  che '1  riporto  4 
del  3**  termine  cangia  le  cifre  significative  14  del  2**  in  18  ;  ed  essendo 
2  il  diUsore,  per  causa  del  riporto  4  doppio  di  2  il  quoto  9  eccede  di  2 
la  vera  cifra  7  dello  unità. 

100.  Se'l  numero  proposto. di  quattro  o  tre  cifre  non  è  quadrato  per- 
fetto, il  metodo  ci  guida  alla  radice  di  due  cifre  del  massimo  quadrato, 
che  vi  si  comprende,  e  l'ultimo  residuo  esprime  Teccesso  del  numero  so- 
pra '1  massimo  quadrato.  Così  nel  caso  di  estrarre  la  radice  di  1814 , 
\/ 18,14— 42  operando  come  sopra,  si  ottiene  42  e  l'ultimo  residuo  50; 
2  14  I  8.2  per  lo  che  'I  massimo  quadrato  contenuto  in  1814  è  quello 
^^  di  42,  e  vi  ha  Teccesso  di  50. 

lOt.  11  metodo  già  stabilito  si  estende  ancora  a  ritrovar  le  radici  com- 
poste da  qnalsisia  numero  di  cifre,  potendosi  la  1*  parte  di  esse  cioè  11 
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nomerò  delie  diecine  esprimere  da  due  o  più  cifre  »  come  per  es*  il  nu- 
mero 426  si  poò  scomporre  in  42  diecine  e  6  unite;  e  siccome  esisle  la 
slessa  subordinazione  fra  due  cifre  consecutive  qualunque,  così  si  procede 
alia  ricerca  della  radice  di  due  cifre  del  massimo  quadrato  del  numero 
delle  diecine  formata  propriamente  da  centinaia  e  diecine,  appunto  come 
si  é  fatto  per  quella  di  due  cifre  del  posto  delle  diecine  ed  unitA.  A  que- 
st'oggetto ci  facciamo  a  considerare  il  quadrato  181476  di  426,  cioè  dato 
il  numero  181476  ci  proponghiamo  di  trovarne  la  radice.  Trascurando 

V/ 18,14,76—426  le  ultime  due  cifre  76,  devono  nel  numero  1814  oom- 

2  14         8.2  prendersi  le  cifre  significative  del  quadrato  delle  die- 

50  76    84.6  cine  ;  perciò  si  cerca  la  radice  del  massimo  quadrato 

0  00  contenuto  in  1814 ,  cioè  si  separano  le  due  cifre  14  , 

si  estrae  la  radice  di  18,  ch'è  4,  ec.  (numero  99),  e  le  due  cifre  42,  che 
ne  resultano,  costituiscono  la  1*^  parte  420  della  radice  richiesta.  Allato 
del  residuo  tfO  si  abbassa  la  1*  cifra  7  dell'ultimo  periodo,  ed  in  tf07  si 
racchiundoDO  le  cifre  significative  del  doppio  prodotto  delle  42  diecine 
per  le  unità;  si  raddoppiano  quindi  le  diecine  per  formare  '1  divisore  84, 
si  divide  507  per  84 ,  e  i  quoziente  6  soddisfa  alla  condizione  di  cifra 
delle  unità  della  radice,  che  si  nota  in  seguito  delle  prime  due  cifre  42. 
Di  fatto  nella  prova  della  divisione  si  ha  '1  residuo  3,  che  unito  airulti- 
ma  cifra  6  del  dato  numero  fa  36  quadrato  di  6;  o  pure  scrivendo  giu- 
sta '1  metodo  pratico  il  quoto  6  allato  del  divisore  84,  ed  abbassando  la 
2*  cifra  6  del  periodo  allato  del  dividendo  507  si  moltiplica  6  per  846, 
sì  sottrae  a  memoria  questo  prodotto  da  5076 ,  e  si  ottiene  zero. 

Questo  metodo  di  estrarre  la  radice  di  tre  cifre  si  potrebbe  pure  de- 
durre dalla  formula  del  trioonio  (a+&-f  <^)*-»  ^c*  (n-^  S^}  »  che  nel  caso 
di  a-.400,  &»20,  c=6,  darebbe  il  quadrato  di  426  espresso  da  (400  + 
20)s+2(400+20)6+6*-160000  +  2X400X20  +  4004.2x420x6-f  36; 
per  io  che  dal  numero  degli  zeri  finali  di  questi  cinque  termini  e  dalla 
forma  del  2^  e  4*^  si  argomenterebbe  la  divisione  in  periodi ,  la  forma 
de'  divisori,  ec 

102.  Similmemte  dovendosi  estrarre  la  radice  di  29408929,  sì  separano 
da  prima  le  ultime  due  cifre  29,  e  col  metodo  dell' es.  precedente  si  fa 
la  ricerca  della  radice  del  massimo  quadrato  compreso  in  294089,  cioè 

1/29,40,89,29—5423        si  prosegue  a  dividere  il  numero  in  periodi  di 

10.4       due  cifre,  ec.  Cosi  si  hanno  le  tre  cifre  542  delle 
108.2     diecine  corrispondenti  alla  1*  parte  5420  della 
1084*3  radice,  e  il  residuo  325,  allato  di  cui  si  abbassa 
0  0000  la  cifra  2,  e  si  divide  3252  pel  doppio  delle  ci- 

fre significative  542  delle  diecine  cioè  per  1084.  Il  quoziente  3  si  scrive 
in  seguito  delle  tre  cifre  542  e  forma  la  2*  parte  della  radice  cioè  la  cifra 
delle  unità  ,  che  si  scrive  pure  allato  del  divisore  1084;  poi  si  abbassa 
r  ultima  cifra  9  del  numero,  e  sottraendo  il  prodotto  di  3  per  10843  da 
32529,  ne  resulta  jierp,  dunque  la  radice  cercata  è  5423. 
E  questo  metodo  si  avrebbe  dedotto  dalla  formula  del  quattri nom  io 

15 
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(5000  +  400  +  20+  3}«-.(a0004  400+20}*  +2x5420x3+3*«.(5000+4OO)* 
+2X5400x20+20«+2x5420x3-)-3«  -  2{MKM)000+2x5000x400+ 160000 
+2x5400x20+400+2x1(420x3+9. 

Nella  stessa  guisa  si  procede  a  ritrovar  la  fcdiee  di  qd  maggior  no- 
merò di  cifre,  e  si  capisce  che  dopo  di  aver  trovato  la  1^  cifra  della  ra- 
dice uniforme  è  ti  metodo  per  determinare  le  altre,  cioè  ft  abbassa  setn- 
pre  allato  di  ogni  residuo  la  sola  4^  cifra  del  psriodo  seguente ,  e  si  forma 
il  dividendo;  il  divisore  corrisponde  sempre  al  doppio  della  radice  già 
trovata,  e  il  quoto  sempre  denota  la  nuova  cifra  della  radice;  la  cifra 
del  quoto  si  scrive  allato  del  divisore,  si  abìxusa  allato  del  dividendo  la 
2^  cifra  del  periodo,  si  riguatdano  qtiesti  due  numeri  a  guisa  di  divi- 
dendo e  divisore ,  e  si  sottrae  come  nella  divisione  il  prodotto  di  quoto 
per  divisore, 

103.  Può  succedere  che  dopo  di  aver  abbassato  la  1*^  cifra  del  periodo 
allato  di  un  residuo  si  abbia  un  dividendo  minore  del  divisore»  ed  allora 
è  segno  di  essere  zero  la  cifra  della  radice  di  quel  posto;  perchè  il  ter- 
mine di  dpppio  prodotto,  che  serve  come  dividendo  a  trovar  questa  cifra» 
ha  zero  ntì  posti  delle  seguenti  cifre  significative  del  dato  numero,  e  quin- 
di nessuna  di  esse  ne  può  far  parie.  Per  lo  che  si  scrive  zero  nella  ra- 
dice, si  abbassa  la  2*  cifra  del  periodo,  il  numero  cosi  formato  si  riguarda 
come  un  residuo,  e  si  abbassa  la  f^  cifra  del  seguente  periodo;  e  sicco- 
me '1  divisore  dev'essere  il  doppio  della  radice  trovata,  cosi  basta  di  ag- 
giungere lo  zero  al  divisore  precedente,  e  si  continua  l' operazione.  Si  tratti 
1/9,42,49  —  307      per  es.  della  radice  di  94249:  la  l*"  cifra  è  8/  e  sot- 

0  42  49  I  60.7    tratto  il  quadrato  9  dal  1""  periodo  9,  si  ha  il  residuo 

0  00  tero;  onde  la  sola  1^  cifra  4  del  2''  periodo  si  deve 

dividere  per  6,  ciò  che  dà  1  quoto  zero ,  e  '1  residuo  42.  Si  abbassa  la 

1"  cifra  4  dell'altro  periodo ,  si  divide  424  per  60  doppio   delia   radice 

trovata  80,  e  si  ha  '1  quoto  7,  ec;  dunque  la  radice  richiesta  è  307. 

E  può  benissimo  accadere  che  più  dividendi  si  succedano  tutti  minori 
dei  rispettivi  divisori;  allora  si  scrivono  altrettanti  zeri  nella  radice,  e  si 
prosegue  ad  operare  collo  slesso  metodo  :  cosi  nel  caso  dei  numero  9030025 
V/ 9,03,00,25 -3005     si  ha  la  l*"  cifra  3  della  radice,  il  dividendo  o  e 

0  03  00  25  I  600.5    il  divisore  6  danno  zero  come  quoto,  il  dividendo 
00  00  30  e  '1  divisore  60  di  nuovo  zero,  il  dividendo  3002 

e  il  divisore  600  danno  T  ultima  cifra  5;  e  quindi  la  radice  del  numero 
proposto  è  3005. 

>Se  poi  '1  numero  proposto  termina  eon  uno  o  più  periodi  di  zeri,  al- 
trettante cifre  zero  deve  avere  in  fide  la  radice;  perché  giusta  la  natura 
della  moltiplicazione  il  quadrato  deve  contenere  un  numero  doppio  di  zeri 
finali  rispetto  a  quelli  del  fattore  o  sia  della  radice:  cosi  si  avrà  per  es. 
V/ 9424900  -  3070, 1/90300250000  -  3000500,  ec. 

Possiamo  adunque  conchiudere  che  in  tutti  i  casi  il  numero  delle  cifre 
della  radice  corrisponde  esattamente  al  numero  dei  periodi. 
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EitraMUm9  della  radiee  cuba  da'  polinomi. 

« 

104.  Il  cobo  più  semplice  dietro  quello  del  monomio  dev'essere  di  quat- 
tro termini,  contenendone  altrettanti  il  cubo  del  binomio;  e  la  formula 
(o+ò)s— a^-l- 3a«fr  +  3afr> +  &^  (n.®  81)  il  metodo  ci  appresta  onde  far 
ritorno  dal  dato  cubo  a^  +  3a> ò  +  3afr>+fr^  alla  radice  a-^b.  Ed  in  vero 

s 

|/(a^-}- 3as6-rda&*-f.6S)  — a  +  'l  ^^^'P^'  ^ì  ^^^cr  ordinato  la  data  espre^ 

as  sione  a  cagìon  di  es.  per  a,  si  presenta 

=—-«-.- -«  i.  TI".  I  o^«  »l  ^^  termine  as,  ch'é  il  cubo  della  1* 

t  Q^tJto  ?.  1 1,  '  parte;  perciò  se  n'estrae  la  radice  cuba, 

4-3a&+3flfc»4  b^  ^  gj  ^{^^^^^  ,,  ^a  p„ie  a  della  radice 

0         0       0  cercata.  Sottraendo  '1  cubo  a^,  il  i*'  ter- 

mine 3a'6  del  residuo  esprime  il  triplo  del  quadrato  della  1*  parte  mol- 
tiplicato per  la  2";  dunque  la  divisione  di  questo  termine  pel  triplo  del 
quadrato  di  a  cioè  per  3a*  deve  dare  la  2*  parte  6..  Conosciuta  la  2^  parte, 
si  sottrae  al  solito  il  prodotto  del  quoto  b  pel  divisore  Sa*  cioè  3a*b  ;  e 
siccome  esistono  nel  cubo  altri  due  termini  derivali  dalla  l'^  e  2^  part« 
della  radice,  che  sono  il  triplo  del  quadrato  della  2*^  moltiplicato  per  la 
1^  e  il  cubo  della  2^  cosi  si  devon  formare  qoesti  due  termini  3ab*  e  b^, 
e  sottrarli  ancora  dal  residuo.  Eseguita  una  tale  sottraziunc,  si  ha  zero^ 
e  si  concfaiude  essere  a+6  la  radice  cuba  cercata. 

Onde  la  regola  dall'estrazione  della  radice  cuba  di  due  termini  si  de* 
riva  dal  teorema  del  cobo  del  binomio,  e  puossi  in  generale  esprimere 
nel  modo  seguente:  ordinati  i  termini  della  data  espressione ,  si  dev'et- 
trarre  la  radice  cuba  del  i^  termine,  affinchè  si  ottenga  la  /*  pane  della 
radiee,  di  cui  ti  forma  'l  cubo  per  sottrarlo;  il  4^  termine  del  residuo  si 
deve  diwdere  pel  triplo  del  quadrato  della  4^  patte  già  trovata,  e  H  quoto 
esprime  la  V  parte;  si  sottrae  al  solito  il  prodotto  del  quoto  pel  divisore, 
ed  oUre  a  questo  si  devono  sottrarre  altri  due  termini  provenienti  dalle 
due  parti  già  note  della  radice,  che  sono,  il  triplo  del  quadrato  della  2* 
parte  moltiplicato  per  la  4"^  e  il  cubo  della  T;  praticando  queste  sottra* 
zioniy  si  annulla  il  dato  cubo,  come  ne  fa  segno  il  residuo  zero.  In  forza 
di  questa  regola,  cercandosi  per  es.  la  radice  cuba  di  8a^+30a4ò.^+54a*64 
-\-  276^,  si  trova  per  la  stessa  il  binomio  2a*+36*. 

105.  Se  la  radice  resulta  di  tre  termini ,  la  data  espressione  ne  deve 
avere  dieci,  come  si  rileva  dalla  formula  (a+ò+c)*—  (a+6)'  -|.3(a+ò)'c-h 
3;a+fr)c*+c3:  per  lo  che  dietro  di  aver  trovato  le  prime  due  parli  a-^b 
della  radice  col  metodo  di  sopra,  ed  annullato  il  termine  (a  +  6)3,  si  pro- 
cede alla  ricerca  della  3^  parte  e,  dividendo  il  residuo  per  3(a  +  &)*;  ed 
oltre  al  prodotto  di  quoto  per  divisore,  cl)*è  3(a  +  6)>c,  si  devono  sot- 
trarre altri  due  termini  cioè  3(a +  &)«.*,  e  c^. 

Se  la  radice  contiene  quattro  termini,  il  dato  cobo  ne  deve  comprendere 
venti,  essendo  allora  (aH-6  +  c+</)3'«fa-f  6  + e)' -^-3{a+&-^-c)•</-f 
3(a-f•6+c)d•+d*;  e  trovati  i  tre  termini  a+6  +  c  si  determina  il  4"  rf 
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per  mezzo  della  divisioDe  del  residuo  per  3(a-f  6-(-c)',  soltraendo  in  se- 
guito oltre  al  solito  prodotto  3(a+6+c)«d  gli  aftri  dae  termini  d(a+fr+e)d' 
e  d^.  Si  stabilisce  adonqae  in  generale  che  ttUtH  i  termini  della  radice 
fuorché  *l  4^  ii  determinano  mercè  la  dimtione,  eeeendo  eempre  il  dtoi" 
eore  formato  dal  triplo  del  quadrato  dei  termini  già  eeietenti  in  radico; 
e  che  oltre  al  prodotto  di  quoto  per  divisore  et  devono  sottrarre  altri  due 
termini,  che  sono  il  triplo  del  quadrato  del  quoto  moltiplicato  pei  ter- 
mini precedenti  della  radtce,  e  'I  cubo  del  quoto. 

Estrcutione  della  radice  cuba  dei  numeri. 

106.  Ricordandoci  la  memoria  i  cobi  de'  nomeri  semplici,  siccome  il 
cobo  di  9  è  729  cioè  di  tre  cifre»  cosi  fa  d'uopo  stabilire  an  metodo  per 
determinare  la  radice  cuba  formata  di  due  o  più  cifre;  e  il  teorema  del 
cubo  del  binomio  (n.**  81}  ci  somministrerà  un  tale  metodo,  quando  ci 
piacerà  di  riguardar  la  radice  come  formata  di  due  parti  cioè  di  diecine 
ed  unità.  Gonciossiachè  il  cubo  delle  diecine  deve  terminare  con  tre  xeri, 
il  triplo  del  quadrato  delle  diecine  per  le  unità  con  due  Meri,  e  il  triplo 
del  quadrato  delle  unità  per  le  diecine  con  un  zero;  cosi  per  es.  il  cubo 
di  86  cioè  80  +  6  resulta  da' seguenti  quattro  termini  K 12000 -f  115200+ 
8640+216  —  636056.  Questi  quattro  termini  si  trovano,  egli  è  vero,  con- 
fusi in,  636056,  ma  si  possono  in  parte  distinguere,  trascurando  le  rispet- 
tive cifre  signlGcative  di  que'  posti  occupati  dagli  *eri;  ciò  cb'è  sufficiente 
onde  applicare  a'  numeri  il  metodo  algebraico  già  dichiarato. 

Si  cerchi  per  es.  la  radice  cuba  di  636056.  Indicando  le  diecine  per  a 
e  le  unità  per  b,  secondo  il  metodo  del  n.®  104  si  dev'  estrarre  la  radice 
cuba  del  1^  termine  a'  che  termina  con  tre  zeri;  si  trascurano  perciò  le 
tre  ultime  cifre  056,  e  in  636  si  comprendono  certamente  le  cifre  signi- 
ficative del  1®  termine,  il  massimo  cubo  contenuto  in  636  è  512,  di  coi 
la  radice  è  8;  dunque  8  è  la  cifra  delle  diecine  della  radice  cercata,  e 
si  ha  la  sua  1*  parte  a—80,  come  se  fosse  isolato  il  1°  termine  a^— 512000. 
Sottraendo  '1  cubo  512,  si  ha  '1  residuo  124,  allato  di  cui  si  abbassa  la 
sola  1"  cifra  0,  e  nel  numero  1240  si  comprendono  le  cifre  significative 
del  2^  termine  3a*ò,  essendovi  zeri  negli  ultimi  due  posti;  si  forma  'I 
quadrato  della  cifra  8  delle  diecine,  eh* è  64,  di  cui  '1  triplo  192  esprime 
le  cifre  significative  del  divisore  3a*,  che  termina  pure  con  due  zeri;  ed 
in  questa  guisa  la  divisione  di  124000  per  19200  a  quella  si  riduce  di 
1240  per  192.  Questa  divisione  dà  il  quoziente  6,  ch'è  la  2"  parte  b  della 
radice  o  sia  la  cifra  delle  unità;  e  sottraendo  'I  prodotto  1152  di  6  per 
192  da  1240,  si  ottiene  il  residuo  88,  come  se  la  divisione  avesse  avuto 
luogo  sopra  '1  2°  termine  isolato  3a*6-«  115200.  Si  devono  ora  sottrarre 
gli  altri  due  termini  3ab*  e  ò',  di  cui  'i  1°  termina  con  uno  zero:  per 
lo  che  si  abbassa  la  2*^  cifra  5  per  formare  'I  numero  8850,  si  sottrae 
3x80x36«-8640  da  8850  o  sia  864  da  885,  essendo  allronde  conservati 


ì  posti  d«1le  eifre,  e  si  ha  il  residuo  21;  si  abbassa  roKIma  cifra  6,  e 
da  216  si  sottrae  il  cobo  di  6  eh' è  216,  e  si  ottiene  '1  residuo  ««ro.  Dun- 
que la  radice  cuba  del  numero  proposto  63C056  è  86. 

s  Nella  pratica  separando  le  tre   ultime  cifre  con  una 

1/636,086—86      virgola,  il  numero  dato  resta  diviso  in  due  periodi;  si 
512  nota  la  radice  cuba  8  del  massimo  cobo  512  compreso 

TqTi  A      I  400    "**  "*"  Periodo  636,  e  sotlraemio  questo  cobo  512  da 
ÌÌk  9  ®36,  si  ha  M  residuo  124  ;  allato  del  residuo  124  si  ab- 

UzJ  bassa  la  1"  cifra  del  2**  periodo  e  si  forma  M  dividen- 

8  85  do  1210,  cui  corrisponde  come  divisore  i  triplo  del  qua- 

8  64  drato  della  cifra  trovata  8  cioè  3x64—192  ;  il  quoto  6 

216  ^  I"  ^*  cifra  della  radice,  che  si  nota  in  seguito  della 

216  ^"  ^'  ^'  sottrae  al   solito   il  prodotto  del  quoto  6  pel 

~rr-  divisore  102,  allato  del  residuo  88  si  scrive  la  2*"  ci- 

^  fra  5  del  2°  periodo,  e  dal  numero  885  si  sottrae  il  tri- 

plo del  quadrato  del  quoto  6  moltiplicato  per  la  1*"  cifra  8  cioè  3x36x 
S— 864;  allato  del  residuo  21  si  abbassa  la  3*  cifra  6  del  2''  periodo,  e 
dal  numero  216  si  sottrae  il  cubo  216  del  quoto  6,  dovendosi  ottenere 
il  residuo  »ero  nel  caso  del  dato  numero  cubo  perfetto  ;  che  se  tale  non 
fosse,  si  avrebbe  un  residuo  indicante  l'eccesso  sopra  il  massimo  cubo 
io  esso  numero  compreso.  In  vece  delle  tre  sottrazioni  successive  di  quoto 

3  per  divisore,  di  triplo  di  quadrato  di  quoto  per  1°  ci- 

i/ 636,056— 86  fra,  e  di  cubo  di  quoto,  si  possono  dopo  di  aver  de- 

512  terminato  *l   quoto  6  formare  questi  tre   termini  cioè 

I2T056  I  192  1152004-8640+216,  che  danno  la  somma  124056;  indi 

124  056  BÌ  abbassano  insieme  le  due  ultime  cifre  56  del  2^pe- 

— riodo,  e  dal  numero   124056  così  formato  si  sottrae 

^  l'anzidetta   somma   124056,  e  si  "ha  '1   residuo  zero. 

Anzi  sì  suole  ten^r  conto  delle  sole  cifre  significative  de'  tre  termini,  e 

per  conservare  alle  stesse  i  giusti  posti  si  prescrive  di  notarli    1152 

ODO  sotto  dell'altro  colla  1"  cifra  a  destra  in  fuori.  864 

107.  Avendo  ora  riguardo  all'influenza, che  possono  esercitare         216 
le  cifre  significative  de'  tre  ultimi  termini  sopra  '1  1**  e  de'  due       ■ 
ultimi  sopra  'I  2°,  venghiamo  affermando  in   1°  luogo  che  non    124056 
si  altera  giammai  la  cifra  delle  diecine  della  radice.  Supponendo  come  al 

0.^*99  i  numeri  19,  29,  39 99,  agli  stessi  corrispondono  le  seguenti 

somme  de'  tre  ultimi  termini  5859,  16389,  32319, 53649, 80379, 112509, 
150039,  192969,  241299;  quindi  si  hanno  i  riporti  5,  16,  32,  53,  80, 
112,  150,  192,  241,  che  sommati  a'  cubi  1,  8,  27,  64,  125,  216,  343, 
512,  729  danno  6,  24,  59,  117,  205,  328,  493,  704,  970,  e  nessuno  di 
questi  numeri  attinge  il  cubo  della  cifra  seguenle2, 3,4,5,  6, 7, 8,9, 10. 

In  2°  luogo  possono,  egli  è  vero,  i  due  ultimi  termini  alterare  le  ci- 
fre significative  del  2"  a  segno  di  resultarne  un  quoto  maggiore  della  cifra 
delle  unità  della  radice,  e  qualche  volta  un  quoto  di  due  cifre;  ma  in 
simile  caso  la  sottrazione  dei  tre  termini  riesce  impossibile,  e  si  dimi- 
nuisce successivamente  di  uno  'I  quoto.  Nel  caso  poi  del  quoto  di  due 
cifre  si  prende  '1  massimo  quoto  9  di  una  cifra,  dovendosi  giusta  'I  me- 
todo trovare  unica  cifra  cioè  quella  del  posto  delle  uuitÀ. 
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108.  Lo  stesso  metodo  sì  paò*  estendere  a  riirovare  la  radice  cuba  compo- 
sta da  due  o  più  cifre  di  diecine,  non  altrimenti  di  ciò  che  si  è  fatto  per  la 
radice  quadrata  (  n.®  101  >.  Si  debba  per  es.  estrarre  la  radice  cuba  di 
272097792.  Separando  il  periodo  deile  ultime  tre  cifre  792,  le  cifre  si- 
gniflcative  del  cobo  delle  diecine  si  comprendono  nel  numero  272097,  e 
si  fa  oso  del  metodo  di  sopra  per  trovar  la  radice  del  massimo  cubo  in 
esso  contenuto.  Per  lo  che  si  separa  T  altro  periodo  delle  tre  cifre  097, 
si  cerea  il  massimo  cubo  di  272  eh* è  216,  a  si  scrive  0  in  radice:  al- 
lato  del  residuo  56  si  abbassa  la  cifra  ò  del  seguente  periodo  per  for- 
mare '1  dividendo  560,  si  ha  1  divisore  3x6«»108,  e  quindi  '1  quoto  5. 
Prima  di  notare  la  cifra  5  si  abbassano  le  due  cifre  97  di  questo  perio- 
do, e  si  fa  la  prova  della  sottrazione  dei  tre  termini,  che  danno  la  som- 
ma (A)  58625  magfriore  di  56097,  perciò  la  sottrazione  è  impossibile;  si 
diminuisce  di  wtio  *l  <)uoto  e  si  fa  la  prova  per  4,  che  dji  la  somma  (B) 
46144,  e  sottraendola  dal  numero  56097,  si  ottiene  *\  residuo  9953.  Si 
scrive  adunque  4  in  seguito  della  1*  cifra  0,  e  64  esprime  T  numero  delle 
diecine  cioè  la  sua  1*  parie  a— 640.  Abbassando  I)  1"  cifra  dell' ultimo 
periodo,  si  forma  '1  numero  99537  contenente  giusta  la  dimostrazione  di 
sopra  le  cifre  significative  del  triplo  del  quadrato  delle  64  diecine  per 
le  unità;  quindi  si  deve  dividere  99537  per  3^6)««l2288,e  il  quoto  8 
esprime  la  cifra  delle  nnilÀ  cioè  la  2*  parie  della  radice  6—8,  che  si 
scrive  allato  delle  prime  due  cifre  64.  Per  farne  la  prova  dietro  di  avere 
abbassalo  le  due  cifre  92  del  periodo  si  formano  I  solili  tre  termini  1* 
8x12288-98304,  2**  3x8' x6l- 12288,  3"  83-512,  che  danno  la  som- 
ma (C)  9953792  ;  e  sottraendo  questa  somma  dal  numero  9953792,  si  ha 
ztTo;  dunque  la  radice  cuba  cercata  sì  esprime  da  648.  E  qui  appresso 
si  vede  in  disleso  l'operazioue,  dividendo  'I  numerò  in  periodi  di  ire  ci- 
fre  da  destra  verso  sinistra 


V/272,097,792-648 
216 


56  097 
(B)  46  144 


I  108 


9  953  792  |  12288 
(C)  9  953  792 


(A) 

540 
450 
125 

58625 


(B) 

432 
288 
64 

46144 


(C) 

9^304 
12288 
512 

9953792 


E  questo  metodo  corrisponde  al  dettato  della  formula  del  trinomio 
(6OO.l-40+8)3-(60O+4O)3+3(6OO-f40)» 8+3  (600-f.40)  8* + 83-  216000  000 
+3X360000X40+3X600X1600 + 64000  +  3  X  4Ó9600  X  8  +  3  X  640  X  64 
+512. 

Sia  proposto  '1  numero  12829337821  per  eslrarne  la  radice  cuba.  Se- 
parato l'ultimo  periodo  821  di  tre  cifre,  si  deve  cercare  la  radice  del 
tnassimo  cubo  compreso  in  128Ì20337  col  metodo  dell'es.  precedente,  cioè 
si  si|>artDO  gli  altri  due  periodi  337,  829,  restando  l'a|iimo  12  di  due 
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cifre»  di  cui  i  massimo  cobo  è  8,  ec;  è  così  si  trovano  le  prime  tre  ti- 
frc  234  della  radice  cercata  esprimenti  la  V  parte  di  cfssa  a  —  2340.  Si 
abbassa  allato  del  residuo  16433  la  l''  cifra  8  dell'ultimo  periodo  per 
formare  '1  dividendo  164338,  il  divisore  dev'essere  3X234^^164268,  e  '1 
quoto  1  esprime  la  cifra  delle  unità  cioè  la  2*  parte  6~f.  Si  abbassano 
le  nìtime  due  cifre  21  del  periodo ,  si  formano  i  soliti  tre  termini  1'^ 
1x164268-164268,  2*  3xl'x234-702,  3'*  is.l.cbe  danno  la  somma 
(G)  16433821.  e  sottraendola  da  16433821,  si  ho  %ero  come  residuo;  dun- 
que la  radice  cercata  è  2341.  Si  vede  qui  appresso  disposta  latta  Tope- 
razione 


V/12,829,3a7,821^2341 
8 

4  829       1  12 

(AJ  4  167 

(A) 
36 
54 
27 

4167 

(B) 
6348 
1104 
64 

(C) 
164268 
702 

1 

662  337    11587 
(B)  645  904 

16  433  821  1  164268 
(C)  16  433  821 

645904 

16433821 

E  si  potrebbe  questo  nìeiodo  dedurre  dalla  formula  del  qiiattrinomio 
(2000+300-f40+l)^,  che  sviluppata  darebbe  i  seguenti  termini 
8000  000  000+3x4000  000x300+3x20000x90  000+27000  000  +  3 

><2300'x40+3x2300x40«+403+3xd340*Xl+3x2340><l+l 

109.  Con  simile  metodo  si  può  procedere  alla  ricerca  della  radice  di 
cinque ,  sei  cifre ,  ec  ;  e  s' intende  che  dopo  di  aver  trovoto  la  1*  cifra 
della  radice  uniforme  riesce  '1  metodo  per  determinare  le  altre ,  cioè  al- 
lato di  ogni  residuo  $i  abbassa  la  4*  cifra  del  seguènte  periodo  ,  e  cosH 
si  haH  dividendo  ;  il  divisore  si  forma  sempre  dal  triplo  del  quadrato 
del  numero  espresso  dalle  cifre  delia  radice  già  esistenti,  e  *l  quoto  sem- 
pre indica  la  nuova  cifra  della  radice,  ch'è  sero  nel  caso  del  dividendo 
minore  del  divisore  ;  allato  del  dividendo  si  abbassano  poi  le  altre  due 
cifre  del  periodo,  e  dal  numero  così  formato  si  deve  sottrarre  la  somma 
de'  tre  termini  cioè  del  quoto  moltiplicato  pel  divisore ,  del  irfplo  del 
quadrato  del  quoto  per  le  cifre  precedenti  della  radice ,  e  del  cubo  del 
quoto,  scritti  questi  tre  termini  colla  4^  cifra  a  destra  in  fuori. 

In  questa  guisa  si  è  certo  che  ad  ogni  periodo  del  dato  numero  deve 
corrispondere  una  cifra  nella  radice,  o  sia  che  il  numero  delle  cifre  della 
radice  è  ugnale  al  numero  de'  periodi  ;  e  se  '1  numero  proposto  termina 
con  uno  o  più  periodi  di  Meri,  altrettante  cifre  zero  avrà  la  radice,  do- 
vendo essere  '1  numero  degli  zeri  finali  del  cubo  triplo  del  numero  degli 
zeri  in  fine  della  radice.  Cosi  per  es.  nel  caso  del  numero  2242946629000060 
il  1**  periodo  a  sinistra  2  dà  la  1"  cifra  1  della  radice  cuba;  il  dividendo 
12  e  '1  divisore  3  danno  da  principio  il  quoto  4  per  2*  cifra,  che  si  ri- 
duce a  3  per  ragione  della  somma  (A)  maggiore  di  1242  ;  Il  divklemio 


lao 

49t  e  1  divisore  tt07  danno  la  3'  cifra  0  e  '1  residao  45946;  il  dividendo 
459466  e  1  divisore  50700  la  4"  cifra  9  e  '1  residao  zero;  ed  aggiungendo 
altri  duo  zeri  per  causa  degli  ullimi  due  periodi  di  zeri,  si  ha  la  radice 
cutMi  cercata  espressa  da  130900 


\/2,242,946,629,000,000- 1 30900 
1 


1242 

CB)  i  197 


45  046  629 
(C)  45  946  629 


|3 

I  50700 


(A) 

12 
48 
64 

1754 


(B) 

9 

27 
27 

1197 


(C) 

456300 
31590 
729 

45946629 


Eiirazione  della  radice  rnsiona. 


110.  Tenendo  presenti  le  formule  della  4",  5*,  6^,  ec.  potenza  di  a+fr 
(n.**  82),  si  perviene  facilmente  ad  assegnare  le  regole  di  estrarre  la  ra- 
dice 4**,  5",  6*,  ec.  di  un  dato  polinomio  ;  ma  si  farà  meglio  a  dar  la 
traccia  del  metodo  generale  per  la  radice  di  grado  mtimo  ^  deducendolo 
dalla  formula  del  binomio  di  Newton  (n.°  84).  Ed  in  vero  posta  la  for- 
mula (a4-6)™— a"-|-iiia'*'"'6+  ce.  s'intende  che  per  avere  la  1*  parte 
a  d^lia  I adice  mtima  di  un'espressione  algebraica  già  ordinata  rispetto 
ad  una  lettera  è  giocoforza  estrarre  la  radice  m<»«na  del  suo  1°  teruiioe 
a^;  che  sottraendo  a™,  fa  d'uopo  dividere  '1  2^  termine  ma"^-^'b  per 
ma*"*",  affinchè  si  ottenga  il  quoto  b,  eh' è  la  2^  parto  della  radice;  e 
che   oltre  al   solito  prodotto   di  quoto  per  divisore,  che   dà  '1   termine 


ma°''-«fr,  si  devono  sottrarre  gli  altri  termini  della  formula 

in(m— l)(m— 2) 


m{m — 1) 
— 2-< 


.lUi 


+ 


2.3 


a™-*  3(3+  ec.  sino  all'ultimo  termine  fr"*.  Se  questa  sot- 


trazione dà  '1  residuo  zero ,  si  conchiude  esprimersi  la  radice  mtima  ri- 
chiesta del  binomio  a+b;  ma  se  vi  ha  un  residuo,  si  procede  alla  ri- 
cerca del  3»  termine  e,  dividendo  M  termine  del  residuo  per  m(a+fr)'"*'9 
come  chiaramente  si  desume  dalla  formula  (a-f  ò  +  c  )"'-"(  a  + 6)°* + 
171(0+6)**' -'c+  ec.  (n.^  87).  Allora  si  sottraggono  '1  prodotto  di  quoto  per 
divisore  e  gli  altri  termini,  che  tutti  resultano  di  una  forma  simile  a 
quelli  della  precedente  sottrazione,  mettendo  soltanto  a+6  in  vece  di  a , 

mini — 1)                           mlm — l)(m — 2) 
e  di  6,  e  sono  m(a+6)"'-ic+ -^-^ — -(a+JJ^-ac^  +     ^        J^ ' 

(a  +  6)*" -"  ^cs  +  ec.  sino  al  termine  o*".  Che  se  non  si  ottiene  '1  residao 
zero,  si  dividerà '1  1°  termine  per  mCo  +  ft+c)"'-»  onde  trovare '1  4"  d 
della  radice  giusU '1  dettato  della  formula  (a+6+e+U)'"'-(a+6+c)">+ 
m(a+6+c)'"-<d+  ec.  e  si  sottraggono  i  termini  di  forma  simile  a  quelli 
della  1*  sottrazione  con  mettere  a+6+c  in  vece  di  a,  <f  di  ò;  e  così  sac- 
cessi va  mente  si  procede  sino  all'ultimo  residuo  zero. 
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Si  caplsoe  da  eie  che  i  primi  due  termini  della  formula  del  binomio 
definiscono  le  operazioni  necessarie  a  trovare  ie  parti  della  radice ,  il  1° 
termine  a"*  c'inseg^na  ad  estrarre  la  radice  mf*^»  del  1®  termine  del, po- 
linomio proposto  ordinato,  e  1  2"  «ia™''fr-a  ditidere  1  1®  termine  del 
residuo  pel  divisore  di  forma  costante  ma^'^*  ;  mentre  gli  altri  termini 
servono  per  additare  la  forma  di  quelli  provenienti  dalle  dne  parti  a  e 
b  già  ritrovate,  che  insieme  col  prodotto  di  quoto  per  divisore  si  devono 
sottrarre  all'oggetto  di  distruggere  la  potenza. 

Nel  caso  poi  di  doversi  scoprire  un  3^,  4^,  ìy*  termine  ec.  della  radice 
Don  si  fa  altro  che  replicare  la  stessa  serie  di  operazioni:  giacché  si  ri- 
guardano i  primi  due,  tre,  quattro  termini  ec.  a  guisa  di  1*^  parte;  il  di- 
Tlsore  corrisponde  sempre  BÌVmP^  della  potenza  Wr-^i  di  questa  1*  parte; 
ed  i  termini  da  sottrarsi  presentano  costantemente  la  stessa  forma  di  quelli 
del  binomio ,  sostituendo  la  somma  de*  due ,  tre ,  quattro  termini  ec.  in 
vece  dalla  1*  parte  a,  e  roltimo  termine  trovato  in  vece  della  2^  parte  6. 

111.  Questa  regola  si  applica  a'  numeri,  considerando  la  radice  m»ima 
composta  di  due  parti  cioè  di  diecine  ed  unità:  quindi  si  prescrive  di  di- 
▼idere  '1  dato  numero  in  perìodi  di  m  cifre  da  dritta  verso  sinistra  ,  di 
trascurare  il  periodo  a  dritta  per  ragione  degli  m  zeri  finali  della  potenza 
iii«»«Mi  delle  diecine,  e  di  estrarre  la  radice  m*itt^  del  numero  a  sinistra, 
che  sino  a  m  cifre  forma  un  periodo ,  ed  ha  per  radice  una  sola  cifra, 
ch'esprimerle  diecine  della  radice  cercata  o  sia  la  1*  parte  a;  perciò  fa 
d'uopo  conoscere  le  potenze  fn<«m«  de'  numeri  semplici,  che  possono  leg- 
gersi ih  una  tavola  a  guisa  di  quella  a  pag.  92.  Sottratta  la  potenza  m<««i*a 
di  questa  1*  cifra,  si  scrive  allato  del  residuo  la  1^  cifra  del  seguente 
periodo  per  avere  '1  dividendo,  terminando  cùn  m — 1  xeri  la  potenza  m — i 
delle  diecine;  Vmplo  della  potenza  m — 1  della  cifra  trovata  forma  '1  di- 
visore, e  '1  quoto  dà  la  cifra  delle  unità  cioè  la  2*  parte  6.  Dietro  la 
solita  sottrazione  di  quoto  per  divisore  si  abbassa  la  2"  cifra  del  periodo 

onde  sottrarre  il  termine — a"'~*6  che  termina  con  m-^2  zeri;  è 

cosi  abbassando  ad  una  ad  una  le  cifre  del  periodo,  si  praticano  le  suc- 
cessive sottrazioni  degli  altri  termini  della  formula,  di  cui  ciascuno  ha 
uno  zero  finale  di  meno  rispetto  al  precedente,  sino  èli* ultimo  termine 
(m  che  nessuno  ne  racchiude,  e  dà  il  residuo  x$ro  nel  caso  di  essere  il 
numero  proposto  potenza  m»ima  esatta.  In  Vece  di  questa  serie  di  sottra- 
zioni si  possono  formare  i  termini  ma^'^^b  +  ec.  con  aver  riguardo  alle 
sole  cifre  significative,  scrivendoli  cioè  l'uno  sotto  dell'altro  colla  1°  cifra 
a  destra  in  fuori;  ed  abbassando  tutte  insieme  le  cifre  del  periodo,  si  sot- 
trae allora  la  somma  di  quei  termini.  Che  se  una  tale  sottrazione  riesce 
impossibile,  si  diminuisce  di  uno  il  quoto,  ec 

Se  '1  numero  a  sinistra  del  periodo  già  separato  contiene  pih  di  m  ci- 
frcj  si  hanno  in  simile  caso  altri  due  o  più  periodi,  di  cui  il  1®  a  sini- 
stra può  resultare  di  una  sino  ad  m  cifre;  la  radice  nfii^^  di  questo  1^ 
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periodo  ah  la  i*  cifri,  la  2*  si  ritrora  cot  metodo  gil^^stabUito/ e  p(ir  le 

segaeoti  si  Tare  la  stessa  serie  di  operazioni,  rtgaardapdo  a  guisa  di  un 

sok)  numero  le  cifre  esistenii  hi  radice*  Si  scrire  poi  atro  in  radice,  lotte 

le  volte  che  s* incontra  an.  dividendo- minore  del  divisore;  in  somma  il 

numero  delle  cifre  della  radice  corrisponde  ^mpre  al  nomefo'de*  periodi: 

Ai%  Finalmente  ricercando  la  radice  mn'ma  di  ona  frazione»  si  devono 

praticare  dne  estrazioni  di  radice  m««vM,  la  1*  sopra  il  nomeratorc  e  la 

2"  sopra  il  denominatore;  perchè  la  potenza  mHma  di  nna  frazione  qna- 

a 
kinqner  si  «sprime  dalla  potenza  mit^Mi  del  nomeratore  divisa  per  la  pò-' 


a« 


tenza  mMima  del  denomiBatore  cioè  da  gmin.^  78);  onde  basta  che  il  solo 

naraeratorc  o  denominatore  non  sia  potenza* m<«*'*<>  esatta,  affinchè  si  dica 
irrazionale  la  radice  richiesta  (n.**  94).  In  forza  di  questa  regola  si  ha 

^  289      y/  289      ^j    •  ^   Qg.    -^£4829337821      \/i282  ec    2341 

y  7396  ""  V/7396  ""  86  '°''  ^^'^^  '  ^  272097792     "5  ""648 

V/2720ec. 
(n.*  108),  ec. 

Allcn-chè  si  discorre  della  radice  m^ifna  di  frazioni  decimali,  la  condi- 
zione di  essere  il  denominatore  potenza  esatta  dipende  dal  numero  dei  posti 
decimali,  che  dev'esser  molti  plico  del  grado  m  della  radice,  e  come  tale 
esprimersi  da  mn;  onde  è  giocoforza  che  la  frazione  decimale  proposta  ab- 

m 

bia  la  forma  Tm^»  affhichè  ne  resulti  y-r^  •-  r^n  (n.®  78).  Diviso  a- 

danqae  il  nomerò  considerato  indipendentemente  dalla  virgola  in  periodi 
di  m  cifrC)  se  ne  trova  la  radice  m'^^Mo,  e  poi  vi  si  separano  tanti  deci- 
mali qaanti  sono  i  periodi  de'  posti  decimali  della  data  frazione,  cioè  i7  nume- 
ro de*  decimali  della  radice  corrisponde  al  quoto  del  numero  de*  dati  deci- 
mali diviso  pel  grado  della  radice:  in  questa  guisa  si  ottiene  \/0,7396«0,86; 

V/  0,000289  -  0,017  ;  \/272,097792  -  6,48  ;  )/ 12829,337821  -  23,41  ;  ec. 
Le  frazioni  7,396;  0,289  non  sono  quadrati  esatti  per  ragione  del  nume- 
ro impari  de'  posti  decimali,  malgrado  che  lo  siano  i  numeri  7396  e 
289;  come  pure  le  seguenti  2720^97792;  27209,7792  non  sono  cubi  esatti 
per  ragione  del  numero  delle  cifre  decimali  non  moltiplice  di  3,  malgrado 
che  si  abbia  un  cubo  perfetto  nel  numero  272097792;  quindi  non  si  può 
assegnare  esaltamente  la  radice  quadrata  0  cuba  degli  anzidetti  fratti  de- 
cimali. 

1,13.  Siamo  ora  in  dritto  di  conchiudere  che  la  teoria  deli'estrazion  della 
radice  è  stala  in  modo  generale  trattata  non  altrimenti  che  l'altra  Circa 
la  formazione  delle  potenze;  l'enunciazione  de'  numeri  110  e  111  conviene 
alte  radici  di  qualunque  grado,  in  essa  si  comprendono  le  regole  parti- 
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colari  deHa  cadi ee.  quadrata  e  cuba*  la  radiee  fn<<Ma  del  1"  termine  o  pe- 
riodo diTiene  la  radice  2*  e  3%  la  forma  generale  ma^'^  del  divisore 
8i  traduce  in.  2a  e  Sa*,  a  la  formala  (a+6)™  nel  «aso  dim»2em-"a 
fa  conosce  i  due  termini  2a&  +  ò^  e  i  tre  3a«6,+ 3a&^  +  S^  da  sottrarsi, 
e  dalla  stessa  si  può  dedarre  la  regola  per  la  radice  dì  nn  grado  deter- 
minato. Così  se  ci  piacesse  di  leggervi  la  regola  della  raéice  4^,  la  Cor- 
mola  del  binomio  darebbe  {a  +  ft)^ -"  a^  4*  4a5&  +  6a*b*  +  Ac^^  +  54  nel  caso 
di  m  — 4t  di' cui  il  1°  termine  insegnerebbe  ad  estrarre  la.  radice  4^^401' 
i"*  tarmine  della  data  espressione  o  del  1^  periodo  del  dato  numero  giè  di* 
viso  in  periodi  di  quattro  cifre,  il  2°  additerebbe  la  forma  dei  divisore  4a3, 
e  la  sottrazione  avrebbe  luogo  pe'  quattro  termini  4as^+0a'6>+4€iò5+64. 
Il  seguente  es.  presenta  l'applicazione  di  questa  regola,  ma  ai  previene 
potersi  ia  radice  4*  determinare  con  due  saccebsive  estrazioni  di  radice  2*, 

'  %  •  \  4 

essendo  y/a^'^a^,  e  \/a'*mma,  ciò  che  corrisponde  a  ^a4«.a. 

4 
)/  862,9728,7696  -  K42  (A)  (b) 

62» 

237  9728*        1 500  .  .  «OOO  128^712 


2400  69984 

1728 


(A)  225  3056  ^^ 

i%  6672  7696  |  629866  ^^                   ^^ 

(B)  12  6672  7696  ^253056        1255^27696 

0 

ARTICOLO  tu. 

IHUb  rcuiici  numeriche  incomfMmwrabili. 

114.  Il  metodo  dell'art,  ii  precedente  ha  rigoardo  alle  quantità,  che 
sono  potenze  esatte  dello  stesso  grado  della  radice  cercata  ;  ma  spesse 
volte  questa  condizione  non  si  verifica,  e  nello  estrarre  la  radice  m<<«no 
di  OQ  dato  numero  a,  ottenuta  la  cifra  delle  unità ,  si  manifesta  un  re- 
siduo r.  In  simile  caso  non  si  trova  la  radice  .esatta  di  a  in  numero  in- 
tero ma  si  bene  di  a — r  esprimente  la  massima  potenza  iMitM  contenuta 
in  af  non  altrimenti  di  ciò  che  è  osservato  al  n,*^  100  per  la  radice  qua- 
drata ;  onde  la  radice  esatta  di  a  poti^  forse  esser  compresa  fra  il  nu- 
mero trovato  e  lo  stesso  nomerò  accresciato  di  tino,  cioè  esprimersi  da 
un  intero  più  un  fratto ,  come  per  es,  yy%  eguale  ad  1  fio  trn  fratXo , 
V/8  eguale  2  ptà  un  /rotto,  ec  Per  lo  che  ci  facciamo  a  stabilire  un  me- 
todo generale  per  ottenere  la  parte  frazionaria  della  radice  oltre  all'inte- 
ra, e  per  maggiore  semplicità  l'esprimeremo  in  decimali. 

115.  Sì  abbia  in  1^  luogo  '1  numero  intero  a ,  di  cui  si  carchi  la  ra- 
dice m«»«Mi  espressa  da  uq  Intero  e  da  n  cifra  decimali. 

Segnando  la  vagola  dopo  la  cifra  delle  unità  di  a ,  si  scrivano  n  pe- 
riodi di  m  sari  per  ciascano  ;  cosi  facendo,  il  oumero  dato  a  prende  la 


t 
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forma  decimale  -JQHm".  «  «^  otiicDe  \/a— .  ^  '    (».•  112).  Si  dcTe 

adunque  estfarre  la  radice  m*ifna  del  numero  axlO™**  cioè  del  numero 
dato  a  col  seguito  di  mn  zeri ,  e  nella  radice  trovata  separare  n  cifre 
decimali  corrisponden^  agli  n  periodi.  Anzi  nella  pratica  si  opera  da 
prima  sopra  T  intero  a  9  e  dopo  di  aver  determinato  la  cifra  delle  unità 

di  {/a  si  continua  l' estrazione,  come  se  seguisse  un  periodo  di  m  zeri, 
scrivendoli  all'uopo  giusta  le  note  regole  (n.**  Ili]  ;  e  la  cifra,  che  pro- 
viene in  radice,  appartiene  al  1^  posto  decimale,  ch*è  quello  dei  decimi. 
Ottenuto  i  nuovo  residuo,  si  prosegue  ad  operare,  supponendo  nn  2^  pe- 
riodo ài  m  zeri,  e  si  ha  la  2*  cifra  decimale  cb'  è  de'  centesimi;  e  cosi 
^i  procede  sino  alla  cifra  ntif^  decimale,  che  si  è  proposto  di  ricercare. 

E$.  /.®  Si  cerchi  la  radice  quadrata  di  3  con  sette  decimali. 

Considerando  il  numero  3  come  se  fosse  scritto  3,00  00  00  00  0000.00, 
col  seguito  cioè  di  sette  periodi  decimali  di  due  zeri,  si  trova  la  radice 
17320508  di  questo  numero  a  guisa  d' intero  ;  e  separandovi  sette  deci- 
mali, si  ha  1/3—1,7320508.  Ecco  in  disteso  l'<iperazione 

1/3-1,7320508 
1 


2.7 

34.3 

346.2 

34640.5 

3464100.8 


200 

1100 

7100 ;.. 

1760000 

279750000... 
2621936 

Questa  radice  non  è  esatta,  perchè  dopo  di  aver  trovato  la  cifra  8  dei 
7*  posto  decimale  ci  ha  '1  residuo  2621936,  che  colVaggiunta  di  altri  pe- 
riodi di  due  zeri  darebbe  delle  naoTe  cifre  in  radice  ;  ma  siccome  le  ci- 
fre mancanti  dell' 8°,  9^  posto  ec.  danno  sempre  un  numero  minore  del- 
1^  unità  del  7^  posto  ,  cesi  quella  radice  di  3  si  dice  approssimata  ad 
un  dieeimilionesim(i  preuo  (aritmetica  n.^  102).  Difatto  si  ha  1,7320508'— 
2,9999999  7378064  (n.  78),  cui  manca  0,0000006  2621936  per  divenire  3;  ma 
l^aomento  di  tino  nella  cifra  del  7'*  posto  dà  l,732O5e9*—3,O000003  2019081 
che  eccede  di  0,0000003  2019081  il  numero  dato  3.  E  se  si  volesse  una 
approssimazióne  ancora  maggiore,  si  potrebbero  calcolare  nella  radice  le 
cifre  deir8°,  9®  posto  ec  sino  ad  un  posto  qualunque  n,  e  l'errore  della 
stessa  sarebbe  minore  dell'unità  dell'ordine  n^ima, 

Es,  iS.°  Trovare  la  radice  di  2  con  nove  decimali* 

Operando  col  metodo  di  sopra  si  ottiene  v/2— 1,414213562  ad  tm  mt[-. 
lecentomxlionesimo  presso, 

Es.  S,^  Si  cerchi  la  radice  di  1814  con  sei  decimali. 

Trovate  le  cifre  intere  42  e '1  residuo  50  (n.°  100)  coli' aggiunta  suc^ 
cessiva  di  sei  periodi  di  due  zeri  si  ottengono  i  sei  decimali  richiesti 
591078,  e  si  ha  1/181 4^42 »591078  ad  un  mUionenmo  presso. 
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Ei.  4,^  Si  cerchi  la  radice  cuba  di  45  con  quattro  decimali. 

Il  dato  Damerò  45  si  considera  col  segafto  di  quattro  periodi  decimali 

di  tre  zeri  cioè  45,000  000  000  000^  di  cui  si  trova  la  radice  cuba  35568 

a  guisa  d'intero  e  U  residuo  3541229568;  e  separandovi  i  quattro  deci- 

s 
mali,  si  ha  \/45— 3,5568  ad  un  diecimiUe$imo  pretto. 

s 

V/45-.3,5568 
27 

18000 I  27 

15875 

2125^00 1^675 

i 863875 

261125000....  I  378075 
227228616 


33896384000  I  37935408 
30355154432 

3541229568 

116.  In  2**  luogo  sia  'i  numero  dato  a  un  Tratto  decimale  qualunque , 
e  se  ne  cerchi  li^  radice  mtima. 

Prima  d'intraprendere  Toperazione  si  deve  osservare  se  i  denominatore 
sìa  potenza  mtima  di  10 ,  cioè  se  'ì  numero  delle  cifre  declinali  sia  un 
moltiplice  qualunque  n  di  m;  e  quante  volle  questa  condizione  non  si  veri- 
ficarvi si  deve  scrìyero  di  seguilo  1  conveniente  numerq  di  zeri,  che  non  alte-; 
raao  il  valore  della  proposta  frazione  decimale  (aritm.  n.^  94).  Esprimendo 

6 
per  h  il  numeratore  del  decimale  a  cosi  aggiustato,  si  ottiene  a  —  r^^  ,  e 

m 
quindi  |/a—  -^y  cioè  si  estrae  al  solito  la  radice  mttma  di  6  e  vi  si  se- 
parano n  decimali.  Quando  però  si  esige  per  una  maggiore  approssima- 
zione un  numero  r  di  ulteriori  cifre  decimali ,  allora  dopo  di  aver  otte*' 
noto  l'ultimo  residuo  di  b  si  prosegue  l'operazione,  come  se  vi  fossero 

b        6x10"' 
altri  r  periodi  di  m  zeri:  conciossiachè  si  ha  o—  r^n "  JASmHb^»  ® 

m       v^^6xlO"f) 

V^^—" — ftia^c    »  *'  ^®T®  adunque  estrarre  la  radice  mi»»»a  del  numero 

b  seguito  da  mr  zeri,  e  separare  nella  radice  trovata  n+r  decimali. 

Ss.  y*«  Si  cerchi  la  radice  di  28,9. 

Ili  questo  caso  si  ha  m— 2,  e  bisogna  almeno  aggiungere  uno  zero  al 
4^(0  numero  per  convertirlo  in  28,90  e  perciò  si  ha  n-?^!.  Estraendo  la 
radice  di  2890,  si  ottiene  53;  e  quindi  \/28,90— 5,3  ad  un  decimo  pret- 
to. Se  si  volessero  altre  sette  cifre  decimali  nella  ri^dice  cipè  nel  caso  di 
r— 7y  si  dovrebbe  proseguir^  l'estrazione  col  residuo  81  ed  altri  sette  pe- 
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riodi  di  due  zeri  onde  trovare  successi vameote  le  cifre  7,  3,  8,  i,  2,  0,  2 
e'I  residuo  245811196;  cosi  si  avrebbe  \/28,9«5,37587202  ad  im  ceri- 
lomt/ìonettmo  presso ,  come  se  si   avesse  operalo  sul   numero 
28  90  00  00  00  00  00  00  00  con  separare  n+r-.l+7— 8  decimali  nella 
su«  radice  537K87202. 

Es.  JS.**  $i  cerchi  la  radice  di  0,0007396. 

Da  prima  si  aggiunge  uno  zero  per  cangiare  il  numero  dato  in  0,00073960 
e  si  cerca  la  radice  di  73960,  eh' è  271  col  residuo  519;  vi  si  separano 
quattro  decimali  per  ragione  di  n^A,  e  si  ottiene  \/0,0007396»0,0271 
ad  un  diecimiUenmo  presso.  Considerando  in  seguito  del  residuo  519  cin- 
que periodi  di  due  zeri,  si  trovano  altri  cinque  decimali ,  e  la  radice  si 
esprime  da  0,027195587  presso  cui  un  mille  milionesimo, 

Es.  S.°  Si  domanda  la  radice  di  7,4327. 

Essendo  pari  'l  numero  de'  decimali,  si  estrae  la  radice  di  74327,  che 
è  272  col  residuo  343,  e  separandovi  due  decimali,  si  ha  \/  7,4327—2,72 
ad  un  centesimo  presso.  Se  poi  si  fa  uso  di  sei  periodi  di  due  zeri ,  si 
ottiene  )/  7,4327»2,72629785  ad  un  centomilionesimo  presso. 

Es.  4.**  Si  cerchi  la  radice  cuba  di  7,9507. 

Si  comincia  con  aggiungere  almeno  due  zeri  onde  rendere  *l  numero 
de*  decimali  moltiplico  di  m-^3 ,  e  si  cerca  la  radice  cuba  di  7950700 , 

ch'è  199  cui  residuo  1021509;  perciò  si  ha  \/ 7,9507— 1,99  aci  un  eenCe- 

simo  presso  per  ragione  di  n«2.  Continuando  l'operazione  con  altri  tre 

periodi  di  tre  zeri,  si  trovano  le  tre  cifre  5,  8,  8,  cioè  Ja  radice  si  esprime 

da  1,99588  ad  un  centomillesimo  presso. 

H7.  In  3**  luogo  sia  proposto  di  cercare  la  radice  rnsi^sw  di  un  fratto 

b 
ordinario  qualunque  ■^• 

1  .'*  Se  *1  denominatore  d  è  potenza  m<tma  espressa  da  e*"  si  hi^ 

m  Ni  m 

f^   -  —  f^    ,„  —  — ,  cioè  si  estrae  la  radice  msima  del  numeratore  6,  e 
dee 

si  divide  questa  radice  per  e,  resultando  la  medesima  approssimata  ad 

1 

-  presso. 

Se  poi  si  vuole  una  maggiore  approssimaiione ,  si  può  'l  dato  fratto 

-^^  moltiplicare  sotto  e  sopra  per  una  potenza  msima  di  qualunque  nu- 

tu  HI  ffi 

-./-*        -w/-^*"         t/(tA")      1 
mero  h  cioè  per  A'",  e  cosi  ottenere  r    "S  — r    '  m^m  "" — ^/^  •  ^ 

presso,  ch'è  tanto  più  piccolo  quanto  maggiore  si  prende  l'indeterminata 

h  (aritm.  n."  6B). 

15 
Es.  1."  Sia  data  la  frazione  '^.  per  estrarne  la  radice  quadrata. 
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.-x-15      ,^18      3        1 
Si  ha  y  fti*'^»»'"»*^»  f^^^'  ^  s^  prende  A— 48,  ne  derivi 

16      1 8.48»       34»60       .^15      _185      185        Jl^ 

81  ""  9»  .48»  "  9M8»  ®    '^  8Ì  ""  9^48  "  432  '^  432  ^^^^^' 

E  qui  si  osservi  dì  passaggio  che  con  simile  metodo  si  può  ottenere  la 

radice  iti'tina  approssimata  di  un  intero  espressa  da  un  fratto  spurio*  di 

qualunque  denominatore  e,  convertendo  l'intero  in  fratto  di  denominatore 

,  •  ^       1  73.18*      23652 

e":  così  per  la  radice  di  73  a  -rr  presto  si  ha  73—   .g,    —  "loa    »  * 

153 
V/73-Ì--TT-;  ma  ad  eccezione  di  qualche  caso  particolare  conviene  per 

la  maggiore  sempllcitA  ed  esattezza  de'  calcoli  di  far  uso  de*  decimali, 

come  già  si  è  prescritto  [n,^  115). 

2.®  Se  '1  denominatore  d  non  è  potenza  mkivut^  si  deve  la  data  fra- 

6 
zione^  convertire  in  un*  altra  identica  di  denominatore  d^,  moltiplicando 

9otto  e  iopra  per  d"*- ' ,  e  si  ha  -—  ^^j»^,—    ^     ;  quindi  ai  de- 

duce  r    5  ^  .     ■■  a  - prtsiO»  B  se-  si  moltiplica      .^    sotto  e  jo- 

(W"-'*")         ._^5    t/(M"-'A")       1 
pra  per  fe"*,  ne  proviene  — jni^s; — »  e  y  j j^jj a  -jj-  prei- 

«o,  cioè  si  ottiene  la  radice  pìb  approssimata. 

13 

Es.  2.^  Si  cerchi  la  radice  quadrata  di  -tt. 

Essendo  fn—2  o  sia  ni— 1—1%  si  moltiplica  sotto  e  sopra  per  lo  stesso 

^     ,13    13X63    819 
denominatore  63,  il  che  dà  gg"   ^^^   ""aas*  ®  quindi  si  ottiene 

•    ^13    1/819    28       1 

^63- "63- -63  •63^^'''"- 

.13    13  63.9*    66339       ^^-13    t/66339 
Supponendo  A-9,si  ha  ---g^.^-^-^;^^.  e  ^gj— ÒIT 

257       1 
""567  ^  567  ^^'^'  ®  P®""  ^^9104  si  otterrebbe  la  radice  espressa  da 

233638  i 

514332  '  1H4332  ^^^*^' 

17 

Es»  S.^  Si  cerchi  la  radice  cuba  di  nr* 

o 

In  questo  caso  si  ha  m— 3  o  sia  m — 1—2/ perciò  il  dato  fratto  si  mol- 
tiplica lotto  e  sapra  pel  quadrato  del  denominatore  cioè  per  25,  e  si  ha 
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3  3 

17      Ì7.25      425  -^i7      V/425      7     ^  1 

425.473      44124775     ^ 
Prendendo  A— 47,  gì  opera  sopra  la  frazione  „j  ^-3-  —  ~K37ps~~ 

,         ,  353       353        1 

da  corae  radice  cuba  della  pfoposta  „  ,-  ™  .rri  «  ao»  P»'c«o. 

0.47        zoo        2oO 

Frattanto  '1  caso  delie  frazioni  ordinarie  si  può  ridurre  a  quello  d«IIe 
decimali,  prescrivendo  di  convertire  le  prime  nelle  seconde  (arit.  n.**  102), 
alUnchè  sempre  si  estragga  la  radice  mi^mn  di  frazióni  decimali;  e  se  si 
vogliono  n  cifre  decimali  nella  radice,  se  ne  devono  calcolare  un  numero 
mXn  nella  frazione  decimale  che  tien  luogo  della  proposta  (n.®  115). 

Così  neircs.  1"  di  sopra  si  ha  rr '-0,185  185  èc.  e  per  quattro  decf- 

ot 

mali  nella  radice  si  opera  sopra  0^  18  51  85  18  che  dà  0,4303  cui  un 

13 

dieeimillesimo  pre$8o;  nell'es:  2^  si   deduce  da   prima  tt  — 

0,2063492  Ò63492  ec;  e  per  dnque  decimali  si  ottiene  \/0,20  63  49  20  63— 

0,45425  adtin  c0rifomtn6<tmopr«Mo;e  nel l'es. 3"  volendo  quattro  declmali,per 

17 
ragione  di  -tt— 3,4  si  ottiene  1/3  400  000  000  000—1,5036  ad  un  die- 
0 

cimillesimo  presso. 

118.  In  tulli  gli  esempi  già  addotti  di  cslrazion  di  radice  sì  degl*  in- 
teri che  de'  fratti,  ottenuta  rullima  cifra  decimale,  vi  è  stato  sempre  un 
residuo:  e  l'operazione  potrebbe  ancora  progredire  per  ritrovare  delle  ul- 
teriori cifra  decimali.  L'esperienza  intanto  ci  avverte  non  esser  mai  i 
calcolatori  più  pazienti  giunti  al  termine  di  s)  fatte  estrazioni,  perchè  sem- 
pre si  hanno  dei  nuovi  residui ,  qualunque  siasi  il  numerò  de'  decimali 
già  calcolati  ;  onde  ci  facciamo  a  consultare  la  teoria  per  conoscere  se 
tali  estrazioni  dì  radice  possano  in  qualche  caso  av,er  fine.  Siccome  i  fratti 
decimali  devono  avere  il  denominatore  espresso  da  potenza  rht^^tt ,  e  la 
cslrazion  della  radice  rnsifM  si  effettua  sopra  il  numeratore  considerato, 
come  numero  intero,  cosi  la  nostra  ricerca  diviene  più  •  semplice  »  come 
quella  che  al  solo  caso  degl'inleri  Si  riduce  ne*  seguenli  termini:  se  un 
numero  tnlero  non  ha  la  radice  m'^'na  esatta  negl'interi,  continuandone 
l'estrazione  coi  decimali,  potrà  avere  la  radice  esatta  espressa  da  un  in- 
tero più  ftn  fratto?  E  per  rispondere  convenientemente  a  questo  quesito 
è  giocoforza  di  premettere  il  seguente 

7'eorema.  Ogni  numero  primo  P,  che  divide  il  prodotto  AB  |  deve  al- 
meno dividere  uno  dei  due  fattori  A  o  B. 

Dimostrasione.  Concedendo  che  P  non  divide  J,  si  fa  la  prova  di  do- 
vere dividere  necessariamente  ^  ;  e  si  dislingaono  per,  là  dimostrazione 
due  casi  secondo  che  P  è  minore  o  maggiore  di  A. 

l**  Caso.  Sia  P<A. 
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Il  massimo  comun  divisore  de'  due  numeri  A  e  P  noD  può  essere  che 
Vutwià;  perchè  il  mimerò  primo  P  non  ha  che  due  fattori  impropri  cioò 
lo  stesso  JP  ed  1 ,  e  fatta  l' esclusione  di  P ,  che  per  r  ipotesi  conceduta 
non  divide  A,  resta  soltanto  l'um^td  come  massimo  fattore  comune  di  A 
e  P.  Si  è  perciò  che  nell*  operazione  del  massimo  comune  divisore  di  A 
e  P  dietro  un  numero  più  o  meno  grande  di  residui ,  si  dovrà  necessa- 
riamente otleoere  l' ultimo  residuo  1.  (arflm.  n.**  74).  Ora  ciascuno  dei 
successivi  residui  moitipìicato  per  ^  dovrà  dare  un  prodotto  divisibile  per 
P:  Imperciocché  nella  divisione  di  A  per  P,  denotando  per  Q  il  quoto  e 
per  R  il  residuo,  si  ha  per  la  natura  della  divisione  Tegnagliania  A^PQ 
+JK  (n.**  37);  moltiplicando  tutti  i  termini  per  B,  si  ottiene  AB^BPQ 

AB  BB 

+  R//0  sia  ^H— I?JPO^ilJ?;  e  dividendoli  per  P,  si  deduce -5-— ^(>— — 

jt 

AB 

Ha  secondo  l'ipotesi  del  teorema  -p-  è  numero  intero,  e  perciò  il  primo 

AB 

membro  dell'equazione  -rr — BQ  si  esprime  da  un  intero;  dunque  runico 

termine  del  secondo  membro  -p-  dovrà  necessariamente  essere  numero 

intero,  cioè  il  prodotto  BB  sarà  divisibile  per  P.  Similmente  essendo  Q* 

il  quoto  e  B'  il  residuo  della  2*  divisione  di  P  per  P,  si  stabilisce  l'e^ 

quazlone  P-wit^'  +  P',  che  per  la  moltiplicazione  de'  termini  per  B  si 

cangia  in  PP— PPQ'  +  P'P  cioè  PP— PPp  —  P'P,  e  dividendo  per  P  si 

BBQ-     B'B  BB 

ha  infine  B — "p"""!»"'  ^^  "p"  'olerò  per  In  dimostrazione  d{  6opra 

BBO* 
dà  pure  intero  il  termine      p'    (anUn.  n,*^  55)  e  quindi  il  1®  membro 

BBQ'  BB  .     . 

B p-;  dunque  —jt  sarà  pnreitMero  o  in  altri  termini  il  prodotto  B'B 

divisibile  per  P.  Chiamando  Q\K'  il  quoto  ed  il  residuo  della  3*  divi- 

BB     BBQ**     B"B 
sione  di  B  per  P',  si  ha  al  soIHo  -p--^     -,   '— "^;  ma  per  ragione 

,    BB      B'B 

di  —  e  -^  ciascuno  intero,  il  l**  membro  dell'equazione  dà  up  ^laro; 

K*B  . 
dunque  '—-  dovrà  essere  intero  0  sia  P"P  divisibile  per  P;  e  eosl  di 

seguito  qualunque  sia  1  numero  delle  divisioni  successive ,  fatte  le  cor- 
rispondenti equazioni,  da  ciò  che  l'accennata  proprietà  si  verifica  ne'  due 
ultimi  residui,  si  potrà  sempre  argomentare,  che  la  medesima  dovrà  esten- 
(|ers|  al  nuovo  residuo.  Ma  l'ultiquo  residuo  di  tale  operazione,  come  già  si  è 

detto  sin  dal  principio,  dev'essere  Vunità,  dunqtfSf  — ^  —  ~  sarà  certa- 

.     P        P 

mente  numero  intero  0  sia  B  divisibile  per  P.  I^  che  ec. 

17 
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2**  CaM.  Sia  P>A. 

Riteneodo  Videa  di  dover  essere  imo  il  massiino  comon  divisore  di  P 
ed  ^»  si  prova  come  nel  1**  caso  la  slessa  proprielà  de*  residui,  che  con- 
viene ali*  ollimo  di  essi  uno.  Ed  iovero  nella  1*  divisione  di  P  per  ^ , 
chiamando  Q  il  qaoto  e  Jl  il  residuo,  si  ha  P-^AQ+Bf  da  coi  si  ricava 

ABQ      BB  .    AB 

PB-^ABO+RB  cioè  PB^ABQ'-BB,  e  B jp  —  -p  ;  essendo  —  se- 

HB 

eondo  l'Ipotesi  namero  Intero,  dovrà  pare  essere  intero  —  o  sia  BB  di- 

vjsibila  per  P.  Cosi  nella  S*  divisione  di  A  per  R  si  ha  ^—110'+ A'  • 

AB'^BBQ'-{-B^B,  da  coi  si  deduce  — p^**    »;"»•"»"•'»' 

B'B 
sono  interi;  dunque  -p-  è  nn  intero  ;  e  nella  3*  divisione  di  il  per  Jt' 

,        BB      B*BQ'      B'B    ,  ^      ,  K'B 

daSFequazione  —  —  — j-^  —  -j-  si  dovrà  argomentare  assere  -p-  an- 
cora intero,  e  cos)  di  seguilo.  Ora  rultiroo  residuo  di  questa  operazione 

iXB      B 

è  necessariamente  1,  perciò  —^  *"  p  ^  intero  o  sia  il  namero  ^  è  di- 
visibile per  P;  Lo  che  ec. 

Ecco  alcuni  conseguenti  del  principio  dimostrato: 

Corollario  1,^  Il  teorema  si  estende  al  prodotto  di  qualsisia  numero  m 
di  fattori,  e  si  può  rendere  generale  in  questa  maniera:  OpU  numero  pri" 
mo  T,  che  divide  U  prodotto  ABsn^r,  di  m  fatiori,  deve  dividere  almeno 
uno  dei  fattori;  perchè  quante  volte  T  non  divide  il  fattore  semplice  A, 
deve  dividere  secondo  il  teorema  di  sopra  il  2*^  fattore  composto  Bm^t, 
che  si  riguarda  da  noi  come  prodotto  di  m— 1  fattori  qualunque,  e  può 
esprimersi  da  BCm—*'  Se  il  numero  T  non  divide  B,  deve  per  la  stessa 
ragione  dividere  il  2®  fattore  composto  Ct^-^a,  ch'è  un  prodotto  di  m<^2 
fattori,  che  può  esprimersi  da  CDm-^s  ;  e  così  successivamente  finché  si 
perviene  al  prodotto  di  due  fattori  semplici  MN,  nel  quale  caso  il  nu- 
mero primo  Tt  non  dividendo  Jf  deve  necessariamente  dividere  If;  duo* 

que  ec* 

Coronario  %,^  Supponendo  egoalil  fattori,  il  prodotto  di  m  fattori  e« 
guali  dà  la  potenza  ifi<«"»«;  e  traducendo  il  teorema  generale,  si  stabili- 
sce ,  che  «e  un  numero  primo  divide  la  potensa  m^fm*  di  a ,  deve  per 
necessità  dividere  lo  stesso  numero  a.  SI  è  perciò  che  una  potenza  qua- 
lunque m$ifM  di  a,  cioè  a*"  non  può  avere  fattori,  che  siano  numeri  pri- 
mi, diversi  da  quelli  di  a. 

C^fX^IZarto  S,'*  Sia  la  frazione  propria  o  impropria  -:  irriducibile,  cioè 
i  due  numeri  k  e  d  non  abbiano  alcun  fattore  comune;  lo  dico  che  qua- 

lunque  potenza  mittna  della  stessa  ^  dovrà  essere  ancora  una  fraziona 
irriducibile. 
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lopereioetliè  giusti  il  V  corollario  (">  e  d"  non  possono  arer  de*  far- 
fori  numeri  primi  divorsi  rispetliva mente  da'  fattori  primi  di  5  e  d ,  • 
sia  la  condiiione  di  .arere  ò"  e  <f°  an  fattore  cornane  numero  primo  di- 
pende dair  esistenza  di  an  fattore  coniane  numero  primo  tth  b  e  d  ;  ma 
h  e  d  non  hanno  secondo  l' ipòtesi  aleno  fattore  primo  cornane ,  dunque 
Bè  tampoco  possono  averlo  6*"  e  d".  Innoltre  non  si  paò  sapporre  alcun 
fattore  comone  che  sia  nomerò  non  primo,  fra  V^  e  d";  perché  qnalsisia 
nomerò  non  primo  si  può  scomporre  in  fattori,  fra  1  quali  deve  almeno 
comprendersi  un  numero  primo;  e  siccome  quante  volte  esiste  un  divisore 
esatto  di  un  nuoDcro,  i  particolari  fattori  di  questo  divisore  godono  della 
medesima  proprietà  in  riguardo  al  numero,  cosi  in  questo  caso  i  numeri 
e  e  d"  dovrebbero  ancora  avere  un  fattore  comune  numero  primo,  che 

5" 
BOB  può  darsi.  Quindi  è  chiaro  che  il  fratto  proprio  o  improprio  ,„  non 

è  suscettibile  di  essere  ridotto  a  più  semplice  espressione ,  come  quello 
che  risolta  da'  due  termini  b"  e  d",  che  non  possono  avere  alctrn  fattore 
comone  (arltm.  n.*  74). 

119.  Posti  questi  princlpii»  veniamo  dicendo  con  certezza  in  1**  laogo 
che  un  numero,  non  avendo  radice  esatta  di  qualeisia  grado  m  negVin^ 
ieri  ;  né  meno  la  può  a»er$  in  un  intero  unito  ad  un  fratto  cioè  in  un 
fratto  spurio. 

Sia  X  la  radice  msima  di  a,  cioè  si  sapponga  a^^a,  e  negl'interi  non 
esista  alcun  uumero,  che  possa  prendersi  per  valore  di  «;  egli  è  facile 
di  provare  che  questo  valore  di  x  nò  tampoco  potrà  esistere  ne'  fratti. 
Imperciocché  si  assegni  la  frazione  spuria  esprimente  il  valore  di  «,  e 
togliendo  i  fattori  comuni  nel  caso  che  ce  ne  abbia,  si  renda  irriducibile 

b 
della  forma  ^z  siccome  la  potenza  m<«Ma  della  frazione  irriducibile  è  se- 
condo il  corollario  8**  pure  Irriducibile^  cosi  egli  è  impossibile  che  la  fra- 

6" 
zione  ^  si  riduca  ad  un  numero  intero»  o  sia  che  abbia  loogo  Tequar 

In  2**  luogo  allorché  si  é  ottenuta  l' ultima  cifra  intera ,  esistendo  aa 
residuo,  si  può  egli  é  vero  continuare  l'estrazione  con  far  uso  de*  deci- 
mali, ma  la  medesima  non  avrà  mai  fine,  perchè  la  radice  richiesta  non 
può  in  modo  esatto  esprimersi  da  un  intero  unito  ad  un  fratto  decimale* 
Intanto  questa  radice,  che  non  può  assolatamente  esprimersi  da  nessuno 

numero  intero  o  fratto,  ha  de'  limiti  certi  fra  cui  é  compresa;  denotando 

m 
per  n  la  parte  intera  già  ritrovata,  i/a  dovrà  necessaria meoCe  comprane 

dorsi  f ra  n  e  n-i-l ,  e  per  mezzo  de'  decimali  possiamo  sempre  più  ap- 
prossimarci al  suo  vero  valore.  Ck>nciossiachè  mancando  all'esattezza  della 
radice  ooa  parte  minóre  dell' onità  dell' oltimo  posto  de*  decimali  calco- 
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lali,  Terrore  sempre  più  si  diminuisce  per  mefzo  degli  Dltcriori  decima- 
li«  e  potrà  rendersi  piccolissimo  oltre  ad  ogni  immaginerò,  o  come  diceat 
minore  di  qualunque  numero  assegnabile. 

Lo  stesso  si  dica  delle  radici  de'  fratti,  allorché  dopo  di  av«r  ottennio 
l'ultima  cifra  della  radice  del  numeratore  considerato  come  intero  hn 
luogo  un  residuo;  perchè  la  radice  del  fratto  eguaglia  la  radice  del  nu- 
meratore divisa  per  quella  del  denominatore  supposto  potenia  esatta ,  e 
non  essendovi  la  radice  esatta  del  numeratore  »  né  tampoco  potrà  averla 
il  fratto. 

120.  Le  radici  inesatte  come  quelle  che  non  possono  esprimersi  in  nu- 
meri, s'indicano  col  nome  d'incommensurahUi;  perchè  non  si  può  allatto 
assegnare  una  parte  quanto  si  voglia  piccola  deironilà,  che  si  compren- 
desse esattamente  nelle  stesse,  o  come  dicesi  le  misurasse.  Kd  affinchè  si 
possa  meglio  concepire  il  senso  di  questa  denominazione,  facciamo  riflet- 
tere 1**  che  tutti  i  numeri  interi  hanno  al  certo  per  misura  comune  l'u- 
nità, che  in  ciascuno  di  essi  esattamente  comprendesi.  2"  La  divisione 
inesatta  dà  origine  alle  frazioni,  e  qualunque  frazione,  che  può  rappre* 

b  1 

sentarsi  da  -^  ha  una  comune  misura  colTunità,  dti*è  la  parte   -    com- 

6 
presa  6  volte  nella  frazione  ^f  ^  à  volte  Dell' unitàé  Di  pia  tutte  le  fra- 
zioni, come  quelle  che  si  possono  ridurre  allo  stesso  denominatore,  hanno 

b 
rispettivamente  una  comune  misura;  così  per  esempio  le  due  frazioni    ,, 

e  bf    ed  i 

^  si  riducono  a  t>>  t^,  e  Is  parte  -r,  ne  forma  la  comune  misura.  Onde 

/  o/     «/  df 

ì  numeri  interi  e  fratti  appartengono  alla  stessa  classe  delle  quanlità , 
che  diconsi  comménturabili,  3"  L'estrazione  delle  radici  imperfette  pro- 
duce delle  quantità  «  che  non  possono  esattamente  esprimersi  da  nessun 
numero ,  e  che  come  tali  non  possono  avere  alcuna  comune  misura  nò 
coir  unità,  né  fra  loro;  giacché  se  ci  piacesse  di  considerare  l'unità  del 
100°"'  0  1000"'''  o  di  un  posto  più  elevato  10"  de'  decimali,  quanlunque 
essa  fosse  assai  piccola ,  non  potrebbe  esattamente  comprendersi  in  cia- 
scuna di  si  fatte  radici ,  che  hanno  delle  parti  ancora  più  piccole  corri- 
spondenti alle  cifre  decimali  degli  ordini  più  elevati  di  lO^  che  poirauno 
sempre  calcolarsi. 

Si  è  perciò  che  le  radici  inesatte  formano  l'altra  classe  delle  quaniiià 
dette  incommensurabili  f  che  sebbene  non  possano  esallamentc  esprimer- 
si, pure  ammettono  de'  valori  assai  approssimati;  potendosi  a  nostro  pia- 
cimento rendere  l'errore  sempre  più  piccolo  con  calcolare  delle  nuove  ci- 
fre decimali.  Frattanto  si  è  sicuro  che  queste  frazioni  decimali  ioflnite 
esprimenti  gl'incommensurabili  non  possono  resultare  peridioche;  perché 
qualunque  frazione  decimale  periodica  si  riduce  sempre  ad  un  fratto  or- 
dinario (  aritm.  o."  108),  e  la  quantità  incommensurabile  non  può  mai 
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essergli  esattamenle  egoale.  FioaliiMnie  si  noti  che  la  psrola  tneoiiimt^n- 
surabile  si  riguarda  come  slnonima  'd'irrastoiiaie  (d.®  94),  perciò  le  radleì 
inesaue  sì  aritmetiche  rìié  Mgebraiche  si  dicono  ineommensurMli  o  ir- 
rationali. 

Ouervaziime,  Il  teorema  »  che  serve  di  base  alla  dottrina  degl*  incom- 
mensurabili, è  stato  la  prima  volta  dimostrato  da  M.**  t^  Gendre  in  modo 
rigoroso  sebbene  indiretto  neir  opera  intitolata  Emai  $ur  la  théorie  des 
funnbres*  Paris.  An  VI^  pag.  4,  r/t  I  maiemalici  avevano  concordemente 
ammesso  l'esistenza  delle  radkl  incommenanrabill,  riguardando  come  evi- 
dente '1  principio  di  non  potere  qualsisia  potenaa  di  un  numero  avere  al- 
tri fattori  primi  che  quelli  dello  stesso  numero  (n."  U%,  coruH*  2");  ma 
coloro  che  amavano  l'esattezza  e  4  rigore  delle  dimostrazioni  degli  anti- 
chi, non  dovevano  resfar  soddisfatti  dctrcvidenza  di  questo  princìpio.  Di- 
fatto 11  Montucla  dopo  di  aver  fatto  l'encomio  della  Uiiiiostrazione  indiretta 
d'Euclide  nell'ultima  proposizione  del  libro  X°  degli  Elementi  in  riguardo 
ai  rapporto  incommensurabile  della  diagonak  al  lato  del  quadrato,  che  si 
esprime  da  i/2,  non  sa  approvare  11  metodo  di  alcuni  geometri,  che  ciò 
dimostrano  coWimpouilnlità  di  esirarre  la  radice  quadrata  di  %  per  Vap- 
prosrimazione  decimale;  ed  in  seguito  soggiunge  ma  ehi  ha  su/ficienle' 
meme  provato  che  quesV approssimazione  è  interminabile?  E  reca  avanti 
il  fatto  di  un  architetto  di  sua  conoscenza  eh'erasi  ostinalo  nella  ricerca 
di  v^2,  e  che  già  ne  avea  calcolato  100  cifre  decimali,  sperando  sempre 
di  giungercv alla  fine.  (Hisloire  des  Mùthématiques.  Pùris  àn.  iii^  lom*  /, 
pag.  iÓ8). 

Nota.  Approposito  di  questo  teorema  si  noti  che  sullo  stesso  sì  Tonda 
la  condizione  per  potersi  un  fratto  ordinario  convertire  in  decìii.islu  esatto, 
di  cui  sì  può  qui  assegnare  in  generale  la  forma  (v.  arlt.  n  "  lOtt).  Hd 

a  N 

In  vero  la    data  frazione   irriducibile  -  si  converte  nella  decimale  rri, 

0  IQ' 

a       N  axiO' 

quando  reqoazioiieT*"  .^r  dà  il  valore  di  N,  ch'è  — r — intero;  e  per 

avere  ciò  luogo^  b  che  non  divide  a  giusta  l'ipotesi,  deve  in  forza  del 
teorema  dividere  10^  E  siccome  i  fattori  prtmt  di  10'  sono  gli  stessi  dì 
10  cioè  2  e  5;  cosi  fa  di  mestieri  essere  b  —  2"'X5",  e  r  cioè  '1  numero 
^e'  posti  decimali  eguale  al   maggiore  fra  m  e  n,  lo  simile   guisa  nel 

aXlO"      ax2'"x5"' 
caso  di  m>n  resulta  r^m,  e  ^— 2^»><5"  *"     2^x5"     — oX5*~", 

mentre  nell'altro  dì  n>m  si  ottiene  r^n  e  iV— 0X2"-"™.  Si  stabilisce 
adunque  in  generale  che  dopo  di  aver  reso  irridueUnle  *l  fratto  ordina^ 
rio  la  condizione  richiesta  dipende  dal  solo  denominatore^  che  dev*es$er9 
un  prodotto  di  potenze  di  S  e  5,  di  cui  U  maggiore  esponente  determi- 
na *l  numero  de*  posli  deeimaii;  e  cìic  per  [ormare  7  numeratore  si  deve 
prendere  'l  numero  Si  o  U  segnato  col   minore  esponente ,  elevarlo  <Ui« 
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poUnxa  ««prtata  daUa  diftrensa  d9*  dvt  ttpan^nH ,  e  fare  *l  moUipUeo 
di  fueiia  potenza  p$l  dolo  numeratore. 

ARTICOLO  IV. 

Del  ealeolo  de*  radicali  e  delia  teoria  generale  degli  eeponenU. 


121.  Venendo  ora  a  considerare  gl'incommensarabili  algebraici,  che  co- 
stituiscono la  classe  delle  quantità  radicali  o  Irraiionali  (n.*  94),  ci  fac- 
ciamo a  stabilirne  le  particolari  regole  del  calcolo,  e  prendiamo  prioci- 
pio  da  quelle  cbe  più  strettamente  si  connettono  colla  loro  origine  $he  è 

appunto  l'estraiione  di  radice. 

n 
In  1®  luogo  si  debba  l' espressione  \/  a  elevare  alla  potenza  m««iiM  : 

essendo  la  radice  n<*'**'  di  un  prodotto  eguale  al  prodotto  delle  ra- 
dici n<i«M  de'  fattori ,   o   come   ilcesi   nel   linguaggio   algebraico 

n  n         n  n  n 

i/ax|/6xv/exi/(l*.- —  V^(a6e(i...)  9  ne  segue  ebe  nel  caso  di 

m  fattori  eguali  ad  a  si  ottiene  (^a)"*— ^/a"*.  Così  si  ba  '1  1"*  principio 
cbe  per  formare  la  potenza  di  un  radicale  ei  eleva  la  quantità  sotto  il 
eegtio  alla  potenza  indicata,  conservando  l' indice  primitivo  del  radicale; 

m 
e  come  conseguente  si  stabilisce  cbe  nell*  Ipotesi  di  m^n  resulta  (V/  a)"* 

m 
i.  ^  a™  —  o,  cioè  ft  eleva  una  quantità  radicale  alla  iteua  potenza  del 

euo  indice,  togliendo  semplicemente  il  segno  radicale. 

In  2**  luogo  si  debba  estrarre  la  radice  melma  éì  {/ a:  sì  supponga 

m 

i/»  n 

V^^dj  da  cui  si  deduce  Va^d^  ed  a^d^^  in  forza  del  conse- 
guente del  1®  principio;  ed  estraendo  la  radice  del  grado  mn,  si  ottiene 


«.  --      •"• 


v":.-. 


1/  a  —  d,  o  sia  ^  V^a  —  "ra.  Si  può  adunque  stabilire  il  2*^  prlocipio 
cbe  per  estrarre  la  radice  di  simili  espressioni  si  deve  fare  il  moltiplico 
dell'indice  del  radicale  per  lo  grado  della  radice  senza  alterare  la  quan- 
tità sotto  il  segno. 

Da  questi  due  princfpil  ne  deriva  un  3®  cbe  si  possono  moltiplicare 
contemporaneamente  per  la  stessa  quantità  gli  esponenti  de*  fattori  del- 
V espressione  sotto  il  segno  radicale  e  Vindice  del  radicale  senza  altS' 

fili*  ^_^ 
rame  il  valore,  cioè  si  ba  (/ a  —  f^d*' ;  perchè!  molilplico  degli  espo- 
nenti importa  elevazione  a  potenza  e  quello  dell'Indice  estrazion  di  ra* 
dice  dello  stesso  grado,  e  queste  due  operazioni  inverse  si  distruggono. 

122.  Questo  3**  principio  serve  di  base  alla  regola  di  ridurre  due  o  plb 
radicali  dati  al  medesimo  indice^  di  cui  spesso  di  fa  uso  ne*  calcoli.  Siano 
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per  esempio  i  dae  radicali  \/  a  e  \/b:  se  si  rooUipliet  Tindiee  m  del 
1**  per  l'indice  n  del  2**,  e  si  eleva  a  alla  potenza  nfii^,  si  ha  mercè 'I 


mn 


3^  princìpio  v^a^fr  a";  come  ancora  moltiplicando  n  per  m  ed  de- 
li       »• 

Ttttdo  h  alla  potenza  «MttM,  si  ouiene  i/h-^J^  h^;  e  così  i  doe  pro- 
posti radicati  resokano  col  medesimo  indice  mn.  Similmente  essendo  dati 


fiiiir 


|/a,j/fr,  |/e,  si  hanno  i  tre  Talorf  rispetti  Temente  identici  y  a^  , 


^"^  »  r  «""*•  Ed  ia  generale  si  stabilisce  la  regola  che  per  ridurre 
<  nuiteolt  òl  medesimo  iiuliee  si  deve  fMlXifUieaTt  Vindice  di  cioMeuno 
pél  prodaito  d$gli  altri  indici^  ed  eUvare  V9ipn$9i<m$  iotto  'l  $egno  alla 
fMfefua  indicata  da  qwito  prodotto;  e  qoesta  regola  ha  molta  analogia 
eoir  altra  di  ridarre  i  fratti  al  medesimo  denominatore. 

123.  Siamo  ora  in  istato  di  assegnare  le  regole  per  la  moltiplicazione 
e  ditisiooe  de'  radicali,  e  sapponghiamo  da  prima  che  i  radicali  abbiano 
il  medesimo  indice;  allora  si  moltiplicano  o  dividono  U  quantità  sotto  i 
$egni  $en*a  alterar  l'indice  del  radicale^  ehe  ii  estende  a  tutto  il  prodotto 


«»      •»  •* 


o  a  tutta  la  prasione :  eomt  per  es.  l/aX)/fr—v/(a(),  V^a:V/6—  f^  T» 

ciò  che  per  altro  rientra  nella  nota  regola  d'indicare  le  radici  de' prodotti 
e  delle  frazioni.  Se  poi  i  radicali  hanno  gl'Indici  diversi,  si  devono  prima 
ridorre  al  medesimo  indice,  e  poi  operare  giusta  la  regola  stabilita  ;  cosi 

*       m  n       mn         mn        mn  m      n  mn  a^ 

Si  avri  i/axi/i-i/a^xv/ft^-^/Ca^ò"),  e  v/o5l/*-|^ri5- 

Se  si  hanno  e^essipni  polinomio  con  radicali,  ridotti  questi  al  mede* 

Simo  indice,  si  proceft  collo  stesso  metodo  dell'espressioni  razionali:  cos 

per  es.  (o+V/m)(6— i/n)— oft+H/m— aV/n— V^(mn); 

#  ò  +  ^n 

(a+v/«»)  (« — \/m)  — a»— m  (oam.®  80,  osservazione):        ^     — 

{b+\/n){a — ^m)      ab+a^U'-by/m — V^{mn)  ^ 
(a + i/  m){a^^^^^  a* — m 

124.  Poteodo^MBsiderare  l'espressioni  In  parte  razionali  ed  in  parte 
irrazionali  (n.^'^^rsi  dice  la  parte  razionale  eo«ifici0iil«  dell' irrazionale 
0  sia  del  radical^e  questo  coelOciente  corrisponde  ad  uno  nel  caso  del 
termine  tutto  irrazionale;  per  lo  che  conservando  le  re^le  già  stabilite 
pe'  radicali,  si  procede  nel  modo  ordinario  per  esegui  relè  operazioni  in» 
dicale  sopra  i  coefficienti,  come  per  es.  (4aV^6'')'  — 4'a'i/ò"',  ec.  E  giu- 


sta il  principio  di  a— \/(i"'  si  stabilisce  che  qualunque  fattore  del  eoef- 
f  dente  elevato  alla  stessa  polenta  delV  indice  del  rcLdieale  può  passare  a 

m  m  'm 

/oflore  nei  rodicole,  come  per  esempio  4av^  6*^— 4 1/ (a°>6") — i/ (4"*  a"  fr"). 
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ciò  che  riesce  alile  in  alcune  trasformazioni,  ed  è  T  inverso  della  regola 
del  n.^  95.  I^a  somma  poi  e  la  sottrazione  dei  radicali  si  eseguisce  sopra 
i  loro  coefficienti,  riduccndo  quelli  de*  radicali  perfettamente  identici:  cosi 

4Ma  AiB  aaa.  t^  aéb  a* 

si  ha  4\/c"  +  5v^a"+2v/fr— i^a"— 2V/6— 3t/6^8i/a"— 3v/fr; 

M  fi  IH  H  Iti  IVI  li 

4/|/-a— 3(?t/6— 2/'|/a— Av/6  +  \/a  — (2/*+l)V/a— (3jy+A)V/6;ec. 

JS5.  Alcune  fra  le  regole  assegnate,  ed  in  particolare  quelle  che  riguar- 
dano r innalzamene  a  potenza  e  la  moltiplicazione,  Tanno  soggette  ad  ec- 
cezion i»  ^allorché  si  tratta  dei  radicali  immaginari,  che  non  sono  effettiva- 
mente  quantità  ma  semplici  simboli  algcbraici  di  assurdità.  Ora  qualun- 
que radicala  immaginario  non  è  tale  che  per  ragione  del  simbolo^ — 1 
in  esso  contenuto:  imperciocché  si  ha  1/  —  a  —  |/ (a K  —  1)  —  \/a  xy/^ — 1  ; 

4  4  4  4  4/.  6 

5   

e  6  6  «/  a»»    •*« 

l/aXV/  — 1-V/«X '^  i/— 1;  ed  in   generalcf^— a-7^ax 

m  

•1» •»  -/ 

/^ — 1— y^ox  1^  — I;  per  lo  che  ci  fìicciamo  a  discoprirete  regola 
delia  diverse  potenze  di  ^-^i,  da  cui  ci  verrà  fatto  di  dedurre  quelle 
degli  altri  immaginari* 

Si  cerchi  da  prima  il  quadralo  di  \/ — 1,  e  poi  le  successive  potenze. 
Sembra  a  prima  vista  che  in  forza  del  1®  principio  del  n."  121  debba 
ottenersi  (V/  — 1)»— \/(— 1)''— v^*  "-=^1  (nqmero  93);  frattanto  l'arn^ 
^ìguità  del  segno  non  è  qui  approposito,  e  *l  valore  che  compete  al  caso 
■ostro  è  — i  ;  giacché  posta  la  convenzione  primitiva  del  segno  radi- 
cale, {/ — f  indica  che  si  vuol  cstrarrc  la  radice  di  — 1  considerato  corno 
quadrato  (n.°  91),  ed  essendo  proprietà  della  radfts  nioliipiicala  per  sé 
Atcssa  di  riprodurre  il  quadrato,  ne  conseguita  che  iLquadralo  di  \/-^\ 
è  — 1;  perciò  si  stabilisce  come  base  della  teoria  degrimmagìM'i  la  for> 
KQla  (v/'^ljf  "-  —  1-  Da  questa  formula  si  argomenta  quella  del  cobo 

(|/— l)*-^/— J)*XV/  — 1-  — lx\/— 1 1/— «,  e  l'altra  della  4" 

potenza  (V/— 1)4  -  (\/— 1)5  XV/— 1 ^V/— <  X|/— 1  ig^(-^l)  -  +1; 

quindi  la  5'  potenza  coincide  colla  1"  \/ — 1,  essendo  (|/ — 1)»  — (V^ — 1)4 
Xl/— 1-4- IXV/— l-l/— 1,  la  C'*  colla  2\Ja  l|i|fti  3*,  la  8"  colla 
d^,  ec;  e  così  ritornano  di  quattro  in  quattro  le  prn^^uattro  potenze 

di  l/^l  che  sono  V—^i  —1,  — y/— <»  +1. 

Dunque  in  g<^rale  le  potenze  pari  di  V^ — A  sono  reali,  quelle  del  grado 
S(2n  +  1)  resultano  negative,  mentre  le  altre  del  grado  2x2n  sono  pò* 
Bitivc;  le  potenze  impari  sono  immaginarie,  quelle  del  grado  2  (2fr+l)  +i 
■egalivo  e  del  grado  2x2n  +  l  positive. 

Ostervaziont.  Reca  a  dire  il  vero  sorpresa  che  la  4*^  potenza  ed  In 
ganerale  quelle  del  grado  2  X  2n  di  V^r—  1  si  esprimano  da  + 1  quantità 
Itale  e  positiva,  o  io  altre  parola  che  1  abbia  come  radice  4"  il  simbolo 
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iinmagioarib  v/— 1»  mentre  si  sa  essere  uno  radice  di  «lualsisia  grado 
dello  stesso  1.  Si  rifletta  però  che  gì' immaginari  non  appartengono  alla 
classe  delle  quantità  propriamente  tali,  tua  ^ono  semplici  simboli  algebraici 
provenienti  dalla  nutazione  già  ammessa  delle  quantità  negative  isolate; 
che  l'algebra  li  combina  a  suo  modo  giusta  la  forma  meccanica  de'  cal- 
coli; e  che  da  una  sì  fatta  combinazione  resultano  oltre  alla  radice  di  un 
numero  data  dalla  regola  aritmetica  diverse  espressioni  che  racchiudono 
de'  simili  simboli,  le  quali  nel  gergo  algebraicò  si  dicono  pure  valori  della 
radice.  La  cosa  è  evidente  per  la  radice  quadrata,  che  oltre  al  valore  positivo 
ne  dà  un  altro  negativo  formato  dallo  stesso  numero,  che  si  deve  riguar- 
dare come  un  semplice  simbolo  algebraicò,  essendo  per  esempio  {/i'-dii; 
ed  in  appresso  sarà  dimostrato  che  oltre  al  valore  aritmetico  la  radice 
cuba  ha  due  valori  per  dir  cosi  algebraici  cioè  composti  di  simboli  im- 
maginari ,  la  radice  4^  tre  di  questi  valori,  ec.  o  sia  in  generale  '1  nu- 
mero de'  valori  tutti  della  radice  corrisponde  sempre  al  suo  indice.  Ora 

4 
i/ — 1  è  uno  de'  tre  valori  algebraici  di  t/1,  è  sempre  uno  de'  2x2n  va- 

4" 
lori  di  y/ì,  cui  conviene  '1  valore  aritmetico  effettivo  1  ;  quindi  cercan- 
dosi la  potenza  4*^  o  del  grado  4n  di  \/ — 1,  l'algebra  ci  guida  al  resul- 
Umento  -)-l.  Questo  e  non  altro  é  'I  senso  giusta  cai  sono  da  intendersi 
i  valori  reali  e  positivi  delle  potenze  di  grado  An  delle  quantità  imma- 
ginarie, che  soli  presentano  la  difficoltà;  dapoichè  si  sa  che  i  valori  reali 
negativi  sono  altretlanti  simboli  algebraici  assurdi  non  altrimenti  che  gli 
stessi  immaginari. 

126.  Sapendo  determinare  le  potenze  di  v/ — 1,  siamch  in  istato  di  ese- 
guire le  potenze  ed  {  prodotti  delle  altre  quantità  immaginarie  ed  in  par- 
ticolare di  quelle  del  2^  grado,  di  cui  l'usa  è  più  frequente  ne'  calcoli. 
A  quest'oggetto  si  prescrive  di  estrarre  da  prima  M  simbolo \/ — 1  com- 
preso come  fattore  negl'immaginari  proposti;  di  fare  il  moltiplico  de' ra- 
dicali reali  colle  note  regolo  (n.*'  121  e  123)  per  avere  '1  1**  fattore,  e 
defluire  la  potenza  analoga  di  |/ — 1  (n.^  125),  che  serve  come  2**  fatto- 
re; e  di  eseguire  infine  il  prodotto  di  questi  due  fattori,  che  deve  cor- 
rispondere al  resultamento  richiesto.  Cosi  per  es.  si  ottiene 
V  (|/— a)«  — (^^a)»X{V/— l)«-t/o»X--1— ax--l— ./f, 

fV/— a)3-(V/a)3xa/-rl)^-V/o'X—V/— 1 \/ a^>V—ì iZ-a», 

(l/— a)^  — (\/o)4X(V/— .l)4_|/o4xi— a*,  ec.  E  le  successive  po- 
tenze dì  v/ — a  resultano  alternativamente  immaginari^  e  reali  colla  stessa 
legge  di  quelle  di  V/— 1  (n.»  125). 

«•l/— ax|/— ft-l/«X|/— IXt/ftxl^— l-^/{a6}X(|/-.l)*- 
i/(o6)x— 1 \/{ab), 

|/— axv/— fr>^V/— e-v/(a*€)xft/— 1)5  — t/(o*«)x— t/— '1 

V/(a6c)X|/— 4— V/— (oòc). 
»/— axi/— *X|/— cxV/— <i-l/(<i6cd)X(t/— 1)4  -t/(oftcd)x+  I 

fm.\/{flh€d),  ec.  18 
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E  si  stabilisce  cbe  i  prodotti  alternativamente  vengono  renK  ed  imma 
ginari  secondo  '1  numero  pari  o  impari  de*  fattori  immaginari. 
Collo  stesso  metodo  si  procede  nella  divisione  degl' immaginari,  e  si  ba 

1/ — A      1/ — ix\/a        -d 
per  esempio  .  . — .  —  -  - — -7-  — ^^  t  ;  difatto  facendone  la  prova , 

SI  ottiene  J/^y^\/^b — — Jl--v/oxv/— i--l/— a. 

Similmente    -V/-C«ft^)       -^/axi/^xy/cxy/-!     -^v/cXv/->l 
\/-  a  X  v/— 6  i/a  x\/6x(t/— 1)«  -  i 

-l/cx\/— l-l/— e. 

Se  poi  si  hanno  espressioni  polinomie,  che  racchiudono  termini  imma- 
ginari, si  opera  sopra  le  stesse,  determinando  i  succèssivi  prodotti  par- 
ziali, ec.  Così  per  esempio  nel  caso  di  (a+t/ — 6*)x(m+)/ — rr)  si  ha 
(a-l-H/— l)(m+nV/— )— am  +  6mv/ — i -{- an\/^i—bn,  che  può  mettersi 
sotte  la  forma  A-^B[/ — 1,  sopponendo  atn — bn^À,  bm-\-an^B;  e  'I  pro- 
dotto di  a+&v/— 1  per  a — ftv/— 1  si  esprime  dalla  quantità  o*+6*  tutu 
reale,  che  è  la  differenza  de*  quadrati  di  a  e  (\/— 1,  per  causa  de*  due 
termini  che  si  elidono  (a.oSOy  ottervaxione).  La  divisione  di  simili  quan- 
tità si  pratica    a  somiglianza  di  quella  degli  altri  polinomi,  ordinando 

m-\-m/ — 1 
ec.  ;  li  quoto  può  rappresentarsi  pel  fratto  ■  — -•,  che  si  converte 

(m-|-«\/— Ji(o— frV^— 1)      am-f6n-f(afi— 6m)v/— 1 

in  •;; — Trrz — 777 ,^  .    *.  .  *- ITTI cioè  nella  stes- 

(a  +  b\/ —  1  )  (a — 6|/ — i  )  a*  +  6* 

* 

^      -J  >'  .         .    of^+bn  an — bm 

sa  forma  di  soprani +  BV;^^it  esprimendo     ^       ■  per  A  eJ  — j — tt  per 

B.  Questa  e  non  altra  è  jà  forma  di  qualunque  espressione  algebraica  con 
termini  immaginari  del ÌS°  grado,  perchè  ciascuno  di  essi  si  denota  da 
un  fattore  reale  che  serve  di  coefficiente  a  {/ — 1  ;  quindi  si  può  supporre 
A  la  somma  dei  termini  reali,  B  quella  de*  coefficiènti  reali  dì  {/ — 1, 
ciò  che  dà  la  forma  A-hBi/ — 1.  Una  simile  forma  non  si  altera  snella 
somma  0  differenza  dell'espressioni  immaginarie,  ciò  eh* è  evidente;  e  sic- 
come le  potenze  di  {/ — 1  non  possono  condurre  ad  espressioni  immagi* 
narie  differenti  da  :i:V^-^l,  cosi  la  moltiplicazione  e  lo  innalzamento  a 
potenza  devono  dare  de*  resultamenti  capaci  della  medesima  forma.  In 
somma  tutte  Tespressioni  immaginarie,  qualunque  sia  '1* calcolo  eseguito 
sulle  stesse,  devono  costantemente  presentarsi  sotto  la  forma  A+B\/ — 1 
essendo  A  e  B  quantità  reali. 

127.  Trattandosi  poi  delle  radici  immaginarie  superiori  al  2**  grado, 
più  complicati  resultano  i  calcoli,  perchè  i  simbolo  [/ — 1  vi  si  com- 
prende sotto  altro  segno  radicale  ;  ma  felicemente  di  essi  si  fa  poco  uso, 
e  noi  qui  proponghiamo  per  esercizio  alcuni  esempi  onde  faro  conoscere 
il  metodo. 
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per  rtgioiM  di  (f^»^"*)  ^V/-l,  che  dà  (J^V^^  _ 


— )/oxv^a     — V^a 

(^/_i). — 1;  di  fatto  i7:r^-^.«>cv/-i"P^"" 

potenza  divisa  per  la  2''  dà  U  slessa  2*  potenza.  ìSfi  approposito  si  «W^^*' 

seni  che  se  per  isvìluppare  (J^  V^^— V  si  facesse  la  4' potenza  di v/—l  ^P^ 
compresa  sotto  '1  radicale,  a  somiglianza  di  ciò  che  si  è  praticata  per  (^  w 

superiori  espressioni  (r  \/'^t)  ,  (r  \/— *)  ,  allora  ne  resulterebbe 
i/+l,  e  nascerebbe  1* equivoco  del  valore  ±i;  ed  egl' importa  nel  cal- 
colo de*  radicali  di  evitare  simili  equivoci,  altrimenti  non  si  è  mai  certo 
di  aver  ottenuto  i  giusti  resnitamenti. 

4  4  44  44  4*4  4 

y  \/-ax\/— 6-\/axv/-l  XV/*XV/— i  -V/(«t)x(l/— ^  )'  -V/(aft)X  v^-r  1 . 

6  6  6  6  f  6 

l/-aXV/-6-v/(a*)x(l/— l)*""V/(aft)x-l  — -\/(a6)  per  ragione  di 

«  88  8  8  /4y8  4 

l/_axv/— fc-V(aft)x(\/-l)'-\/(a6)x\^|/ Hi  j  -v/(fl*)xi/— I  - 

4  4  4 

|/'J7(^X|/— 1— 1/(— 1/(0*}).  Così   i  prodotti   de'  fattori  di 

lOì  ani 

questa  Torma  J/"ZI^>^  "y^lT^  sono  alternativamente  reali  ed  immaginari^ 

0sserva2ìon$.  Alcuni  autori  di  algebra  fanno  errati  sulW  regole  degli 
immaginari,  e  noi  crediamo  gfnsto  d'indicare  par tieolar mente  Woifio  e 
Paulino,  cui  i  giovani  qaalcbe  volta  ricorrono  per  la  chiarezza  della  spo- 
sizione.  WoIQo  prescrive  in  generale  di  non  aver. riguardo  nel  moltiplico^ 
a'  se^oi  negativi  delle  quantità  sotto  i  radicali  e  di  apporre  sempre  'I  se- 
gno—  al  prodotto,  alirimenti  ne  seguirehbe  Vassurdo  di  un  prodotto  reale 
proveniente  da  fattori  imìnaginari,  e  termina  con  soggiungere  alcuni  es. 
falsi,  che  sono  conseguenti  di  ana  falsa  regola  (*).  Paulino  segue  ciec»- 
m^nte  Woifio»  e  s* impegna  a  discutere  se  i/ — 3x|/ — 2  dà  )/6,  come 

C)  r,  Etemenla  Matheteoi  tom.  io  o  propriamente  EUmente  Analyieos  pars.  1 
S$et,  i,  Pro*.  18,  Scoi,  8. 
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pretendon  alcuni  algebritii  di  nome  non  oscuro  ,  o  pure  ^ — 6  eh*  è 
l'opinione  di  Wolfio :  con  buona  pace  di  Paolino  noi  dicia^no  né  l'ano 
né  J'allro,  essendo  \/  — 3xv/— 2  — v^  3xv/2x(V/— 1)*  —  — W^6  f). 
128.  I  radicali  possono  convertirsi  in  qaanliU  cogli  esponenti  frazio- 
nari mercè  la  divisione  de*  rispettivi  esponenti  delle  lettere  per  l'indice 
del  segno  radicale  (n.**  94),  ed  esprimendo  in  questa  guisa  i  resulta  menti  * 
delle  regole  precedenti,  ci  verrà  fatto  di  rendere  generale  la  teoria  degli 
esponenti,  eh' è  quanto  a  dire,  il  calcolo  degli  esponenti  fratti  dovrà  ese- 
guirsi colte  stesse  regole  assegnate  per  gli  esponenti  interi. 

n  n  ■ 

Ed  in  vero  giusta  1  1°  principio  del  n.""  121  si  ha  (V^  aT' -*  V/ 0"'% 

che  tradotta  negli  esponenti  frazionari  diviene  I    %  j  —  a  *^  >  e  così  per 
levare  la  quonlità  a  coWeiponenie '- cdla  polenta  m  ti  mollipliea  Vespa- 


n 


nenie  fratto  pel  grado  della  polenta,  come  si  è  prescritto  per  gli  espo- 

m r 

nenti   interi   (n.*»  77);  e  '1   2*»  principio  dà  /^  *---^-;  0  siav/a»* 


—  a»M»,  e  quindi  ;)er  M/rarre  la  radice  m»i«»a  ^t  divide  V  esponente  frollo 

r 

-  pel  grado  della  radice,  non  altrimenti  di  ciò  che  praticasi  nel  caso  degli 

esponenti  interi  (n.""  92)    Innoltre  si  ottiene  mercè  la  regola  del  n."  123 
ì\  prodotto  i/a^^xv/ a»  -  1^(0**^x0  *"')-^a*'' "*"•*'  ch'equivale 


r  f        nr-hnis 


ad  a  "•  xa  *—  a    "***    ^  perciò  nella  moltiplicazione  si  sommano  gli  espo- 
nenti fratti  della  medesima  lettera;  mentre  per  la  divisione  si  ha 
tnn    n,.       tnn  r       e  nr—ms 

J/  a'  :  ya   -  p/^  -  /^tì*'"""'^'  0  sia  a**  :  a»  -  o   "»*    ,  cioè  si  sot- 
traggono gli  esponenti  fratti;  e  queste  sono  le  stesse  rsgole  'degli  espo- 
nenti interi  (ni  21  e  27). 
Si  possono  ancora  considerare  gli  esponenti  fratti  negativi,  pe'  quali  si 

verifica  lo  stesso  teorema  degli  esponenti  interi  negativi  enunciato  al  n.^89; 

m 

imperciocché  la  quantità  A^  ar-i-»  é  suscettibile  delle   due  espressioni 

*•   .                                                        In 
^i       »*      •.  —        - 

r  —  e  \/a      ,  e  quindi  ne  resulta    »^  — a      m.  Onde  le  regole  degli 


C)  V.  Inililutionet  analytieee  cap.  iv,  Propos.  xiii  Schei. 
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esponenti  positivi  si  estendono  agli  esponenti  Tratti  negativi  con  un  ra- 


L-'Y. 


xiocinlo  analogo  a  quello  in  fine  dei  n.®  89,  e  si  ha  per  es. 

mr  r  $ 

1  1  "^  ni  m  «IVI  1  -nr-mt 


(m  \r       mr 


fH         n  tnn 

a        a,       a  ec. 


Gli  esponenti  adunque  di  qualsisia  natura  interi  o  fratti,  positivi  o  ne- 
gativi, vanno  soggetti  alle  medesime  regole  di  calcolo,  che  sono  appunto 
quelle  gii  stabilite  per  gli  esponenti  presi  nel  senso  proprio  cioè  per  gli 
esponenti  interi  e  positivi;  per  lo  che  assai  semplice  e  spedito  riesce  *i 
calcolo  degli  esponenti,  mentre  si  ha  il  vantaggio  di  comprendere  opera- 
xioni  che  sono  disparate  sotto  le  stesse  forme  meccaniche ,  la  quale  cosa 
molto  concorre  alla  mirabile  efficacia  della  lingua  algebraica. 

129-  Ora  per  terminare  degnamente  'I  presente  articolo  veniamo  dicendo, 
che  la  formula  del  binomio  di  Newton  già  dimostrata  nel  caso  dell'espo- 
nente intero  e  positivo  (n.i  84  e  88)  si  verifica  per  qualsisia  esponente 
cioè  per  ,r esponente  frazionario  positivo  e  per  Tesponente  negativo  in- 
tero 0  frazionario,  ciò  che  serve  di  base  alla  denominazione  di  potenza 
estesa  agli  esponenti  di  qualunque  natura  (n.i  89  e  94). 

A  quest'oggetto  si  abbia  la  formula  del  binomio  espressa  nel  modo  più 

min^-^i)           mim — i)lm — 2) 
semplice  (i  +  «)"-« +«»a?4- x — ^  »»+ — ^ r-^^ ^ars  +  ec 

che  si  deriva  da  quella  del  n.®  84,  supponendovi  a— 1  e  6— «,  ciò  che 

riduce  ad  uno  tutte  le  potenze  di  a*  Si  consideri  on  1®  polinomio  della 

m{m — 1) 
forma  1  +  mafH r j;*+ec.  in   cui  m   rappresenti   una  frazione 

qualunque,  Indicando  per  maggiore  semplicità  questo  polinomio  col  sim- 
bolo f(m)  che  leggesi  funzione  m;  e  se  si  cangia  m  in  un  altro  numero 

n{n  -i) 
frazionario  n,  si  ottiene  un  2®  polinomio  1-hnx-^ s «*-h 

5-^ «5+  ec.  In  cui  i  successivi  coeiBcienti  sojio  formati  da 

n  nello  stesso  modo  che  quelli  del  l*'  polinomio  lo  sono  da  m,  e  quindi 
può  rappresentarsi  col  simbolo  analogo  r(n).  E  noi  dobbiamo  determinare 
in  generale  la  forma  del  prodotto  dei  due  polinomi  anzidetti  cioè  di 
f{in)Xf(n). 

Riflettendo  sopra  questi  fattoci  f  (m)  —  1  -h  ma?  H r x*  + 

fn(m  —  i){m — 2)     '^ 

— o —  **+  •*• 


r(t.)-i+««  +5^^  x' +  ^-^3^^^=^^  xs+  ec.  s'inUDde  che! 

resulta  1  !•  lermioe  del  prodotto,  che  'I  2*  termine  racchiude  a?  col  coef- 
ficiente mXl  +  nxl  — m  +  n,  che  li  3"  icrniinc  è  «•  col  coefficiente 

(m-|-w)m  +  (m  +  n)n — (m  +  ti)      (m -rf-n)  (m  +  n — i) 


a  2  ' 

«quindi  ai  ha  f(m)xr(n)  — l  +  (m+n)aj4-  ^ —^ «*  +  ce. 

Ma  senza  andar  tentone  per  definire  questo  o  quell'altro  termine  del 
prodotto,  se  noi  ne  co90sciamo  la  forma  nel  caso  di  m  e  n  interi,  la  stessa 
deve  convenire  in  tutti  i  cast;  giacché  la  forma  del  prodotto  algebraico 
dipende  soltanto  dalla  forma  de'  termini  dei  fattori  nel  modo  che  si  é 
insegnato  (n.®  24),  e  quest'ultima  rimanendo  la  stessa  per  tutti  i  valori 
di  m  e  n,  fa  d'uopo  che  la  prima  sia  pure  costante.  Ora  nel  caso  di  m  e  n 
interi  il  r  polinomio  f  (m)  è  lo  sviluppo  di  (1  ^x^,  e  1  2""  f  (n)  di  (i  +xff 
quindi  si  ouiene  f(m)xf(n)-(l  +  «rx  (14- aj)"-f  !+«)"•«- "di  cui  lo 
sviluppo  giusta  la  formula  dello  stesso  binomio  si  esprime  da  l+(m+n)ap-f 

(m  +  n)(m-f  n— ,1)         ,   (m  +  tOfm  +  n— l)(tn  +  n— 2)     .   , 

. _ jp*  H ^~r '  «^  +  ec.   o  sia 

i  coefficienti  delle  successive  potenze  di  w  del  prodotto  f(m}xf(n)  sono 
composti  dalla  quantità  m-\-n  come  quelli  dtl  1"  polinomio  o  fattore  f  (m) 
lo  sapo  da  m,  o  ciò  eh' è  lo  stesso  come  i  coefficienti  del  2^  f(n)  lo  sono 
da  n;  e  puossi  questa  forma  drittamente  rappresentare  per  f(m  4- ti]  giu- 
sta la  convenziono  di  sopra»  come  quella  che  deriva  da  ciascuna  delle  due 
funzioni  f(m)  e  f(n),  cangiando  m  o  n  in  m  +  V».  Dunque  si  stabilisce 
in  generale  essere  f(m+n)  la  forma  del  prodotto  de*  due  fattori  f(m)  e 
f('0>  qualunque  sia  l'indole  de'  numeri  m  e  n;  ciò  che  si  esprime  col* 
l'equazione  f(m}xf(n)*-f  (oi+n)  eh*  è  la  proprietà  caratteristica  di  si- 
mili fuQzioni. 

Una  si  fatta  proprietà  si  estende  al  prodotto  di  un  numero  qualunque 
di  funzioni  ci^  di  polinomi  di  questa  specie:  perchè  nel  moltiplico  di 
f(m  +  n)  per  un'altra  funzione  indicata  da  f(p)  deve  sussistere  la  cout 
dizione  ( {m -{- n) x,t {p}  —  f  (m-j-n -hp);  ma  f (m  +  n) *-  f (m)  x C(n);  dunque 
f(m}Xf(»4)Xf{p)-f(m-f n+p);  ec. 

Kccoci  già  in  istato  di  provare  la  verità  della  formula  per  un  esponente 
frazionario  qualunque  m:  immaginiamo  il  prodotto  di  un  numero  k  di  fat- 
tori eguali  a  f(m} ,  cioè  si  supponga  m^n^p  -«ec.  In  modo  che  sia 
tn-\-n  +  p+  ec  —  mJie;  allora  l'equazione  caratteristica  di  sopra  diviene 
f(m)Xf(m)xf(m)Xf{m)...  — f(m  +  m+m.  .)  o  sia(f(m))*  — f  (mxfc); 
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ed  indicando  per  h  il  denomloatorc  della  fratlDDe  m,  sarà^mxAr  — A  nti- 

mero  intero  e  m.  -,  ciò  che  cooTcrte  Tequailone  disopra  in     • 

f  f  [  r  )  )   —  f(^)f  da  cai  mercè  Teatrazìone  deiU  radice  di  grado  k  si  de- 

duce  f(j)-V/(fWj. 

Si  sa  ÌDlaoto  che  f(^),  essendo  h  intero  corrisponde  a  (i+  a;)^,  e  quindi 

si  ottiene  f  I  j^  1  —  \/(l  +  *)* 

h 

/*\  fc  .         .       .  ^ 

o  sia  t(7  ]  — (1  +  ^)   ;  dnnqae  la  sene,  che  resulta  sostituendo r in  te- 

ce  di  m  in  f  (m),  cioè  1  +  ^  «  +  — ^^ ^  «•  +  *  -  ^— s^i    ^  «* .- 

+  ec.  è  lo  svìloppo  di  (l  +  ^)ftcioè  della  potenza  frazionaria  r  del  hU 

nomiS  l  +  «* 

Venendo  in  flne  al  caso  dell'esponente  negativo  qualunque >  si  riprenda 
l'equazione  di  sopra  f(m)xf(ii}*-f(m  +  n},  che  sussiste  per  m  e  n  nu- 
meri qualunque,  interi  cioè  o  fratti,  e  vi  si  faccia  la  particolare  suppo- 
sizione di  f»+»  — 0  0  sia  di  n— — m;  allora  f {m -f  n)  —  1  +  (m  + 1)4; 

(m -f- n)  (m  +  n — 1) 
•\ s 0?*  +  ec,  SI  riduce  al  solo  i®  termine  per  ragione 

del  fattore  m  +  n  — 0  compreso  negli  altri  termini,  e  quindi  si  ha 

1 


f  (m)  X  f  ( — m)  —  1  cioè  f  ( — m)  —  jt—t.  Frattanto  dietro  la  dimostrazione 

f(m) 

già  fatta  f  (m]  corrisponde  ad  (1  +  x}™  anche  nel  caso  di  m  fratto,  e  perciò 

1  1 

r7~v  "•ttt; — :^  "  (IH-a;)-"  (n.**  89)  ;  dunque  sarà  ccrumente  f(— mi— 
r(m)      (l+x)™ 

(!  +  «)-'",  0  sia  la  serie,  che  proviene  dalla  sostituzione  di  — m  in  vece 

— m( — m — 1)«*  . 

di  m  nella  nota  f(m),  ch'è  1— m* ./  . 

—  w(— «t  — 1)(— m— 2)gs  — m(— m— 1)(— m— 2)(— mT"3) 

2.3  2.3.4  a?4— ec. 

esprìme  lo  sviluppo  di  (1  ■l-x)'''^  cioè  della  potenza  negativa  intera  o  fratta 

—  m  del  binomio  1  +  «.  E  questa  serie  cangiando  i  segni  de*  fattori  presi 

due  a  due  (n.^  24,  es.  1*),  può  mettersi  sotto  la  seguente  forma 

,,  .    ,    „     ^             ,    fn{m'\-i)           in(mH-l)(m  +  2) 
(l-Fx)-"-!— 11W  +  — ^ «* ^73 ^^T 

ni(m4-l)(m+2)(m+3) 

x4 —  ce.  di  cui  i  segni  vengono  alternativamente 

+  e  —  e  la  legge  della  formazione  è  assai  manifesta. 
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Dimostrata  la  formula  (l -f-dp)*"  — r(m}  per  qaalsisia  valore  di  m,  egli 
è  facile  di  ritornare  a  quella  del   n."*  84  cioò   ad  {a-\-b)^f  sappoueodo 

jB*.-:  coDciossiacchè  In  questa  ipotesi  si  ottieue  I  *+  "  )    —  l  "~  I   "^ 
(a+6)™  b      fn(m— 1)    6»      m(fii— l)(ni— 2)    6' 

._- — 1+^. .+___.  _+ 2T"—  ^+«c;p«ri«c»>« 

moltipticando  per  a™  e  riducendo  giusta  la  regola  del  n.»  90,  si  deduce 

m{fn — i)  m(np^ì){m — 2)  „. 

+  ec.  ch*è  la  formula  del  n.°  84. 

Laonde  l'analogia  ci  ha  da  principio  guidato  a  stabilire  la  formula  del 
binomio  nel  caso  dell'esponente  intero,  in  seguilo  T abbiamo  dimostrato 
con  esattezza,  ed  ora  V  abbiamo  esteso  al  caso  generale  di  un  esponente 
qualunque  ;  e  noi  siamo  debitori  a  Leonardo  Eulero  della  dimostrazione 
qui  esposta  ch'è  sì  semplice  ed  efegante. 

1 30.  La  Tormnla  del  binomio ,  da  cui  si  trae  un  numero  limitato  di 
termini  nel  caso  dell'  cspoiieiiie  intero  positivo  ,  ne  dà  ìdQuìIì  in  quello 
dell'esponente  fratto  o  negativo,  perchè  nessuno  tra  i  fattori  m  —  1, 
m — 2,  ce  de'  coeilicienti  può  in  tale  caso  divenire  jsero;  e  si  dÀ  propria- 
mente il  nome  di  serie  ad  un  simile  sviluppo,  di  cui  si  conosce  la  legge 
della  formazione  de'  successivi  termini.  Si  può  far  uso  di  queste  serie 
per  l'approssiinezione  delle  radici  incommensurabili ,  e  da  prima  ci  fac- 
ciamo a  stabilire  la  formula  generale  della  radice  nsima^  ciò  che  si  ef* 

1 
fettua  con  supporre  m—  -  in  quella  del  binomio  sotto  la  forma  di  (a+ò)'"— 

«    (,*+"*•«  +  — 2~-?-^ 271 ts-^'^')' 

In  forza  di  una  sì  fatta  sostituzione  i  fattori  resultano  così  espressi 

cioè  m— 1 1- -— -i ',  fn—% 2 , 

n  n  n  n  \     n     / 

1                  (3ii— 1) 
m — 3« 3  —  — -,  ec;  e  quindi  si  ottiene  la  seguente  formula 

1  II  1/16       1     n— 1    6» 

generale  (o+6)"  o  sia  (A)  \/(a+6)-a"  (  1+     . .  -r—  •  ~  + 

*^  \        n    a      n      2n       a* 

1     n— 1     2n— 1    6»       1    n— 1     2»— i     3?*— 1     6*  \ 

n      2n         3»       a'      n      2»         dn  4n        a^  ^        J 

Onde  i  dato  numero  p  si  deve  scomporre  in  due  parti ,  la  1'  a  deno- 
tante la  massima  potenza  nti^na  compresa  in  p  e  la  2^  6  eguale  all'ec- 
cesso p — a;  per  lo  che  si  sostituiscono  nella  formula  i  valori  numerici 
di  n,  a,  ò,  si  calcolano  i  successivi  termini  con  ridurre  per  agevolezza 
del  calcolo  i  fratti  ordinari  in  decimali  (arit.  n."  102},  dalla  somma  del 

positivi  si  sottrae  la  somma  dei  negativi,  e  si  ha  in  fine  l'espressione 

n 
più  o  meno  approssimala  di  y/p  secondo  '1  maggiore   o  minor  numero 
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b  &* 

de*  lermiDi  calcolaii-  Se  -  ò  Traiione  propria,  le  saccessive  potenze  -=, 

a  a 

,(  f^,  vengoDo  sempre  più  piccole;  e  sicconie  i  coefficienti  vanno  altron- 

de  soggetti  a  diminazione,  essendo  ciascuno  formato  dal  precedente  mol- 
tiplicato per  un  fratto  proprio ,  così  egli  è  evidente  che  i  termini  conse- 
cutivi della  serie  decrescono,  o  come  dicesi  la  serie  è  con?ergenta,  e  sarà 

è 

tanto  più  con? ergente  quanto  più  piccolo  resulta  '1  fratto  -  • 

1»  •  • 

131.  II  valore  approssimato  di  i/p  sarà  maggiore  del  vero,  se  Tultimo 

termine  calcolato  della  serie  è  positivo,  minore  del  vero  nel  caso  contra- 
rio; CIÒ  che  nasce  dalla  condizione  della  serie  convergente  e  dall'alterna- 
tiva, de'  segni.  %d*in  vero  si  rappresenti  per  semplicità  la  serie  conver- 

gente  in  questo  modb  ^/p— l+o^^+c — rf-f  a— /4-</— ^+  ec;  io  dico  in  1" 

luogo  che  dovrà  essere  ciascuna  delle  seguenti  espressioni  1+a,  l+a — ò+c, 

fi 
i-\-q — 6+c — d+«f  ec.  maggiore  di  y/p  :  giacchò  distribuendo  i  termini 

trascurati  in  coppie  di  due  termini ,  ogni  coppia  come  per  es.  — b-\-e , 

«— <j+e, — f+g,  ec.  per  ragione  del  l"*  termine  negativo  più  grande  del  2^ 

positivo  dà  un  residuo  negativo,  e  la  somma  de'  corrispondenti  residui  è 

da  sottrarsi  da  l+a,  da  l+a — ò+e ,  ec  per  ottenere  il  valore  di  {/p  ; 
dunque  ec.  Ha  le  successive  espressioni  si  rendono  sempre  più  approssi- 

n 
mate  a  i/p;  perchè  V  aggiunta  di  una  delle  sopradette  coppie  converte  la 

1**  espressione  nella  2'',  la  2"  nella  3",  ec.  e  l'effetto  di  ogni  coppia  es- 
sendo sottrattivo,  ne  segue  che  queir  espressioni  diminuiscono ,  restando 

n 
sempre  maggiori  di  \/p ,  eh'  è  quanto  a  dire  più  prossime  resultano  a 

i/p.  I<f  dico  ili  2*^  luogo  che  ciascuna  dell'espressioni  l+o — b,  i+or—b 

n 
+c— (f,  l+a — 6+c — d-\-e — f,  ec.  dovrà  essere  minore  di  \/p  e  più  pros- 
sima; perchè  allora  le  coppie  +c— d,  +c — /",  -\-s — h,  ec.  danno  ciascuna 
un  residuo  positivo,  e  la  somma  corrispondente  si  deve  aggiungere  ad 

n 
l+a—ò,  ad  l+a — 6+c — d,  ec  affinchè  si  abbia  \/p:  ed  essendo  Teffettu 

di  ogni  coppia  additivo,  egli  è  chiaro  che  la  2*^  espressione  resulta  mag- 
li 
giore  dellii  1*  e  come  tale  più  prossima  a  \/p ,  che   la  Z*    è   maggiore 

della  2*,  ec;  dunque  ec.  In  questa  guisa  calcolando  sempre  un  nuovo 
termine,  si  hanno  de'  valori  alternativamente  maggiori  e  minori  del  ve- 
ro; e  l'errore  in  più  o  in  meno  corrisponde  sempre  più  piccolo  del  1"  ter- 
mine che  si  trascura,  perchè  coH'aggiunta  di  questo  V  termine  si  passa  dal 

valore  maggiore  di  \/|)  al  minore  o  piurc  all'inverso,  cioè  si  passa  s^in^ 

19 
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pr«  oltre  al  vero  valore.  In  generale  adanqae  I  valori  riescono  sempre 
pia  approssimali,  calcolando  un  tiuovo  termine  qualunque,  cioè  Terrore 
si  può  rendere  sempre  più  piccolo  di  qualsisia  numero  assegnabile,  senza 

che  sia  mai  possibile  di  attingere  11  valore  esatto  di  {/p  per  ragione  del 
numero  infinito  de'  termini  della  seri6,  ciò  ch'è  altronde  analogo  alla  na- 
tura delle  radici  incommensorabili  (n.*  120).  • 
r  132.  Se  pòi  la  scomposizione  di  sopra  dà  b  maggiore  di  a,  fa  frazione 

r-  diviene  spuria  i  le  sue  successive  potéhze  vanno  crescendo  ;  e  la  serie 

può  resultare  dw9rgentB  o  sia  co'  termini  consecutivi  sempre  più  grandi, 

ciò  eh*  è  contrario  ali*  indole  delP  approssimazione;  e  nel  caso  di  b^a  la 

serie  si  riduce  a  quella  de'  soli  coefficiènti,  che  non  è  molto  couverffente. 

In  slmile  caso  si  può  moltiplicare  e  dividere  '1  dato  numero  p  per  una 

potenza  n^ima  espressa  da  e",  che  sia  tale  da  permettere  la  scomposizione 

di  pxe^  in  a  massima  potenza  ntima  ed  in  ò  minore  di  a;  e  così  si  ot- 

t 

I»       1  »  .    ,,       «V.      ibi    II— 1     6»  \ 

tiene  (B)  ^/p-  -^(&-f6)-  -  (n-  ^  •  ^- -  -  ^-  •  -  +  ce).      ; 

Si  può  ancora  scomporre  p  nella  massima  potenza  ntima  immediata- 
mente  superiore  a,  ed  esprimere  p  per  a — b  ,  e  ciò  nel  caso  di  ò<a  ;  al- 
lora si  cangiano  i  segni  de'  termini  contenenti  le  potenze  impari  di  b  (numc- 

1    n— 1     6» 


ro 


.»                1/        1     6       1 
79),  e  la  formula  diviene  (C)  K(a— ft)— a"  {  1—  -  . .    „  , 

1     n— 1    2n-^l     63  \ 
.  — — .  — ò —  •  ~  —  ec.  ).  Questa  dà  sempre  un  valore  approssi- 

»  fi 

simato  di  [/p  maggiore  del  vero  restando  la  somma  degli   ulieriori  ter- 
mini a  sottrarsi,  sebbene  i  successivi  valori  divengono  più  piccoli  e  per- 

ciò  più  prossimi  a  \/p. 
Et.  4.**  Si  cerchi  la  radice  quadrata  di  2  con  otto  decimali. 
Essendo  1  il  massimo  quadralo  compreso  in  2  ,  si  ha  a—  1 ,  h^i  ^ 
n— 2;  e  sostituendo  nella  formula  (A)  del  numero  130,  ne  nasce  la  sciid 

111113      1135 
V/2-1  +  2 -j  •  4  +  2  •  4  •  6""2  •  4  •  6  •  8  +  "'•  "'^'^  P''"  convcgen 
te.  Se  si  adotta  la  scomposizione  di  2  fn  4—2,  si  stabilisce  a— 4,  ò-»2, 

6       1  ^11 

cioè  -  -  -,  e  la  formula  (C)  del  numero  132  dà  t/2-2(i  +  ^  '  ^ 

111-1131       113«*rx»A 
-2-4-4"*"2-4-6-64""2-4-6-8-2T6-^*^-^^*»'^^"'**«'"^"" 

poco  più  convergente  dell'altra. 

2x100      200 
Ma  si  farà  meglio  a  trasformare  2  per  esempio  in   -j^jj —  ,  ero 
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,        ^/-200       ;,^i4*+4       -y-7»+l        l/(7*-|-l) 

nella  formula  (B)  ai  aoatilaìsce  a— 49,  6—1,  e— tf,  e  si  ha 

7         1111^113      1  7       1 

i/2- g(l +2  •  45""2  •  4  •  49»  "^  2  ■  4  '  6  •  4Ts""®^-)  ""S  ^  70"" 

13720"^  1344560  "^  ^ 

l""  termine  +1,4000  0000 

2*>  +0,0142  8571 

>^°  +0,0000  0074 

+1,4142  8645 
3»  -~0,0000  7288 

+1,4142  1357-V/2 
Non  si  calcola  il  5°  termine  come  quello  che  dà  zero  ne'  primi  otto. 

1  ^ 

posti,  esprimendosi  esso  da  .^„..^„-.  —  0,0000  0000  9.  Questa   radice 

■  1 05413504 

(li  2  è  maggiore  della  vera,  ch'é  1,4142  1356  esatta  sino  airottavo  posto 
decimale;  e  la  difTerenza  sebbene  a  prima  vista  sembrasse  1  dell'ottavo 
posto,  pure  si  esprime  effettivamente  da  8  del  nono  posto,  eh* è  minore 
del  5^  termine  trascorato,  essendo  1,4142  1356  2  la  radice  esatta  sjno  al 
nono  posto  (n.?  115  es.  2**). 

Kt,  %.%  SI  cerchi  la  radice  6*  di  65  eoa  otto  decimali. 

Scomponendo  65  io  64  +l-»2fi+l,  si  sostituisce  nella  formula  (A}a^64, 


6-1,  n-6,  e  si  ottiene  »/65-5j(^l+  g  .  ^— g  .  -  .  _  + 

1      S      11       1  X 

6-Ì3l8-64"I-"^V""^''' 


2  10  110 

384      294912  "^  339738624  ""  ^' 


—2,0051  7475  giusta  il  calcolo  seguente 

+-2,0000  0000  +2,0052  0865 

+0,0052  0833  —0  0000  3390 

+0,0000  0032  +2^0051  7475 

+2,0052  0865 


■i 


Capo  V. 

»E'  PBOBLBMI  e  DELL'EQUAZIONI  lU  2*"  GBADO, 

133.  Dicesi  di  2^  grado  r^naiiooe  ehe  contiene  '1  quadrato  dell*  inco- 
gnita ,  e  *1  problema  da  cui  prende  origine  ;  e  la  teoria  delle  potenze  e 
radici  di  2^  grado  già  stabilita  nd  capo  ly  il  mezzo  ci  appresta  onde  ri- 
solverli. Per  trattare  degnamente  la  materia  dobbiamo  stabilire  una  for- 
mula generale  deirequaiioni  di  2^  grado,  affinché  la  soluzione  della  stessa 
il  valore  dell'  incogn^a  ci  somministri,  che  possa  pure  riguardarsi  come 
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una  formula  generale  de'  valori  di  qualsisia  equazione.  Cominciando  dal 
caso  più  semplice,  l'equazione  di  2®  grado  deve  necessariamente  compren- 
dere un  termine  col  quadrato  x^  dell'incognita  x  e  col  coefficiente  cognito 
a,  ed  un  termine  tutto  cognito  Ò,  e  la  sua  forma  è  appunto  €UB*^b,  che 

b  b 

dividendosi  fei^  a  diviene  «'— -  cioè  x'— 9»  supponendo  -—9.  Facile  è 

il  rifleiiere  che  si  ottiene  l'incognita  Xt  estraendo  la  radice  quadrata  del 
1'*  membro  x*,  e  per  non  turbare  l'eguaglianza  fa  d'uopo  estrarre  la  ra- 
dice' quadrata  del  2°  membro  q,  ciò  che  dà  X'^y'q;  per  lo  che  l'estrazion 
di  radice  del  numero  q  serve  a  discoprire  '1  valore  di  x,  che  sarà  esatto 
nei  caso  di  q  quadrato  perfetto ,  0  approssimato  quanto  più  si  vuole  al 
vero  nel  caso  dì  \/q  incommensurabile.  E  siccome  alla  radice  quadrata 
compete  M  doppio  segno  :Ì3  (n.®  93),  cosi  si  hanno  propriamente  due  va- 
lori di  X  differenti  nel  solo  segno  cioè  +V^9i  — \/q  9  che  si  uniscono 
scrivendo  Xf-dtv/^. 
Sia  per  es.  data  l'equazione  3j;«->108:  si  mette  da  prima  sotto  la  forma 

108 
x*  -«-^  —36,  cioè  si  ha  9—36,  e  quindi  si  deduce  «—±^^36— dc6,  e  sì 

il  valore  x— 6  che  l'altro  op— — 6.  veriflcano  l'equazione  proposta,  essendo 
sempre  +36  il  loro  quadrato.  Se  poi  si  trattasse  dell'equazione  63a;'— 13, 

si  avrebbe  y— gj  e  a;  —  =t\/— —  d30,45425  ad  un  eentomiUeHmo  presso 

eh' è  incommensurabile  (n."  117,  es.  2''};  ec. 

Si  noti  in  One  che  nel  caso  del  2^  membro  q  negativo  l'equazione 
x*— ^9  indica  un  assurdo,  qual'è  quello  di  un  quadrato  eguale  ad  una 
quantità  negativa;  l'algebra  intanto  ne  dà  la  soluzione  x— dtv' — 9  — 
±:\/qx\/ — 1  eh' è  una  radice  immaginaria  cioè  un  simbolo  di  assurdità 
(n.^  93  e  125),  ciò  che  Oi  segno  delPassurdiià  del  quesito. 

134.  L'equazione  di  2**  grado  oltre  al  termine  del  quadralo  dell' incu- 

gnita  ed  all'altro  tutto  cognito  può  contenerne  un  terzo  colia  1*  potenza 

dell'  incognita  ,  e  resultare  della  forma  ax*  +  ex  —  ò  ,  che  si  riduce  a 

ex     b  e 

j;«_l —-mercè  la  divisione  per  a,  o  sia  a  x*+j»x— g,  facendo  -— p, 

6 

*  —  9;  e  qui  9Ì  proponghiamo  a  risolvere  V  anzidetta  formula  generale 

(A)  x*+px— 9,  in  cui  ciascuno  de'  dati  p  e  q  può  essere  intero  0  fratto, 
positivo  o  negativo. 

11  1**  membro  x*  +  px  di  questa  equazione,  come  quello  eh' è  di  due 
termini ,  non  può  al  certo  corrispondere  a  quadrato  perfetto  (n.^  96),  e 
quindi  l'estrazion  di  radice  non  può  dare  una  espressione  algebraica  ra- 
zionale contenente  x.  Or  si  riOetta  essere  la  forma  de'  due  termini  x*+px 
tale  da  poterli  considerare  come  i  primi  due  termini  del  quadrato  di  un 
binomio,  cioè  x*  come  quadrato  della  1*^  parte  x,  e  px  come  doppio  pro- 
dotto della  1*  parte  x  per  la  2*^  da  cai  si  argomenta  esprimere  p  il  dop- 
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pio  della  2*  parte  e  ^  la  2^  parte;  oode  se  si  a^rgiange  1  3°  tcrmlDe  o  sia 

P  P* 

il  quadrato  della  2*  parte  -r,  cb'  è  -r-,  ne  resalta  l'espressione  de'  tre  ter- 

P*  P 

mini  ^^-ff^+T^i  che  forma  'I  quadrato   perfetto  del  binomio  ^+a 

P 
(D.®  80),  Q  del  binomio  x — r  nel  caso  di  j»  negativo  (n.""  85).  Dietro  que- 

P* 

SU  considerazione  Teniamo  dicendo  di  aggiungere  -r-  a'  due  membri  della 
formala  (A),  cbe  diviene  »*+p«+y  — «+'r»  di   prendere  la  radice  di 

ambidne  i  membri,  che  d&  »f  5  — rtV/f.^+yJ;  «  di  trasporro  +^  nel 

p        l      P^\ 
V  membro  per  dedarre  la  solazioiie  generale  (B)  «— — à  ^^=^1  ^'^T  )• 

In  questa  maniera  all'equazione  completa  di  2^  grado  x^-\-'px'^q  corri- 
spondono due  valori  di  x  dipendenti  dal  doppio  segno  del  radicale   cioè 

che  sono  la  metà  del  coefficienlé  di  x  preso  con  segno  contrario  più  o 
meno  la  radice  del  termine  tutto  cognito  del  2^  membro  aumentato  del 
quadrato  della  mefd  del  coefficiente  di  z;  e  ciò  non  altrimenti  di  quello 
che  si  è  ndtato  per  l'equazione  a  due  termini  a;*— 9,  di  cui  il  doppio  va- 
lore x««d:j^g  va  compreso  in  questa  enunciazione  per  causa  di  p— 0  ;  e 
siccome  nel  linguaggio  tecnico  dciralgebra  si  dà  9I  valore  dell'incognita 
il  nome  di  radice  dell' equcuipn^,  così  si  dice  in  generale  che  qualunque 
equazione  di  2^  grado  Hq  due  radici. 

135.  La  formala  generale  (A)  e  la  corrispondente  soluzione  O) ,  com- 
binando in  tutte  le  guise  i  segui  diversi  di  px  e  q,  danno  origine  a  quat- 
tro sistemi  di  formule,  di  coi  noi  formiamo  i  segaenti  quattro  casi 


Equazione 

1.®  x*+px'^+q 
2.*  jj* — px^+q 
3.**  x*-\-px^'~q 
4.**  X* — p»— — q 


Iladiei 

P        f  P*\ 

X — j^±V\'H^  j) 

^-+2=^C+«+t) 


«f-+ld?l/ 


(-«+?) 


Riflettendo  salle  formule  del  1^  e  2°  caso,  s'intende  dover  essere  pò- 
sitiva  la  quantità  sotto  il  segno  riidicale  9+7*;  perchè  q  per  ipotesi  6 


fSO 

p« 
positiro,  e  -r-  come  qmdrato  è  sompr^  posiiiro,  qualunque  sìa  i  segno 

p 
di  -.  Il  radicale)  adunquq  è  sempre  reale  {n,**  93),  di  cui  mercè  la  so- 
stituzione de'  valori  di  ^  e  p  si  ritrova  il  valore  esatto  o  approssimato, 
€  cosi  si  hanno  i  due  valori  di  x  cioè  le  due  radici  reali  dell'equazione 

proposta.  Di  più  essendo  V/^g+-j)>-  ne  segue  che  nql  i°  caso  re- 
sulta positiva  la  radice  —^+v{%'^%\  essendo  certamente  negativa 
l'altra  — 2""V/(^^+ j);  e  che  nel  2^  caso  la  radice.  +  |—i/(^+  —^ 

è  negativa,  mentre  l'altra  -{.^Jf^y  (q-^^\  è  positiva,  com'è  eviden- 
te; dunque  nel  1<>  e  2''  caso  le  due  radici  dell'equazione  sono  una  posi- 
tiva ed  una  negativa.  Che  ao^i  quante  volte  p  e  9  denotano  gli  stessi 
numeri  nelle  due  equazioni,  cioè  quante  volte  l'equazioni  del  1**  e  2^  caso 
dìfleriseoiio  pel  solo  segno  del  termine  px ,  le  radici  dell' ona  si  conver- 
tono in  quelle  dell'altra  mercè  il  semplice  cangiamento  de*  sagni;  perchè 
reguazione  del  l**  caso  j?»-fpaj— y,  cangiando  x  in  — x,  si  riduce  a  quella 
del  2**  caso  x^'—fx^^q  per  ragione  di  — ajx— «— +«» ,  e  quindi  la  foV 

mula  delle  radici  del  i*»  caso  —  ?±t/  ec.  deve  dare  l'altra  del  2°  caso 


2 


p 
4-r=pl/  ce  0  all'inverso. 

2  t.; 


P* 


136.  Nel  30  e  4*»  caso  di  q  negativo  la  quantità  -  ^  +  ^  è   positiva 

p» 

aell'ipolcsl.  di  ^<-p  e  le  duo  radici  dell'equazione  resultano  reali;  ma 

—  ^  +  4^  ì  <  2  ^nP.  ^"9  e  due  negativi  nel  3«  caso 
giusta  la  formula  a;-^— |±y/(^— y  +  ^^e  positive  nel  4°  secondo 

P  >•  p«  V 

la  formula  a?  —  +  ^  =t  t/  T —^  +  -  V  e  le  due  ne^aUve  si  cangiano  nelle 

positive  0  all'inverso,  quando  la  diversità  delle  due  equazioni  si  riduc^ 

soltanto  a  quella  dei  segni  di  px» 

p*  p* 

Se  poi  si  ha  qf  —  -  ,  ne  resulta  —  g-|-  — •  «-0  e  perciò  11  radicale  di-  ' 

viene  pure  zero*,  allora  le  due  radici  dell'equazione  si  riducono  ad  aoa 
sola  espressa  da  —  -  ^el  3®  easo  e.  da  + 1  nel  i**:  sebbene  più  propria- 
mente si  debba  dire,  che  resultano  eguali  le  due  radici  di  ciascun  caso» 


151 

e  co.roe  tali  in  anica  espressione  si  confondono:  età  che  sarà  in  segaito 
riscìilarato. 

Sapponendo  q  >  7- ,  la  quantità  — ^  +  t  è  negativa  ,  e  il  radicale 

4  4 

immagilkario ;  perciò  le  dae  radici  dell'equazione  riescono  immaginarie 
della  forma  —  I^^^T^^^^Y  ^""^  "**  ^*'  ^ 
+  o=*=l/  Cq —  T  j  Y  i/ — *  D**  ^*  **so.  Una  simile  circostanza  fa  se- 
gno dell'assurdità  dell'equazione,  e  del  quesito  da  cui  prende  origine; 
ma  sempre  egli  è  vero  che  sostituendo  questi  simboli  algebra ici  imma- 
ginari neirequazione  giusta  le  regole  del  n."  120,  la  devono  veriflcare. 
In  sì  fatta  guisa  le  radici  immaginarie  oon  possono  assolutamente  aver 
luogo  nel  1®  e  2"  caso,  ne'  quali  q  è  positivo,  ma  si  bene  net  3**  e  4°  per 

P* 
ragione  di  q  negatilo,  e  difalto  han  luogo,  quando  si  suppóne  q>  "r- 

137.  Stabilita  la  teoria  generale  deircquazioni  di  2'^  grado,  siamo  io 
islato  di  risolvere  i  problemi,  che  a  simili  equazioni  danno  origine.  La 
1*  operazione  dev'essere  appunto  quella  di  tradurre  fedelmente  il  pro- 
blema nel  linguaggio  algebraico^  e  di  stabilirne  l'equazione  fondamentale 
non  altrimenti  di  ciò  che  si  è  detto  pei  problemi  di  1**  grado  (n.**  40). 
La  2*  condiste  nel  ridurre  l'equazione  del  problema  alla  forma  {\ix*  -f  pò:— 9 
(n.**  134):  a  quest* oggetto  si  traspongono  io  un  niC(nbro  lutti  i  termini 
dell'incognita  ed  i  termini  cogniti  noir altro;  si  riducono  rispettivamente 
ad  un  solo  i  termini  dì  x*  e  di  x ,  chiudendone  i  coefBcieiiii  dentro  le 
parentesi  nel  caso  di  un'equazione  litterale;  si  divide  l'equaziuuc  pel  cof- 
ficiente  di  ùd*,  quando  vi  ha;  e  se  il  termine  di  x*  fosse  negativo,  si  do- 
vrebbero cangiare  i  segni  di  tutti  1  termini  dell'equazione  per  farlo  così 
divenire  positivo.  Operando  in  sì  fatta  guisa,  si  è  sicuro  di  ottenere  un'c- 
quaziool^  della  forma  (A),  che  comparata  colla  stessa  serve  a  determinare 
i  valori  di  p  e  q;  ma  deve  allora  succedere  la  3'  operazione  di  sostituire 

P  /      P*  \ 

gli  anzidetti  valori  nella  formula  (B)  a?  —  —  5^^v^'^'?"  )  ^^^  *"^' 

dedurre  le  due  radici  dell'equazione  (A)  che  veriflcano  la  ^sroposia.  E  seb- 
bene si  faccia  uso  delle  formule  (A)  e  (B),  pure  mercè  la  tegola  dei  segni 
si  ottiene  sempre  la  giusta  equazione  e  soluzione,  che  si  avrebbe  avuta 
con  uno  dei  quattro  sistemi  di  formule  conveniente  al  caso  preciso  (n.°  135); 
onde  per  la  stessa  ragione  del  n.®  85  non  è  necessario  di  considerare  le 

formule  generali  co'  doppi  segni  a»±px  —  ±:7,  a?  —  q:- rtv/f  ±:  ^  +  ^  j , 

come  fanno  la*  maggiof  parte  degli  algebristi .  per  isceglrcre  quella  che 
compete  alla  particolare  equazione  del  problemi. 
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138.  FraUanlo  la  sola  radice  positiva  risolve  il  qaesiio,  doveodosi  la 
negativa  riguardare  come  un  simbolo  algebraico,  che  si  riferisce  all'equa- 
zione e  non  già  al  quesito,  poi  quale  si  ricerca  un  numero  nel  senso  as- 
solato o  positivo  (n*^  53).  Laonde  di  una  sola  maniera  si  scioglie  il  que- 
sito, che  dk  Tequazione  del  1*^0  2°  caso,  cui  corrisponde  sempre  una  ra- 
dice positiva  (n.**  135}  ;  due  numeri  diversi  lo  verìGcano,  quando  dà  luogo 
all'equazione  del  4^  caso,  che  ammette  due  radici  positive,  salvo  che  qual- 
che circostanza  particolare  dell'enunciazione  n'  escluda  uoo,  come  si  vedrA 
nel  problema  15°;  ed  assurdo  anzi  che  no  è  il  quesito,  seda  l'equazione 
del  3°  caso,  cui  convengono  due  radici  negative  (i\«°  136],  com'  è  chiaro 
dalla  forma  stessa  dell'equazione  x^px'^'^q,  che  presenta  l'assurdo 
della  somma  negativa  di  due  quantità  positive. 

139.  Le  soluzioni  negative  corrispondono  positive  all'equazioni  rettifi- 
cate mercè  il  cangiamento  del  segno  di  dp,  e  sciogliono  i  quesiti  che  in 
modo  analogo  si  modificano  (n.**  55,  2**  caso,  n.**  1*"):  per  lo  che  '1  va- 
lore negativo  dell'equazione  x^-i-px^q  del  1^  caso  risolve  '1  problema 
modificato  giusta  l'equazione  x* — px'^q  del  2°  caso  o  all'inverso,  seb- 
bene qualche  volta  l'equazione  rettificata  non  potesse  dare  un  quesito  ana- 
logo, come  vedremo  pel  problema  11**;  e  1  due  valori  negativi  dell'equa- 
zione x^+px-^ — q  del  3" caso  competono  al  problema  modificato  giusta 
l'equazione  x* — j9x  —  — q  deL4"i 

Se  poi  il  problema  ci  guida  alla  soluzione  immaginaria,  non  vi  ha  dub- 
bio alcuno  sopra  la  sua  assurdità  ;  ma  una  simile  assurdità  non  può  af- 
fatto svanire  a  somiglianza  dell'altra  de'  valori  negativi  col  cangiamento 
del  segno  x  nell'equazione,  come  quella  eh' è  dal  segno  di  x  indipenden- 

P* 
tCé  ritrovandosi  sotto  la  stessa  condizione  dig>-r-*  in  tutte  e  due  l'e- 

quazioni  del  3^  e  4°  caso  a;*  =t/)x  «- — 9.  Per  lo  che  diciamo  essere  as- 
solutamente impossibile  né  capace  di  modificazione  di  sorta  alcuna  'I  que- 
sito, alla  di  cui  soluzione  corrispondono  le  radici  immaginarie. 

140.  Per  applicare  le  formule  alle  particolari  equazioni  e  dare  mio  svi- 
luppo delle  varie  circostanze  delie  stesse  ci  facciamo  a  proporre  i  se- 
guenti quesiti. 

Problema  1.^ 

Si  cerea  un  numero ,  di  cui  H  quadralo  unito  al  seituplo  dello  iteeso 
numero  faccia  444, 

Chiamando  x  questo  numero,  si  ha  l'equazione  x'*  +  7x»144,  che 
comparata  colla  formula  (A)  del  n/*  134  dà  /i  —  7,  9  —  144;  e  sostituendo 

7  /  *»\ 

i  valori  di  p  e  ^  nella  formula  (B),  si  ottiene  «« —    ±>t/V^t44  -f  y  J- 

Si  riduce  l'intero  144  a  fratto  di  denominatore  4,  e  quindi  si  estrae 
la  radice  si  dal  numeratore  che  dal  denominatore  (u.**  112),  ciò  che  som- 


1H3 

7          576  4-*«    *      7  628  7       25 

ministra  x  —  —-±:V/ ^ — .•  —  -  d:i/ -^  —  —  -  d:  y  ,    o    sia 

7      25      18  7       25  32 

X  — ^|it*   11  valore   positivo  +9  verifica   il  quesito  proposto,  essendo 

9*  +  7x9— 81+63  — 144,  e  il  valore  negativo — 16  positivamente  preso 
il  quesito  analogo  all'eqaaiioDe  x* — ^7x  — 144 ,  cioè  i6  è  7  nutnero ,  di 
cui  *l  giuidrato  diminuito  del  tettuplo  del  numero  /b  444^  e  si  ha  di  fatto 
16*— 7x16  — 256^  112<- 144.  Che  se  da  principio  fosse  suto  proposto 
quest'ultimo  quesito,  si  avrebbe  avuta  l'equazione  x* — 7x  — 144  cioè 

7_    ,  /  49n       7      25      +ift  ^ 

p 7,  g-.144,  e  x-jdb|/  T  144+ j  j  -  ^  =^"2  "  -  tf  *^**®  •**°® 

le  stesse  radici  della  prima  prese  con  segni  contrari,  corrispondendo  +  9 
al  quesito  modificato  ec.  appunto  come  sappiamo  di  dover  accadere  per 
l'equazioni  del  1^  e  2**  caso. 

Pbobliha  2.*" 

182 
•   Atlrovare  un  numero  di  cui  la  S^  parte  unita  a  —  eoUiivisea  'I  qua- 
drato dello  tteuo  numero. 

;  X       18^ 

Indicando  per  x  il  nomerò,  si  fórma  l'equazione  -r  +  ifu'^^*»^  P''' 

X  X      182 

ma  di  comparare  colla  formola  (A)  si  traspone  , ,  e  si  ha  x*  "*  »"-  «k*'' 

1  182 

ciò  che  dà  p  — —  ^ ,  9  "  72&  '  ^  quindi  mercè  la  sostituzione  nella  for- 


«*h(B,«--J±i/(*^  +  3l) 


1  denominatori  75  e  36  si  scompongono  in  3.5*  e  2*. 3*,  e  con  mol- 
tiplicare aolfd  e  iopra  il  1"  fratto  per  3.2*  e  '1  2"*  per  5'  si  ottiene  il 

1  2184  +  25 

denominatore  quadrato  2*  .3«  5*  ;  si  avrà  dunque  x  "  |.  ±1/  .»  <r~K^  "" 

1  2209         1      47      5i:47  26 

6  =*=  *^  (2.3.5)*  "■  6  =*=  3Ò  -  "30"' "**  *'"'  "  ^'^^'^  P^»***'^ * " Fs '•^^*- 

,      ,          ,               ^        26        182       26         182       26.5+182.3 
sfa  al  quesito,  essendo   —  ^  -^  _  ^  _  +  ^_ _. 

676       /26\»  7 

^—  (  j]j  1  •  Il  valore  negativo  x— —  j.  corrisponde  positivo  air  equa- 

^     X      182  X      182 

zione*—  j  ■+•  ^  —  X*  o  sia  X*  +  ^  —  -^  ,  e  scioglie  il  quelito  analogo 

ec.  a  somiglianza  del  problema  1**.  \ 

20 


^  (  ^^f  +  X  7*  ^^'^^''''^  ^  prima  vista  essere  la  parte  cercata  x  ca- 


itt4 

pRoaisHA  a."* 

Dividere  il  numero  dblo  p  tn  due  partt  dt  cui  il  prodotto  eia  q 
Chiamando  x  noa  delle  parti,  l'altra  si  esprime  da  p — e,  e  per  la 
cDndiiione  del  quesito  si  ottiene  a;(p— a;)— -^eioò  j>x — ap*— 9;  cangiandone 
i  segni  per  rendere  positivo  il  termine  x*,  si  ha  <c*  — px  — — q,  ch'è  l' equa- 
zione del  4^  caso,  cui  corrispondono  le  due  radici  positive  «•- 

a" 

pace  di  doppio  valore,  ma  poi  si  vede  che,  prendendo  per  esempio  la  i^ 
radice  s  +  l^  (  — 9+j')p«''  ""*•  ^•**®  ^arti,  l'altra  si  denota  dap — j  — 

V/'[  —  ?+^)  —  o""W^  (""^  +  t)  ^'®*  ^**''  ^  radice;  per  lo  che  vi  sta- 

P         (  V^\  V         (  P*\ 

bilisce  corrispondere  i  due  valori -  +  i/(—^+  -j  )' 2  ""^^ l  "^^ "*" T  j 

alle  due  parti  cercate  del  numero  p,  che  danno  il  prodotto  q^  resultando 
2v/  f  _g4.^  j  la  differenza  di  esse  paKi. 

Condùcendo  questo  quesito  all'  equazione  del  4^  caso,  si  capisce  1^  che 
nel  caso  del  prodotto  q>  t  *  ch'è  quello  delle  radici  immaginarie,  si 

deve  il  medesimo  riguardare  come  impossibile  ed  incapace  di  essere  mo- 
dìGcato.  2°  Il  /massimo  valore ,  di  cui  è  capace  q  nel  caso  delle  radici 

realii  si  ^  t-  nel  quale  caso  il  radicale  diviene  lero^  e  si  ottiene  '""  ò' 

3°  La  differenza  delle  due  parti  2t/  f — ^"^T/  ^^''^"DU'sce  al  crescere 

p* 
di  g,  e  si  riduce  a  zero,  quando  q  attinge  il  maximum -r-.  In  Fimik  gui- 

sa  la  fQrmula  algebraica  di  2^  grado  ci  rivela  un  teorema  imporiaiiie  in 
riguardo  alla  teorica  dei  mommi  e  minimi,  di  cui  l'enunciazione  è  la 
seguente  :  Il  prodoHo  delle  due  parti ,  tn  cui  si  può  scomporre  un  nu- 
mero,  aumenta  come  diminuisce  la  differenza  delle  partii  e  diviene  un 
maximum  nel  caso  delle  parti  eguali. 
Applicazione.  Supponendo  p  — 10,  per  9  — 21,  la  formula  generale  dà 

a:-5±l/(— 21  +  2tt)-        ;  per  g-2tt  dà  a? -5 ibi/ (—25 +25),  ch'è  il 

caso  del  massimo  prodotto  delle  parti  eguali  ;  ma  per  9  —  26  si  ottiene 
a?-5±:|/(— 26-f2tt)-5d:V/— 1,  il  che  annunzia  l'impossibilità  del 
quesito,  e  lo  stesso  avrà  luogo  per  un  valore  maggiore  di  q. 

Osservazione.  Questo  teorema  si  può  direttamente  dimostrare  nel  modo 
seguente  ch'è  semplicissimo:  chiamando  d  la  differenza  delle  due  parti, 


I5IS 

di  cai  la  somma  oosiiinisce  '1  nomerò  p,  la  parte  maggiore  si  esprime  da 

V      d  *  .<  0      d 

-  + jf  (a  mìoore  da^  — jCo-'  45),  e  i  loro  prodotto  d^ 

(p     d\  f  p      d  \      p*      d* 
|  +  2)(|  —  |)-^  —  j(D.*80,  o$$9rvaM.ì.  Dalia  forma  di  qaesio 

prodotto  si  dedoce  che  ooo  paò  esso  eccedere  il  -r-,  dorendosi  dal  ter- 

mfoe  V  sottrarre  l'altro  termine  -r-,  che  si  fa  maggiore,  come  dlminoiace 

la  differenza  d,  che  porta  diminuxione  nel  termine  sottrattivo;  e  che 
il  massimo  prodotto  ha  luogo  nel  caso  di  d— 0,  in  cai  svanisce  'I  termine 

sottrattivo  e  si  ridnce  al  solo  positiro  -^f  eh' è  '1  prodotto  delle  ^rti 

•P  \/P 
eguali  a  X  a  o^  ^ia  '^  quadrato  della  metji  del  numero  p.  Posto  questo  teo- 
rema, si  stahilisce  indipendentemente  dalle  radici  immaginarie  rasaurdità 
*  irreparabile  dell'equazione  di  2** 'grado  del  3^  e  4^  caso  neir Ipotesi  di 

P* 
ff>  -r;  imperciocchò  l'equazione  ds«— |Mff—  «— q  del  4®  caso  co!  cangiamento 

4 

de'  segni  diviene  pj? — »•— ^  o  sia  x(p — «)— q  ,  ch'esprime  1  prodotto  q 

P* 
delle  due  parti  di  p,  ed  un  tale  prodotto  non  può  eccedere  -r-.  In  riguardo 

poi  all'equazione  x'-{'px^  —  q  del  3^  caso,  ch'ò  sempre  assurda,  noi 
sappiamo  modificarla,  cangiando '1  segno  di  x;  ciò  che  dà  l'equazione 
xn — px^^  —  q  del  4°  caso,  cui  competono  le  due  radici  negative  del  3*^ 
caso  prese  positivamente.  E  siccome  l'equazione  del  4°  caso  è  irrepara- 

p* 
bilmente  assorda  ,  quando  si  ha  q>T*  cosi  si  capisce  che  l'assurdità 

di  quella  del  3"*  caso  diviene  irreparabile  nella  medesima  supposizione  di 

P* 
9  >  —-•  In  simile  guisa  '1  teorema  sopra  '1  massimo  prodotto  delle  parti 

di  un  numero  ci  guida  allo  stesso  conseguente  rispetto  alla  formula  di 
2^  grado,  che  noi  abbiamo  dedotto  dalle  radici  immaginarie. 

Problema  4.° 

Dividere  *l  nuv\ero  p  in  due  parti,,  di  cui  la  somma  de*  quadrati  sia  r. 
Denotando  per  x  una  delle  parti,  l' altra  sarà  p — x,  e  si  avrà  l'equa- 
zione del  problema  «•  +  {p  —  »)*  -^r  o  sia  d?*  +  p»  — 2pj?-f  «*  —  r, 

2jj*  —  2pjB— r — p»,  (M)  X* — pa:  —  — ^equazione  litterale  ,   che  com- 

r — p* 
parata  colla  formula  (A)  dà  p  negativo  e  9—  — - — ,  e  mercè  la  sostilu- 


156 
zione  nella  formala  (B)  si  deduce  «  —  -  ±:  v/  I  ■    ^     +  i"  /  ""  à  ^ 

1^— T-JIi:-  -.  J^  i:  lA  — _C..  I  dae  falori  giusta  l'Indole  del  que- 

sito  eorrlspondono  alle  due  parti  del  numero  p,  e  devono  come  tali  es- 
sere positivi,  ciò  eh' è  altronde  cliiaro  dalla  forma  dell'equazione  (M)  , 
che  si  riduce  al  4*^  caso.  Cd  in  vero  ti  quadrato  p* ,  come  quello  che 
deve  resultare  dalla  somma  r  de'  qu4d|;a|i  delle  due  parli  e  dal  doppio 
prodotto  delle  stesse  parti,  è  maggiore  di  r;  per  lo  che  r — p*  è  quantità 
negativa,  e  l'equazione  (M)  si  appartiene  al  4®  caso,  che  dà  positive  le 
due  radici. 

Rspriroendosi  le  due  parti  da-^  +  r     — i — »  « — r     — t — ♦  di  cui 

2  4         2  4 

la  dilTerenza  è  %f^   — r — ~v^(2r.—ps),  si  capisce  l'oche  nel  etso  di  2r<7}« 

4 
P* 

0  sia  ^i  ^K'Tr  le  radici  sono  immaginarie,  e  il  problema  assolutamente 

impossibile;  dunque  ^  aoroma  de' quadrigli  delle  due  parli  non  può  es- 
sere minore  della  metJi  del  quadrato  del  numero  dato.  T  Che  '1  minimo 

valore  di  r  nel  caso   delle   radici   reali  é  quello  .di  -r-,  nel  quale  caso'l 

radicale  é  «ero  e  ciascuna  delle  parli  ^  ^;  dunque  le  parti   eguali  danno 

P* 
la  minima  somma  de'  quadrati,  ch*é^.  3"  Che  la  differenza  l/(2r—p*) 

delle  parti  cresce  al  crescere  di  r,  o  ciò  ch'è  lo  stesso,  crescendo  la  dif- 
ferenza delle  due  parti,  si  fa  maggiore  la  somma  de*  rispettivi  quadrati, 
che  tende  ad  avvicinarsi  a  p",  come  la  differenza  si  avvicina  a  p.  Tn  que- 
sta guisa  conosciamo  un  altro  teorema  io  riguardo  a'  massimi  e  minimi, 
che  può  così  enunciarsi  :  La  somma  de*  quadrati  delle  due  parti,  in  cui 
può  scomparsi  un  numero,  è  un  minimum  nel  qoso  delle  parti  eguali,  e 
va  crescendo  come  cresce  la  differenza  delle  parti.  È  si  vede  la  corri- 
spondenza inversa  di  questo  teorema  col  precedente  che  riguarda  '1  pro- 
dotto delle  due  parti  :  giacché  le  due  parti  eguali  danno  i  massimo  pro- 
dotto e  la  minima  somma  de'  quadrati  ;  e  crescendo  la  differenza ,  dimi- 
nuisce il  prodotto,  mentre  cresce  la  somma  de'  quadrati. 
Applicazione.  Supponendo  p  —  18,  per  r— 194  si  deduce 

388—324  ,  64  '  4-13 

a?-9=bl/ j 9d:V/-^--.9±4-_!_  ^;  per  r-162  si  ha 

834_334 

«— 9±\/ 2 —  —9,  ch'è'l  caso  della  minima  somma  de'  quadrati 

delle  parti  eguali;  ec. 
Osserviuione,  lì  presente  teorema  si  dimostra  direttamente  con  un  me- 
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todo  analogo  a  qoello  che  precede.  La  somma  de*  quadrati  delle  due  parli 

(P      ^\*     (P      ^\*     P^ 
-  +- 1   +  f  = — a  1   —  T" 

<!•      p*      <i* 

+  T"^  Y  "^  T"  P^  ragione  da'  doppi  prodotti  che  si  elidono,  e  facendone 

i  2»*      2d»      «•      d 

la  ridazioDC,  si  ottiene  --  +"1-^  ""5""*"T*  ^^^  ^"'*"  forma  di  questa 

P* 
somma  si  argomenta  che  la  medesima  non  può  essere  minore  di  -^,  es- 

sando  -r-  la  minima  nel  caso  di  d— Ocioè  delle  parti  uguali,  e  che  va 

crescendo  al  crescere  di  d. 

Nota,  Se  nell'enunciazione  di  questo  problema  4®  si  dà  r>p*,  Tequa- 

r — p*        ,  p  2r — p* 

zione  (M)  «» — px  —     ,^  '  è  del  2**  caso,  delle  due  radici  ac—  s  =*=  V^  — 2 — 

nna  é  positiva  ed  una  negativa,  e  non  può  veriGcarsi  *1  caso  delle  radica 
immaginarie.  Ora  le  due  radici  denotano  le  due  parti  di  p  giusta  l'enun- 
ciazione del  quesito ,  e  siccome  il  valore  negativo  si  riguarda  come  as- 
sordo; cosi  si  dice  assurdo  'I  quesito  ;  e  tale  è  a  dire  'I  vero,  prendendo 
la  frase  somma  delle  parti  nel  senso  proprio  ,  perchè  la  somma  r  dei 
quadrati  delle  parti  non'  può  eccedere  'I  quadrato  p*  del  dato  numero. 
Frattanto  questa  assurdità  non  esiste  nel  linguaggio  algebraico,  in  cui  la 
riunione  di  un  termine  positivo  e  di  uno  negativo  si  chiama  somma;  ma 
una  simile  somma  si  ridure  a  sottrazione  nel  linguaggio  aritmetico ,  e 
quindi  è  da  modificarsi  il  quesito  nel  seguente  modo:  si  e«reatto  </u«  nu- 
«lerf,  di  cui  è  data  la  differenza  ^  e  la  somma  r  de*  loro  quadrati^  Al- 
lora chiamando  x  *I  numero  maggiore,  x — p  è  'I  minore,  e  l'equazione  del 
problema  x*  +  {x — ^p}*-"r  ci  guida  alla  medesima  equazione  (M)  x* — px 

r—p» 
—  -^  ■  di  sopra,  essendo '1  quadrato  di  x — p  identico  all'altro  dip— «• 

p 

lì  numero  maggiore  si  esprime  adunque  dalla  radice  positiva  ^^^  + 

-2r — ©*  p      --^2r — p* 

J<  — -7 — ,  e  1  minore  da  «— ^— ^--o +r    — i — »  c!*'*  J»  radice  nega- 

r 

tiTa  dell'equazione  (M)  positivamente  presa,  cioè  quello  che  appartieoe 
all'equazione  «•+( — ^ap— p}'— r  o  ala  a;a+(a?+p)»— r  derivata  dal  quesito, 
indicando  per  x  il  numero  minore.  Cosi   per  os.  nel  caso  di  p  «•  18  e 

r-554,  si  ottiene  a?-9±\/196-9d:14-^^2  ;  per  lo  che  si  dice  es- 
sere +23  e  —5  i  numeri,  di  cui  la  somma  algebra  ica  è  18  e  quellaHlei 
loro  quadrati  554,  o  più  propriamente  essere  23  e  5  i  numeri  che  hanno 
la  differenza  18  e  la  somma  de'  quadrati  554. 


N. 
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Problema  fi/^ 

Stoewa  \ui  numero  di  cui  'l  qwulrato  aggiunto  a  p  volte  *l  numero 
ed  ancora  al  fiume.ro  q+r  faccia  r. 

Chiamando  x  il  numero,  si  ha  l'equazione  x^-^px^-q-^r^^r  o  sia 
x*+px^ — q,  che  appartiene  al  3®  caso,  cai  coovengouo  le  due  radici 

P         /  P^  \ 

negative  x^  —  -±\/i — 5^+T/'  Dunqae  1  quesito  proposto  é  assur- 
do, m«  si  può  rettificare  l' equazione,  cangiando  1  segno  di  x ,  e  quindi 
ricadere  in  quella  del  4^  caso  x^r-p^" — 9»  che  dà  le  due  radici  positi- 
ve, ec.  Il  quesito  così  modificata  è  il  seguente:  H  cerea  un  numero,  dal 
di  cui  quadrato  sottraendo  il  prodotto  del  numero  per  p,  ed  c^giungendo 

p 
q+r  alla  differenza,  ùe  rtiuiti  r;  e  le  due  radici  positive  «—  -  =t 

(P*  \ 
— 9  ~^  1  J  '^   verificano  ,  cioè  s!  danno  due  numeri  che   godono   di 

*  si   fatte   proprietà.    L' aqzidetta    modificazioqe    non    può    assolutamente 
aver  luogo  nel  caso  di  q>  g-,  ch*é  quello  delle  radici  immaginarie;  onde 

in  simile  caso  non  può  mai  avvenire  che  l'aggiunta  di  q-{-r  al  quadrato 

di  un  numero  più  o  meno  p  volte  '1  numero  desse  r. 

5 
applicazione.  Sia  p  — tt,  9  ""4,  r—2;  sostituendo  si  ha  X'^-^-±: 

/            25x          5      3     ^1 
^r  _4^ ^  ì«.  —  o ^ ó  — 4»  e  ^  0  4  verificano  il  quesito  modifica- 
to; difatto  l—»-f 4+2-2  o  pure  16  —  20+4+2-2.  Nei  caso  poi  dit>-5, 

5  /  25v 

fl— 7,  r-ft,  SI  ottiene  «  —  —  «^\/ ^— 7  +  "T  y'^**®  ^*  *c  radici  imroa- 

5-    1 
ginarie  a? -  —  2 "*=  2^*^' 

Pboblbma  6.° 

Trovare  un  numero,  cui  aggiungendo  la  radice  quadrata  del  prodotto 
dfllo  stesto  numero  per  40,  si  ottenga  tO, 

Chiamando  x  il  numero,  si  ha  l'equazione  a;+V/(10jc)"-20,  che  in  ap- 
paceoza  non  i;oiUiene  la  2*  potenza  dell'incognita  x;  ma  per  faro  svanire 
il  radicale  si  deve  da  prima  isolare  in  un  membro  con  iscrivere 
^(lOa?)— 20 — X,  e  poi  fare  *\  quadrato  de'  due  rispettivi  membri,  ciò  che 
ik  IOjj— (20— 0?)»  (n.**  i21),  0  sia  lOa?— 400— 40jj+a5*,  ch'è  un'equazione 
di  2°  grado.  Praticando  la  conveniente  trasposizione  si  ottiene 
(N)  X* — 50x-=- — 400,  che  comparata  colla  solita  formula  (A)  somministra 
P"- — ^50,  9— — 400;  e  sostituendo  nella  formula  (B),  si  deduce 


X  -  38  iv^{— 400  +  625)-  28  ±i/ 22»  =  25  =t,i»  -:^  t  Jq,  Io  che  è  analogo 

alla  forma  dell' eqaaziooe  (N)  del  4®  caso.  Verificando  i  due  numeri  40 
e  10  l'equazione  (N),  può  renire  in  penslcre  di  qualcbeduno»  che  si  ab- 
biaoG  due  namìeri  per  risolvere  '1  quesito  proposto  ;  ma  facendone  la 
prova  8i  vede  che  '1  solo  10  vi  soddisfa,  dando  10 -f-^  100,  cioè  10  + 
10-20. 

Per  rischiarare  questo  dubbio  si  rifletta  che  il  doppio  segno  ^  con- 
viene implicitamente  al  radicale  quadrato^  e  perciò  raggiunta  dell'anzi- 
detto radicale  Del  senso  del  quesito  cioè  nel  senso  dell'aritmetica  com- 
prende i  due  casi  di  somma  e  sottrazione  in  quello  dell'algebra.  In  que- 
sta guisa  secondo '1  linguaggio  algebraìco  l'equazione  a;+V/(10a;)— 20 
vale  come  se  fosse  scrìtta  c±t/(10a?)— 20,  o  sia  :±:t/(iOa;)  — 20 — x,  ed 
in  ambidue  i  casi  si  ottiene  lOar— (20 — x)*,  ch'è  T equazione  (N).  Dunque 
i  numeri  10  e  40  devono  verificare  Tequazioue  (N),  sebbene  10  convenga 
airequazione  priiuiiiva  jf+\/(10a;)— 20  cioè  al  quesito  proposto,  e  40  al- 
l'equazione X — ^(10x)--20  cioè  al  quesito  analogo  in  questi  termini:  Tro- 
vare  un  numero,  da  cui  sottraendo  la  radice  qwidrata  del  prodotto  dello 
$tet$o  numero  per  10,  siott€figa20,  e  di  fatto  si  ha  40— >/4 00-» 40— -20— 20. 

141.  Ritornando  alla  formula  generale  (A)  x^-\-px'^q  dell'equazioni  di 
2**  grado,  la  circostanza  particolare  della  stessa  sì  è  quella  di  avere  sem- 
pre due  radici  o  sia  di  dare  due  valori  dell'Incognita,  che  si  esprimono 

«  •       p\ 

dalla  formula  (B)  «  — -^ -±t/  {^q-^  —j  ,  e  questa  circostanza  tiene  al 

doppio  segno  del  radicale  quadrato  ;  ora  ci  facciamo  ad  assegnarne 
una  ragione  più  iotrìnseca  derivata  dalla  natura  medesima  dell'equazìo- 
oe,  che  ci  dispone  per  dir  cosi  ad  ammettere  tre  radici  per  l'equazione 
di  3**  grado,  quattro  pel  4"  grado,  ed  in  generale  m  radici  per  l'equa- 
zione di  grado  mtimo. 

Si  metta  l'equazione  (AJ  sotto  la  forma  (A')  x^-j-px — 9— 0,  trasponendo 
q  nei  1^  membro  ;  e  si  supponga  essere  a  una  radice  della  stessa  cioè 
un  valore  di  x  che  la  verifichi,  e  cosi  si  abbia  (D)  a*-j-pa — 9— 0;  io  dico 
che  in 'questa,  ipotesi  di  X'^a  dev'essere  «^•a  un  fattore  dell'equazione 
(A') ,  o  sia  che  dividendo  a^'+jiop— ^  per  a;— a  si  deve  ottenere  un  quo- 
ziente esatto. 

Conciossiachè  denotando  per  q  il  quoto  di  questa  divisione  e  per  R  il 
residuo,  deve  sussistere  la  solita  eguaglianza  di  prodotto  di  d. visore  per 
quoto  più  residuo  e  di  dividendo  cioè 

(a?— a)  (?+ il— oj^-f  poj— ^, 
e  per  ragione  di  «*+|>a?— g— 0  si  ha 

(j?— a)0-f.Jl— 0; 
ma  per  ipotesi  di  a?— a  cioè  di  x — a— 0  si  annulla  '1  termine  {x — a)Q; 
dunque  si  ottiene  A  —  0  0  sia  l' indicata  divisione  si  fa  senza  resto.  Lo 
che  ee. 
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.    Di  fatto  la  divisione  di  T^+px — q  per  x — d  dà  il  quoto  x-\-a-^p  e  'l 
residuo  a^-^pa — q  ch'é  zero  giusta  l'equazione  (D).  come  si  vede  qui  ap- 
presso. 

X* — ax       '  x+a-\-p 

+oa:+/>jr-^g— (a4p}« — q 

(a+p)x— (a+p)a 


4-a*+pa — q 

142.  Si  capisce  da  ciò  che  l'equazione  (A*)  x'^-j-px — 7'*0  si  |)oò  scom- 
porre nel  prodotto  dei  due  fattori  x — a  e  x+a-i-p,  che  diconsi  di  1®  gra- 
do, come  quelli  che  contengono  la  1*  potenza  dell'incognita,  e  così  l'equa- 
zione (A*)  prende  la  forma  (A")  (a? — a)(x+aH-p)— 0. 

Ora  per  essere  xero  il  prodotto  di  due  fattori  è  giocoforza  che  sia  zero 
uno  de'  fattori,  e  quindi  l'equazione  (A")  si  verifica  con  due  diverse  sup- 
posizioiti,  dì  cui  la  1*  è  x — a  — 0,  che  dà  la  i*  radice  a;— a  conforme- 
mente all'  ipotesi  di  sopra,  e  la  2*^  è  a;+a4^— 0 ,  da  cui  proviene  la  2* 
radice  a;  —  —  a — p.  Dnkique  posta  la  radice  x^a  dell'equazione  (A"),  si 
deve  necessariamente  ammettere  Taltra  x^—a — p;  di  fatto  sostituendo 
x^—ia-{-p)  nella  formula  (A'),  si  deduce  — {a-\-py-p{a-\-p) — g— a*-f- 
2pa-f^s — ^pa— p'— 7— a«4-|>a — g— 0  giusta  l'equazione  (D).  Questa  e  non 
altra  è  la  ragione  intrinseca  per  cui  la  formula  dì  2**  grado  ammette  ne- 
cessariamente due  radici,  essa  si  può  scomporre  ini  due  fattori  di  f*  grado 
contenenti  l'incognita,  e  ciascuno  de'  fattori  eguaglialo  a  zero  la  verifica, 
dando  un  valore  dell'incognita  o  sia  una  radice  dell'equazione;  e  la  stessa 
ragione  vale  per  l'equazioni  de'  gradi  superiori;  scomponendosi  per  es. 
l'equazione  di  grado  mtimò'  in  m  fattori  di  1°  grado  ec.  da  cui  ne  deri- 
vano m  radici. 

143.  E  qui  è  pregio  dell'opera  di  notare  due  proprietà  rimarchevoli, 
di  cui  godono  le  radici  rispetto  a'  coelBcienti  dell'equazione  di  2"  grado 
ridotta  alla  forma  (A')  or^+pav-g^O.  Denotando  a-^p  per  a\  le  due  ra- 
dici di  (A'}  8000  x— a,  jT— --a*,  l'equazione  prende  la  forma  di 
{x^a}{xi-a*)^0,  ed  è  giocoforza  che  sia  (K)  x*+px — 7-»(a>»-a)(a?+a'). 

Facendo  la  moltiplicazione  del  2®  membro,  si  ha  a;* — ax-^a'x — aa*'^ 
X* — (a — a*)x — aa'7  e  siccome  i  coefiìcìenti  delia  stessa  potenza  di  x  de- 
vono essere  identici  ne'  due  membri,  così  si  deduce  1°  — (a'^a')'^p  o  sia 
a — a'— — p,  che  dà  la  1*^  proprietà  della  tomma  algebraica  delle  dite  ra- 
dici cgtuUe  al  coefficiente  del  2°  termitie  dell'equazione  preto  con  tegno 
contrario.  2**  Comparando  i  termini  tutti  cogniti,  si  ottiene  aa*'^q,  eh' è 
la  2'**  proprietà  del  prodotto  delie  due  radici  eguale  ali*  ultimo  termine 
delV  equazione,  E  queste  due  proprietà  si  devono  riguardare  come  il  1" 
anello  della  catena  rispetto  alla  teorira  delle  radici  dell'equazioni  dei  gradi 
superiori. 

144.  Ma  indipendentemente  dalla  dimostrazione  del  n."  142,  che  sap- 
pone Vesistenza  della  radice  a--»a,  si  può  mettere  in  chiaro  la  forma  dei 
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doe  fattori  di  1^  grado  dell' «qaaiiooe  primitiva  (A)  x«+px— 9,  e  rjaol- 

verla  giosu  i  priocipif  apiegati.  Bd  in  vero  se  ai  aggiunge  ^    ai    due 

P^  «• 

membri  della  formula  anzidetta,  ai  ha  x*  -^px-i-  -jr  "^q+j;  cioè 

x+  zj  — m,  aopponendo  «  —  ^  +  j-,  che  paò  scriverai  (F)  (  «+^)    • 
— «n>-0;  e  potendosi  riguardare  m  come  il  quadrato  di  \/m,  l'equazione  (F) 

81  riduce  alla  diifererenza  de*  quadrati  Q^+a^  ^(i^m)«  — 0,  di  cui  i 
fattori  sono  la  somma  e  la  differenza  delle  radici ,  eh*  è  quanto  a  dire 

(«+^+V/i»)(«+2~V/m)-0  (n/>  123). 
Supponendo  adunque  zero  prima  l'uno  e  poi  l'altro  fattore  si  ricava 

a?+|+V^m-0 45— .|-^in 

a;+|— i/m-0 x-— |+V/m 

cioè  ai  hanno  le  due  radici  x— — ^±:|/^9+  -r-^  giusta  la  formula  (D) 

del  n.^  134. 
Sopra  queste  dOe  radici  si  possono  verificare  le  due  proprietà  notato 

al  n.*  143,  di  fatto  si  ha  1"  —  ^  +  v/  «1  — |  —  v/  m  — ^ —  p . 
P'  P*  i»* 

-  -— m-    -— ^— q. 

Che  se  ci  piace  di  supporre  m— 0,  l'equazione  (F)  si  esprime  da 

(«?-h|)  —0  cioè  dal  prodotto^  (*+ I^C*"^  2)  "®  '    ^®    **"*  i^^^f^r\ 

P  P 

egualK  che  danno  le  due  radici  eguali  ds^ — ^>x-« — o  »  ^®  4°*^^  ^'' 

P  P 

vengono  positive  +  s  ^  ~t:  0  ^^^  ^^  di  p  negativo.  Frattanto  la  suppo- 

p»  , 

siiione  di  m— 0  cioè  di  q-^-jr  '^0  non  può  sussistere  che  nel  caso  di 

P*  P* 

q  negativo,  easendsp.  j- essenzialmente  positivo,  ed  allora — 9+  j  — <^  dà 

P* 

9*  Ti  per  lo  che  la  formula  (A)  dev'  essere  in  simile  caso  x*  zhpx  — — 9, 

cioè  x«±:jix  +  9  — 0,  da  .cui  proviene  i'  equazione  ^J^d:*^  -«O, equin- 

\  21 
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di  le  due  radici   eguali  r  negative  o  positive  secondo  il  segno  +  o  — 

di  p  nella  formula  (A};  ciò  ch'é  conrorme  al  dettato  del  n.°  136.  E  le 
due  radici  eguagli  verificano  le  proprietà  stabilite  nel  n.®  143 ,  essendo 

=^2=^2"=^'''  ®  =^2A'^2     "^4       "*"^- 

Finalmente  può  accadere  di  essere  ^-^ 0»  allora  l'equazione  (A)  diviene 
X*  +j[»x—  0,  che  si  riduce  evidentemente  al  prodotto  de'  due  fattori  x{x-^p) 
—  0;  cosi  si  ha  «  — 0,  e  or+p  — 0  cioè  «  —  — p,  e  quindi  in  questo  caso 
le  due  radici  sono  Jiero  e  — p,  come  altronde  è  chiaro  per  la  formula  (B) 


P  yP^  P       P 


14K.  Passando  in  rivista  l'equazioni  numeriche  de'  problemi  già  esposti  (n.® 
140),  ci  verrà  fatto  di  scoprire  i  rispettivi  fattori,  di  cui  si  compongono,  sot- 
traendo successivamente  da  x  le  due  radici  giusta  la  forma  dell'equazione 
(  A")(n.<»  142).  Così  l'equazione  del  problema  1*"  a;>+7«.144  cioè  a;*+7j>-144 

+  9 
—  0,  che  ha  le  radici  «—  __4a»  *'  riduce  alla  forma  (x — 9)(a;+16)— 0,  e 

«»— 7d5— 144— 0  a  (aj-h9)(j?— .16)-=0;  l'equazione  del  problema  2"  a?*  — 

«      182      ^  26  7   ,    .       ^  . 

-— -^jT— Oper  ragione  dia?——  e  jc  —  —  ^  deriva  dal  prodotto 

y        26v  /        7v 

(x — iji ^  v^"*"  K  )  —  ^-   Nell'applicazione  del  problema  3°  l'equazione 

+7 
x> — lOx  +  21  — 0,  che  dà  x—      .»  nasce  dal  prodotto  {x — 7)  (a? — 3)^0, 

+3 

l'altra  x«— 10a;  +  25  — 0  da  quello  dei  fattori  eguali  (x^6)(a?— K)r-0; 

e  nell'applicazione  del  problema  6*^  l'equazione  a;>+ttx  +  4  — 0,  cui  cor- 

'  —1 

rispondono  ie  radici  x  —      .,  resulta  dal  prodotto  (a;+l)(a;+4)  — Q. 

Lo  stesso  si  verifica  per  l'equazioni  a  radici  immaginarie,  di  fatto  nel- 
l'applicazione del  problema  3®  l'equazione  x^  —  lOx -1-26  +  0,  che  dà  le 
radici  a?— 5±:v/—  1,  si  forma  dal  prodotto  («— 5— i/— l)(x— 5-rV/— 1)— 0, 
che  sì  riduce  alla  differenza  dei  quadrati  (a?— 5)* — ({/ — 1)*  —a?* — lOx-f- 
26+1— a;> — 10a:+26  (n.**  126);  e  quella  dell'applicazione  del  problema  6° 

^51  X 

x«  + 6x1-7—0  si  deriva  dal  prodotto  ^e\  fattori  rx+^—~\/  — 3  J 

Q«+  2  '  ^  2  ^  ■"  V"  ^'  essendo  Q  x+  -^\  ~  (2^-"^)  -  a:»  +  6x+  -j- 

1  26       3 

—  ^  X— 3— x«+6a?+  ^  +  I  — x»+6aj+7. 

146.  Se  un'  equazione  di  grado  superiore  al  2^  contiene  due  soli  termini 
coll'incognita,  e  l'esponente  dell'incognita  di  uno  è  doppio  dell'esponente 
deir incognita  dell'altro,  si  può  questa  equazione  risolvere  a  guisa  di 
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quelle  di  2^  grado,  corrispondendo  r  incognita  coir  esponente  doppio  al 
quadrato  dell*  altra,  e  prende  il  nome  di  equazione  derivativa  di  S^  grado. 
La  formnla  generale  di  simili  equazioni  èia  seguente  x^^+px^-^q,  la 
quale  per  la  supposizione  di  xd"  — 1/  e  perciò  di  a?*°*— y*  si  riduce  alla 

P         /      P*  \ 
formnla  (A)  di  2**  grado  y»+pv— 9,  che  dA  le  radici  y— — --  ±|/  [^q^  -j-  j; 

e  siccome  «*"— y  equivale  a  x^\/  y,  costasi  stabilisce 

Questa  equazione  deve  secondo  la  teoria  generale  ammettere  un  nu- 
mero 2m  dì  radici,  il  presente  metodo  ne  dà  due  nel  caso  di  m  impari 
per  ragione  del  doppio  segno  del  radicale  sotto  le  parentesi,  e  quattro 

m 
in  quello  di  m  pari  con  combinare  in  tutte  le  guise  il  doppio  segno  di  {/ 

e  l'altro  del  radicale  2.*^  Cosi  nell'ipotesi  di  m— 2,  l'equazione  ha  la  forma 
rB^-f-p2«— 9  cioè  appartiene  al  4°  grado,  e  vi  corrispondono  le   quattri 

radici  (G)  «- ±  f^(-|  ±1/ ( ^  +  ^  )  ). 

Sia  per  es.  data  l'equazione  3j;4H-4j;^~832,  che  messa  sotto  la  forma 
4  832^^         4  832  ^-/     2  ^^^/832    4vv 

.  ^     ,^/832  ,  4v        ^^2496+1  ^2»00      KO 

ma  81  ha  ri^-^  "*"  9)  "  r     —9 ^  ^  "  "3  *'  ^""^J"*  ^^ 

,^  j>     2      K<k  50 

db  y    r  —  -  zt:  -r- J  .  Se  si  prende  il  segno  superiore  di  —,  ne  resulta 

2  50      48 

—  -  +  —.  — 'r-  — 16,  e  quindi  jj  — =fcv/*^  —  =t4;  e  prendendo  il  segno 

3  3        3 

2      50  53  ^.y      *2 

inferiore,  —3  — "3 3»  ^  *'*  «-±V/— — .  Dunque  le  quattro  ra- 

r-      '^^  ^52 

dici  della  proposu  equazione  sono  +4,— 4,  +  f^— — ,—  |/   — -- 

cioè  due  reali  e  due  inmiaginarie;  e  la  medesima  resulta  dal  prodótto  dei 
quattro  fattori  Kx^)  («+4)  (  «-  |^  -•  j)  («+  |^  —  -|)  -0,  che  si 

^  /'         *2n         ,       ^        52  832  52-48 

esprime  da  (««—16) ^^a;»+  j^  — x4— lOop^^.--  a?'»  —  — — a?44.      - —  «• 

832  4  832 

-- r-**"*-3^*-T- 

147.  La  risoluzione  deirequazioni  derivative  di  2**  grado  ci  guida  alla 
formula  (G)  esprimente  la  radice  quadrata  di  una  quantità  in  parte  ra- 
zionale ed  in  parte  irrazionale,  Che  in  generale  si  può  rappresentare  da 
\/{a^\/b}  ;  e  noi  ci  proponghiamo  di  scoprire  le  relazioni  fra  a  e  fr, 
affinché  si  ottenga  questa  radice  espressa  in  modo  più  semplice  da  due 
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radicali  quadrati  della  forma  [/xdt\/y.  Volendo  determinare  2;  e  y  in 
funzione  di  a  e  6,  si  stabilisce  l*eqaaxionev/a;di\/y—\/(a=t:\/6),  ch'e- 
levata a  quadrato  dà  a?d=2\/(a;y)  +  y-a±l/6  (n.**  12i  e  123);  e  com- 
parando separatamente  i  termini  razionali  ed  irrazionali,  ne  provengono 
le  due  equazioni  1'  a?-|-y  — a,  2*  2i/{xy)^i/b  cioè  Axyb.  Si  sosti- 
tuisce nella  2'  il  valore  y— a— a?  della  1%  e  si  ha  4«(a— «)— 6,  4<M5— 

4a?*  — 6*  x^—ax'^"^':,  da  (^ui  giusta  le  formule  (A)  e  (B)  del  n.«  134 

a      -y^ /o*      ^\     a=B\/(a* — b) 
si  argomentano  le  due  radici  jj—  ~±f^  vT""4y"" 2 '  ^^^ 

per  ragione  dell'equazione  1*^  corrispondono  una  al  valore  di  x,  ed  una 

o+v/(o«— 6)        a— \/(a*— 6) 
a  quello  di  y,  cioè  <c—  ; ^ ,y-* ^ • 

Ora  se  a  e  6  sono  tali  da  resultarne  a* — 6  — e*  0  sia  i/(a» — 6)— e, 

a  +  c  a — e         •  -^<*+<'_^ 

allora  si  ottiene  «-*  —x"" '  y  — ~2   *  ^  Quindi  v/(a=fci/6)  — f^  -j-  =*= 

>r-  ^ — ^ 
,f/      o — ;  in  caso  diverso  cioè  quando  a* — b  non  è  eguale  ad  un  qua- 
drato, non  conviene  adottare  l'espressione  y/x:ìz[/y,  essendo  più  sem- 
plice la  primitiva  \/(a±\/^). 

Applicazióne  1'^,  Si  abbia  l' espressione  v/ (4 +21/3):  comparando  colla 
formula  \/ia  +  \/b),  sìhtL  a  — 4,  v/t  — 2|/3  cioè  6  — 4x3  — 12,  ea*— 6 

x-ft       ^y-2 
-16— Ì2'^4-i-2«o  sia  c-2;  dunque \/ (4  + 2^/3) -  f^j  +  ^i" 

v/3+;i. 

^.  Si  abbia  v/(8-h2l/15),  che  dà  a-8,  V/&-2v/lK  0  sia  6-60, 

-10 
a>— 6é^64--eo.^4-2\  c-2;  dunque  t/(8  +  2V/15)-.  |^  0"  + 

K2-V/8+V/3. 

3'".  Sia  l'espressione  A^Tó^iV/Cl  —  »»•)  j:  In  questo  caso  si  ha 

1         ,1-                                    1 — «»•            ,     1  —  l  +  m«     m» 
a-^,  t/6»,-v/(l— m»)  0  Bla  6- — j — ,  a*  — 6 1 —  —, 

r-^;  dunque   K  (2  =^2^^*""^*0  "         "T^=*=^-r~ 

1  ^< 

2l/{*+*w)=*=2V/(*— "*)• 

4/ Sia  proposta  la  quantità  immaginaria  \/( — l  +  2v/ — 2):  la  soKta 
comparazione  dà  o  — — 1,  i/ft— 2V/ — 2  0  sia  6— 4X  —  2  —  —  8,  a«— 

2  4 

ft-  +  l+8-9.  c-3;  dunque  »/(— 1+2^/— 2;- |^  j+  f/"  — - 

1  +  V/-2. 
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5."8ia  dato  in  fine  '1  monomio  inlmaginario  v/(ffiv^ — i);  ti  haa^O, 
X/h-^m^/ — 1  o  sia  6— m'x — 1— — •»',  «• — 6  — m*,  c^m'^  dunque 

i4S.  Sapendo  risoWere  l'eqnazione  di  2**  grado  siamo  in  isiato  di  as- 
segnare le  radici  dell'equazioni  a  due  termini  de'  primi  quattro  gradi,  ciò 
che  serve  di  sviluppo  alle  idee  accennale  nell'oliarva^itone  del  n.^  125. 
La  formula  generale  di  simili  equazioni  si  è  jb°*— a  cioè  x**' — a— 0,  che 

«I 
si  converte  in  (A)  oj"— p"— 0,  supponendo  ^/a— p;  e  se  facciamo  x^py, 

essa  si  riduce  alla  forma  più  semplice  p^y™— p°'— 0  cioè  (B)  y"'— 1— 0, 
eh' è  quanto  a  dire  le  radici  dell^equazione  (B)  moltiplicate  per  p  corri- 
spondono a  quelle  di  (A).  Considerando  perciò  l'equazione  (B),  a  discor- 

m 
fere  aritmeticamente  non  si  ha  che  il  valore  y—|^l-«*  1)  ma  si  possono 

.  m 

oltre  all'unità  assegnare  altri  m—i  simboli  algebraici  differenti  per\/l, 

che  sottoposti  alle  regole  del  calcolo  verificano  l'equazione  (E),  in  modo 

che  si  dice  essere  (B)  capace  di  m  radici,  o  ciò  eh' è  Io  stesso  v/l  di  m 
valori. 

Limitandoci  per  ora  al  4^  grado,  perchè  i  gradi  superiori  esigono  altri 
mezzi  che  dipendono  dalle  formule  trigonometriche,  la  supposizione  di 
«n— 2  dà  l'equazione  (B)  di  2*^  grado  y'^— 1^0,  che  corrisponde  ai-pro- 
dotto {y — l)(y-|-l)  — 0  (n.**  80  osservazione),  e  le  due  radici  sonoy— 1, 
y— — 1,  da  coi  provengono  le  altre  due  a;— p,  x^-^p  dell'equazione  (A) 
X* — p*— 0,  come  si  sa  d'altronde  (n.°  133). 

Ne^  caso  di  ffi»3  si  ottiene  l'equazione  (B)  di  3"  grado  y& — Ì^O,  che 

si  divide  esattamente  per  y — 1,  essendo  ~~37^y*+y+l;  onde  si  può 


— 0,  che  dà  le  due  radici 


rappresentire  dal  prodotto  (y— 1)  (y*-f  y+1)  — 0,  e  si  verifica  non  che 
per  riJ>otedi  di  y — 1  —  0  cioè  di  y  — 1  ma  pure  per  l'altra  di  y*-f-y-f-l 

«e.  y -±/^(-l-h|) 2 

(n.®  134}.  Dunque  l'equazione  anzidetta  è  capace  delle  tre  radici  y-"l, 
—  1  +  V/— 3  — 1— v/— 3 

y^ 2 '  ^" ^        '>  **'  ^°'  *®  ^°®  ultime  esprimono   ì 

s  9 

simboli  algebraici  di  \/i,  e  le  tre  radici  dell'equazione  (A)  x^ — j>3— 0 

/^•.^+^/— 3\            /^i— v/— 3\ 
6000  07— p,x-pyV J,  aj-p\^ J:  difaito 

/--l±l/— 'SV     lq=2v/— 3  — 3      — 2q=2t/— 3 

\^ 2 J  "■ 4 — i i  *  moltiplicando  di 

—  ldb\/— 3                       /— 1±:l/— 3V 
nuovo  per  r ,  ne  resulta  l  5 )  — 
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-f-2±:2\/— 33:2v/— 3  — 2x  — 3      2  +  6 

Sapponendo  m— 4,  si  ha  Tcquazione  (B)  y^ — 1^0  divisibile  esattamente 
per  y— i,  corrispondendovi '1  quoto  esatto  y'+y»+y+t,  e  quindi  si  ri- 
dace  al  prodotto  (y — l}(y'-hy*+y+1)'~0,  che  paò  mettersi  sotto  la  forma 
(y— l)(ìr+*)(y'+<)-0  per  ragione  di  y'+y'f  y+i-y*(y+i)+y+i - 
{y-\-^) iy^-h^)'  Siccome  questa  equazione  si  verifica,  eguagliando  a  zero 
ciascuno  de'  fattori,  così  si  ha  da  prima  y — 1—0  cioè  y— 1,  poi  y+1— O 
cioè  y^  - 1  ,  ed  infine  y*+1^0  cioè  y^±\/ — 1  ;  ed  in  simile  guisa  le 
quattro  radici  di  y^ — 1^0  sono  y— 1,  y— — 1,  y— ±v/ — 1,  di  cui  le  tre 

4 
ultime  esprimono  i  simboli  algebraici  di  y/i,  ed  all'equazione  (A)  xA — p4 

•=0  corrispondono  le  quattro  radici  «— p,  »— — p,  X'^-\-j\/ — 1,  x  — 
— ;»V/— 1. 

liO.  Ci  facciamo  ora  a  soggiungere  alcuni  problemi,  che  daranno  l'a- 
gio a'  giovani  di  esercitarsi  nel  calcolo  e  di  meglio  comprendere  l'effica- 
cia della  lingua  algebraica. 

« 

Problema  7.^ 

Due  operai  lavorano  in  una  fabbrica  ed  hftnno  iolari  diversi:  il  4^  es- 
lendo  italo  pagato  pel  lavoro  di  un  certo  numero  di  giorni,  ha  ricevuto 
U.  96y  6  *l  S^  per  6  giorni  di  meno  tari  54,  Se  quetti  aveste  travaglicUo 
tutti  i  giorni  e  l'altro  6  giorni  di  meno ,  avrebbero  ttUti  e  due  ricevuto 
la  medesima  somma.  Si  domanda  quanti  giorni  ciascuno  ha  lavorato  e 
il  salario  della  rispettiva  giornata , 

Sia  X  il  numero  de'  giorni  di  lavoro  del  1*^»  quelli  del  2®  si  esprimono 

96        54 
da  X — 6,  e  i  rispettivi  salari  delle  giornate  da  *-  e  —  ;  per  lo  che  tra- 

X  5C~~"0 

ducendo  la  2^  condizione  del  quesito,  si  ha  l'equazione 

54    \/         96  v/ 

Si  fanno  svanire  i  denominatori  mercè  la  moltiplicazione  in  croce ,  e  si 

ha  54jt'  -  96  {x  —  6)"  -  ^6  {x*  —  Ì2x  +  36)  o  sia  54jr«  -  96a?*  —  il52a? 

\  —1152  3456 

+3456, 42j*— H52««<— 3456, x*       ^^   j.«— -^,  ed  in  mo- 

192  576      ^ 

do  più  semplice  x* --— «— -y»  che  si  compara  colla  formula  (A) 

96     ,^.—576     4M5v     96=t72 
del  n."  134,  ce,  e  si  deduce  ar- yirK  ( 7"  ^49  ) 7 ^4, 

trascurando  il  2®  valore  positivo  ma  frazionario,  che  non  conviene  al  que- 

96 
sito.  Dunque 'I  salario  giornaliero  del  1"  operaio  è  0I  cioè  tt.  4  e  quello 

V      54 
del  2"7g0  SÌA  !(•  3»  c  si  ha  3x24«4xl8— 72  giusta  l'enunciazione. 
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PaoBLSHA  8.° 

Un  mercante  comprò  una  quantità  di  zuccaro  per  ome  20 ,  «0  tolse 
Itfròre  ISO  per  proprio  uso,  e  vendette  *l  .resto  per  onze  48,  guadagnando 
due  grani  per  ogni  libbra.  Si  vuol  sapere  la  quantità  di  zuccaro  com- 
prcUa  e  il  costo  di  una  libbra, 

20 

Sia  X  il  numero  cercalo  delle  libbre,  —  esprime  '1  coslo  di  ogni  lib- 

i 
bra,  ed 'essendo  il  grano  siciliano  rr^  dell'oncia  (arilin.  numero  124), 

20        1     ^ 

H  »^  denota']  prezzo  di  una  libbra  nella  rivendita  del  numero  a? — 150 

libbre.  Si  avrà  dunque  l'equazione  del  problema 


/20        1   \ 


3000         a?          1  X*        X  x^ 

*»-— +300-2 -*« 2(te-3000+  — _--lte,,...j^ 

3a?  _L   7xn 

+  —  — 3000,...iP'M  4«50ar--900  000,  e  quindi  J?— _lf200'     l^"nq"e     il 

20 
mercante  comprò  750  libbre  di  zuccaro  al  prezzo  di  ^rr-.  di  oncia  cioè  a 

/DO 

0,8  di  tari  0  sia  a  16  grani  la  libbra;  e  l'importo  di  600   libbre  a  18 
grani  nella  rivendita  è  10800  grani  —  540  tari  — 18  onze. 

Per  dare  un  senso  al  valore  negaiivo  j;—  -  1200  si  deve  cangiare  'I  se- 
gno di  X  non  già  nell'equazione  ridotta  j;^ +450x0  ec.  ma  nella  primi- 
tiva, che  diviene 


/      20        1  \ 


/20         1  \ 
o  sia  (f  +  150)1 niSoy  —  ^®  »  ®  corrisponde  al  que- 

sito così  modificato  :  Un  mercante  comprò  una  quantità  di  zuccaro  per 
onze  iO,  cui  ne  aggiunse  (Utre  iSO  libbre  dello  smesso  costo  ,  e  vendette 
tutta  la  quantità  per  onze  48 ,  perdendo  due  grani  per  ogni  libbra.  Si 
vuol  sapere  ec.  In  questa  guisa  l'equazione  si  riduce  a  x* — 450ic— 900  000, 

+  12Ò0 


e  SI  ottiene  x— ,-»q. 


Pkoblbma  Q."* 


Un  giocatore  aveva  tari  460,  di  cui  perdette  una  porzione  nella  4^  par- 
tiia,  poi  avendo  guadagnato  nella  ^  tar\  6Ì98,  non  solo  ricuperò  i  tari 
perduti,  ma  di  più  ne  guadagnò  tanti  ch'eguagliarono  precisament»  ripro- 
dotto dei  tati  pèrduti  per  quelli  rimastigli  dopo  la  /'  partita.  Si  cerca 
la  perdita  nella  4^  partita. 


168 
DcDoundo  p«r  xfltBmeto  de^  lari  perdali,  si  ha  l'equazione  del  problema 
I  r4-x(160— «1  —  6298,  ir+160aj—x»— 6298, «•  — 161«  — — 6298, 

161         yr-729     +94 

,  «—  —  ±1^  —  —  T^,  che  risolfODo  egualmeDie  '1  quesito,  difatto 

I  94+94xe6«.94+62a4-fta»8  ...  67+67x93-67+6231-6298. 

f 

i  <J'-  PtOBLBIlA  10  • 

'  Si  fece  un  contalo  che  eostò  tari  a;  un  numero  m  di  convitati  ricusa- 

rono di  pagare  la  loro  porzione ,  ciò  che  produsse  f  aumento  di  tari  C 
i  nella  parte  degli  altri.  Si  cerca  il  numero  de'  convitcUi. 

Chiamaodo  x  il  oumero  richiesto,  •*  sarebbe  stata  la  parte  di  ciascu- 

« 

a 
DO,  che  poi  si  ridusse  in  effetto  ad  — -z  P^r  1^  mancanza  di  m  coovi- 

a  a 

tati,  e  cosi  l'equazione  del  problema  resulta  ^+ft  — ' 

X  jj— m 

MoUiplicando  irr croce,  ec.  si  ha  qx — am+6x*-^òfikr— a«,....«* — mx 

am 
—  -r-,  che  appartiene  al  V  caso  ed  ha  le  due  radici  di  segno  contrario 

m      ^yr-Zam      m*\     m  ^^y^/Mnn+b*m*\     .... 

«-  -±K  V,Y  +  t)"  2  "^I^K 46i )  •  **•  ^°»  **  P^**'»^* 

veri6ca*l  quesito. 


La  radice  negativa  corrisponde  positi v» all'equazione  —  +6—  — 


'X— IH 


a  a 

che  pel  cangiamento  de*  segni  divv^n^ 6  —  — ; — ,  e^  esprime  la  tra- 

X  x-\-m 

duzione  del  quesito  così  modificato:  Si  fece  un  convito  che  costò  tari  a; 

ma  per  la  sopraggiunta  di  m  persone ,  che  vollero  pagare  la   loro  por' 

sione^  quella  degli  altri  fu  diminuita  di  tari  b.  Si  cerca  il  numero  dei 

convitati. 

3 

Applicazione.  Sia  a— 342,  m»3,  6—19;  la  sostitazione  dà  x  — -± 

^y-/4.342.19.3+19«.9\     3-^81226      3       28»       »7=*^285      +9 
^  V  *•*»'  A     2      ^   4.19'  "  2  ^  2,19.  38         —6' 

Pboblbma  11.^ 

Tre  compagnie  di  operai  lavorando  insieme  farebbero  un*  opera  in  4S 
ore  ;  ma  se  lavorassero  separatamente ,  la  4*  compagnia  impiegherebbe 

-^  e  la  5^  15  ore  di  più  rispetto  al  tempo  della  r.  Si  cerca  7  tempo  , 
che  dovrà  impiegare  cicucuna  compagnia. 
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Sia  X  il  tempo  della  9*  compagnia,  ^  sarà  i  tempo  della  i*,  e  «-f  15 

quello  della  3*;  dqjoqae  la  parte  dell'opera,  che  paò  fare  in  1  ora  eia- 

40       II  1 

«cuna  eompagnjla  si  dovrà  esprìmere  de  1  :  -r-  ""  «x  ^"^  '*  ^*'  ^*  ^  ^^ 

1  • 

la  t*,  e  da  ^TJg  P«*  ••  ^*;  «^  indicando  per  1  l'opera,  si  avtà  l'equa- . 
.ione  del  problema  (£  +  j  +  ^,5)1»  - 1 ...  J?  +  *i  +  Jij- 1. 

Moltipllcando  per  a?+15,  si  ottiene  -7  +  -T—  +*ttH-  ^-^+15— »+15  : 

^.-  11      ^  ,     78a:      75.15      ^ 

e  rooUtiplicando  per  aj,  ne  resolta  -j- +  — j— 4r  <«a?  + ^5.15--^»,.... 

•     ^„        75x      75.15  135»     "2035  135 . 

x^^ì^x j ^—+15.15, «.-2^-^,  e  qaindi  *- ^ 

^/2025      18M5v       135       /50625      135  ^  225  ^.      .  ,       ^ 
*'^V    4    +^4    ;-T*>^~64 g-=fc-g-»d.  cailasolaM- 
dice  positiva  a:—  —  -.45  conviene  al  qneslto.  Dunque  '1  tempo  della  2* 

compagnia  é  45  ore,  della  1*"  36  ore,  della  X^  60  ore;  ed  egli  è  facile  di 
verificare  l^qoasipne. 

La  radice  negativa  a?— — -^  presa  positivamente  soddisijB  l'equazione 

r  i       »     i\ 

\\^    X      a  —  Ìa*"*^'  ™"  **®°  "  P"^  questa  tradurre  in  un  quesito 
analogo  al  proposto. 

PaOBLBllA  12.*" 

L*Bureito  di  un  gtnmUe  condotto  aWauBdio  di  tina  città  formava  un 
quadrato  perfetto  ;  ma  por  una  improviia-  sortita  fatta  dagli  auediqii , 
6$$€ndo  rimasti  uccisi  sul  campo  i  soldati  di  sci  file  intere  di  un  fian- 
co ,  gli  assediami  si  ridussero  a  45680  tiomtfii.  Di  quanti  uomini  era 
composto  tutto  l'esercito  f 

Si^^^ nomerò  degli  uomini  di  una  fila,  e  per  ragione  del  quadrato 
che  ha  per  misura  la  2*  potenza  del  lato  (n.*  75),  si  ottiene 

r^mal^^^^.13680,  da  cui  si  4ednce  «— jt JJ?;  dunque  Tesercito 
tutto  resultava  dal|[0xl20— 144OO, 

PnOBLBMA   i3;.o 

Un  generale  vorrebbe  disporre  un  corpo  di  truppe  in  battaglione  qua- 
drato, ma  neila  #*  dispoHxione  trova  di  più  un  numero  a  di  soldati,  ed 


i70 

aggiungendo  un  uomo  a  cioieuna  fila^  né  trova  b  di  meno.  Quanti  sol- 
dati  ha  il  generale? 

Se  oe  faccia  TapplicazioDe  al  caso  di  a— 124,  d— i29. 

Soluzione.  Questo  problema  si  ridaca  al  1*"  grado  e  dà  pel  numero  dei 

/a+6 — 1\*  /-a+ft+lv* 

Guidati  l — 2~  J  +^*  ^  ciò  eh' è  lo  stesso  ( — - — j  — ò,  e  nel  caso 

particolare  16000. 

Problema  ì\.^ 

Trovare  un  numero,  di  cui  il  quadrato  eguagli  '/  triplo  della  differenza 
che  pana  fra  lo  Steno  numero  e  S, 

3      4 

Soluzione,  «—-±-1/7-21,  che  aono  radici  immaginarie. 

Problema  15.° 

Un  numero  a  di  «omtm  e  di  donne  per  dare  una  festa  di  hallo  hanno  * 
speso  una  somma  .Th  di  anse;  ogni  donna  ha  speso  m  onze  meno  di  o- 
gni  uomo ,  e  tutti  gli  uomini  insieme  hanno  speso  *l  doppio  di  tutte  le 
donne.  Si  cerea  il  numero  degli  uomini  e  delle  donne  e  la   rispettiva 
spesa. 

Se  ne  faccia  l'applicazione  al  caso  di  a— 45,  36—324,  m.2. 

Soluzione,  lì  numero  degli  uomini  si  esprime  da 

3b—am±\/{9b» — 2aòm+a«m*) 
x^ ' ^ ,  e  nel  caso  particolare,  da  a:-*27,  esclu- 
dendosi l'altro  Yalorc  180  come  maggiore  di  45. 

Osservazione.  V  equazione  di  questo  problema ,  essendo  del  4*  caso , 
ammette  le  due  radici  positive;  frattanto  la  sola  radice  minore  di  a  ye- 
rifica  Tenunciazione.  Che  se  ci  piacesse  di  considerare  la  radice  più  grande 
di  a  come  per  es.  x^iSO^  allora  dalla  forma  etessa  dell'equazione  si 
vedrebbe,  ch'essa  compete  al  quesito  così  modificato  :  un  numero  di  tio- 
mini  ed  un  numero  di  donne  eguale  a  quello  degli  uomini  meno  a  hanno 
speso  3b;  la  spesa  di  un  uomo  sommata  colla  spesa  di  una  donna  è  m, 
e  tutti  gli  uomini  insieme ,  ec  ;  e  questo  quesito  somministra  la  stessa 
equazione  del  proposto.  In  somma  due  quesiti  diversi  si  esprimono  dalla 
medeaima  equazione,  che  ammette  doe  radici  positive,  di  cai  c|( 
ne  risolva  un  solo. 

Problema  10."  -^ 

Mario  attaccò  Vesercito  de*  barbari  settentrionali  composto^  di  Cimbri^ 
Teutonici,  Sdii  e  SarmaH:  1  Cimbri  formavano  la  4S^  parte  deWesercito, 
i  Tetuonid  erano  un  tremiUetimo  del  quadrato  del  numero  de*  Cimbri 
meno  precisamente  'l  numerò  de*  Cimbri  Stessi^  gli  Sciti  erano  in  numero 
eguale  a'  Cimbri ,  ed  i  SarmaH  corrispondevano  atta  9*  parte  di  tutto 
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i'6S€reito  fpìù  70  000,  Si  dùmcmda  *l  mifnero  de*  toldaH  délVesircito  bar- 
baresco. 

Soluzione,  Delle. dne  radici  ^""[tio?  nnO  '^  ^^^  X'^MO  000  risolve 

il  quesito,  perché  Tallra  non  dà  an  intero  pel  namero  de'  Teatonici. 

150.  Se  '1  nnroero  dell'equazioni  di  qualunque  grado  è  uguale  al  nu- 
mero delle  incognite,  può  sempre  ottenerai  unica  equazione  con  una  sola 
incognita,  eliminando  le  altre;  ma  questa  equazione,  cbe  diccsi  finale , 
trattandosi  di  un  sistema  di  equaiioni  di  2^  grado  suol'essere  per  lo  più 
di  grado  superiore;  e  noi  veniamo  esaininaodo  quel  siatemi  che  la  dando 
di  2**  grado,  additandone  '1  metodo  di  eliminazióne. 

Si  abbia  in  l'^  luogo  un  sistema  di  m  equazioni,  di  cui  m — 1  siano 
di  1"  grado  ed  una  di  2°  grado,  che  comprendano  m  incognite,  e  quella 
dì  2°  grado  oltre  a*  termini  de'  quadrati  contenga  i  termini  delle  1^  po- 
tenze e  de'  prodotti  due  a  due  delle  incognite;  io  dico  ehe  in  siniilQ  caso 
si  deve  ottenere  Teìjuazione  finale  di  2°  grado. 

Conciossiachè  facendo  uso  del  metodo  di  eliminazione  per  le  m — 1  e- 
quazioni  di  1^  grado,  si  perviene  ad  eliminare  fli—2  incognite  qualun- 
que, 0  sia  si  ottiene '1  valore  rispettivo  di  m  —  1  incognite  espresso  da 
un  termine  tutto  cognito  e  da  un  termine  della  medesima  incognita  per 
esempio  di  x;  e  puossi  questo  valore  denotare  in  forma  coo^^ndiosa  da 
f(c,  x)  cioè  da  furuione  di  termine  cognito  e  e  di  termine  di  x*  Cosi  si 
ottiene  y— f(c,  xj,  i^{{c,  x),  u— f(c,  x),  ec.  nelle  quali  e  non  è  la  stessa 
quantità  ma  un  simbolo  che  denota  il  termine  tutto  cognito  corrispon- 
dente al  particolare  valore.  Sostituendo  questi  valori  nell'equazione  di  2^ 
grado,  i  quadrati  delle  incognite  non  danno  che  termini  di  x* ,  di  x ,  e 
tutti  cogniti;  né  diversamente  va  la  faccenda  pe'  termini  di  doppio  pro- 
dotto, ed  i  termini  delle  1'  potenze  si  rimpiazzano  da  termini  cogniti  e 
di  x;  dunque  la  equazione  finale  sarà  della  forma  {{x*,x,e)^0  cioè  di  2" 
grado.  Lo  che  ec. 

Per  fare  un'applicazione  del  metodo  si  considerino  le  tre  seguenti  c- 
quazioni  a  tre  incognite 

1"  4a?H-3y— 2«-15  .  .2*  2*'+V— ^^^-'2 
3*  4x«— 6y*-f2z*-f2j5y+5xz+3yz-far-f.y— 245— 2. 

Eliminando  x  per  mezzo  della  1*"  e  2"  equazione  (  n.®  62 } ,  si  ottiene 

71— i6a?  9+2» 

Sf" — zz — ;  ed  eliminando  y,  si  ha  g—-   ,.,   .   Sostituendo  questi   va- 
io «lo 

lori  nella  3*  e  facendo   le  riduzioni  dietro  le  note  regole  del  calcolo , 
si  dedufse  l'equazione  finale  —l234;Ér«+i6376d>— 27816—0  cioè 

8188              1390  ^.         4094      2860  .     . 

««— -g^  jr« j^.  e  quindi  «--gjy  ^617"'  "  ^*'*'" 

6954  —67457 

X—  -^--   e  J5— 2,  cui  corrispondono  i  due  valori  di  y— —    ^i     e  y— 3, 

19461 
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151.  Si  ahbia  io  T*  Idogo  un  sistema  di  m  equazioni  di  2°  grado  a  m 
incogoite,  che  oltre  a'  quadrati  x*,  y*,  i*,  ec.  conteogano  od  termine  di 
ì^  poteoxa  della  stessa  locognita  come  per  es.  di  x,  in  questo  caso  si 
possono  col  metodo  ordinario  eliminare  gli  «n — 1  quadrati  y*,  s*,  ec.  e 
così  si  ottiene  l' equaiione  finale  della  forma  t{x*^,x  ,c}  —  0 ,  eh'  è  di  2^ 
grado. 

Cosi  per  esemplo  nel  caso  delle  tre  equaiioni  1*  2«*+y*^3JB*^^i6— 6 
2*  «•— y»f  5«*+2a?— 4 ...  3*  »»•— 2y»— i»+3a?-7 
dalla  1'  e  2*  si  deduce  13x*+2y«— 14a;-^2,  dalla  1*  e  3*  13x*— 7y«+ 
ìBx'^it ,  e  da  queste  due  117«ft-^72dc«*324 ,  che  può  mettersi  sotto  la 

fbrma  x* — 7q*"7q»  «  ^^  «—2; 

152.  Oltre  all'equazioni  co'  termini  de'  quadrati  delle  incognite  se  ne 
danno  delle  altre,  che  comprendono  soli  termini  di  1^  potenze  e  di  pro- 
dotti di  due  incognite,  da  cui  proviene  un'equazione  finale  di  2'  grado 
o  superiore:  ora  noi  diciamo  che,  se  ciascuna  equazione  presenla  un  solo 
termine  di  prodotto  e  termini  di  1*  potenza  delle  stesse  incognite  de| 
prodotto,  l'equazione  finale  dev'essere  certamente  di  2*^  grado. 

Ed  in  vero  si  abbiano  da  prima  le  tre  equazioni  della  seguente  forma 

1"  f(ar.y,a?y,c)— 0 ...  2*  f(y,«.y«,c)-0  ...  3^  {(x,%,x*,c)^0, 

e  mercè  la  2*  e  3*  si  elimini  x  col  3*  metodo  del  n.*  63;  così  si  ottiene 

un*  equazione  di  due  fratti ,  uno  con  y  ed  uno  con  x  si  al  numeratore 

che  al  denominatore,  che  si  riduce  alla  forma  f(«,y,xy,c) ~ 0,  e  quindi 

y«if  (  — ^  ].  La  sostituzione  di  y  nella  1*  dà  origine  ad  una  equazione 

/      ex   x^      \ 

della  forma  f  (  dr,— ^ — ^  ,e  )— 0;  e  facendo  STsoIre  il  denominatore,  si 

\        e  ,x        / 

ricava  la  tinaie  f(x«,x,c)»0  di  2?  grado. 

Che  se  si  tratta  di  quattro  equazioni,  deve  la  4*  contenere  la  nuova  in- 
cognita  u  ed  una  delle  precedenti  per  es-  y  ed  essere  della  forma 
r[i/,u,yu,e)— 0;  allora  si  procede  per  mezzo  delle  prime  tre  a  determinare 
X  come  sopra,  da  cui  si  deduce  y  e  2,  e  poi  si  trova  u,  sostituendo  y 
nella  4".  E  so  si  vuol  considerare  la  5*  equazione  f(z,r,z£,c)— 0,  la  sosli- 
tiizione  di  z  già  trovala  fa  conoscere  t:  e  così  di  seguito.  Lo  che  er. 

Siano  per  es.  date  le  tre  equazioni 

1*  «-hy+ajy— 11 ...  2"  2y+2z+Sf«— 11 ...  3*  x+3«-ha?«— 7; 

^     11— 2y      7— -a? 
eguagliando  i  valori  di  «  della  2*  e  3",  si  ha  —  r—  o  sia  y— 

19+13X  19+13«+19x+13«» 

T:r-, ,  che  sostituito  nella  1*  dà  «  + .«  ,- «ili,  diesi 

13-h  X  la-^-x 

— 17ifc45 
riduce  a  14jr>+34«— 124,  e  quindi  si  ricava  a?  — iJ^""^»  ^' 

153.  Soggiungiamo  in  fine  per  esercizio  dei  principianti  i  due  seguenti 
problemi 
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Pboilbma  17. ** 

Si  e9rca  un  numaro  di  quattro  cifre  soggette  alle  seguenli  condizioni: 
4^  la  eomma  delle  cifre  isolate  dev*  enere  tO  ;  t*  la  prima  egwtle  alla 
somma  della  seconda  e  terza,  procedendo  da  destra  verso  sinistra;  3^  il 
quadrato  della  terza  eguale  al  prodotto  della  seconda  per  la  quarta  ; 
4^  sottraendo  9478  del  numero  cercato,  il  residuo  si  forma  dalle  stesse 
quattro  cifre  del  numero  poste  in  ordine  inverso^ 

ChiamaDdo  ti,  Xj  y,  »,  le  quattro  cifre  sarcessive  neirordiue  sopra  in* 
dicatOy  si  stabiliscooo  le  quattro  equazioni  del  problema 
!■  oj^-y+jE-Hf— 20  ...  2*  ti— «+y  ...  3*  y«— ix  ...  4"  1000x+100y4-10«+ 
ti— 2178— lOOOu+tOOz+lOy+j?,  che  si  riduce  a  999a;+90^— 90«— 999ti— 
2178  0  sia  a  llld^+lOy — 10^ — lllu^242,  di  cui  faremo  uso  nel  calcolo. 

Il  sistema  di  queste  quattro  equazioni  si  comprende  in  quello  del  nu- 
mero 150,  e  de\«   dare  l'equazione  tinaie  di  2^  grado.  Djfaitu  compa- 
rando la  1"  e  2',  la  1*^  e  la  4^,  si  elimina  «,  e  si  hanno  le  due  equazioni 
(A)  a;+2yi-22-20...(B}  222a;+121yH-i0U-2462, 

2904— 343x 

dalle  quali  si  elimina  z,  e  si  ottiene  y^ rjj ;  ed  eliminando  y 

323^—2504 
per  Vnezzo  delle  stesse  (A)  e  (B),  si  deduce  «— -^ .  La  sosiitu- 

.      :„  ^,  /2904— 343ajV     323a?'— 2»04x 
zione  di  y  e  *  nella  3"  dà  ( jr 1  — o  sia  «*— 

1801984X  8433216  945992=bl08ie0 

l0472r "I0Ì?Ì9  •  *  ^"'"*  * 104729 *'  prendendo 

il  segno  inferiore ,  che  solo  coni  iene  al  quesito  per  ragione  di  x  intero 
e  di  una  cifra. 

Sostituendo  j?^8  ne*  ?alori  ài  y  t  x,  si  ricava  y— 4,  «—2,  e  mercè  la 
2*  equazione  si  ha  u- JK  +  3f""6;  dunque  '1  numero  cercato  è  8420,  che 
verifica  le  quattro  condizioni  del  problema. 

Peoblbma  18.^ 

Se  si  sottrae  la  somma  di  due  ntimari  dai  rispettivi  quadrati  laseia  *l 
residuo  a,  ma  se  si  unisce  al  loro  prodotto  fa  h.  Si  cercati*  i  due  numeri* 

Chiamando  x,  y  i  numeri,  ne  provengono  le  due  equazioni 
1"  x'  +  y*-:— a?  —  y  — a...  2*x  +  y  +  a;y«.6, 
che  per  ragione  del  termine  xy  compreso  nella  2*  danno  origine  ad  un'd^ 
quazione  finale  superiore  al  2"  grado. 

Qui  può  aver  luogo  un  ripiego,  indicando  per  x  la  somma  e  per 
y  la  differenza  de'  due  numeri  cercati;  giacché  giusta  la  formula  del 

X      ti      X      i# 
n."  45  i  due  numeri  si  esprimono  da  à  +  J  *2""2'  l'equazioni   del 

problema  resultano 
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••  (f+DvQ-?)---  KM)  a-|)+'-' 

e  quesie  si  riducono  alla  forma 

o  sia  jja-f-y»— 2*  — 2a,  x» — y*  +  4«  — 4fr,  ch'è  quella  del  n.®  151,  ed 

ainmelte  l'equazione  finale  di  2**  gradò.  Dlfàtló  si  elimina  y*  per  mezzo 

della  loro  somma,  che  dà  2a;*-\-2xy^a+àb  cioè  x^-^-X'^a-^-^b,  di  cui 

— l+i/(4a  +  8ò  +  i) 
la  radice  positiva  a?— conviene  al  quesito. 

—1+25 
Facendone  l'applicazione  al  casodia— 78,6  — 39,  si  hax-« — - — —12, 

che  sostituito  in  una  dell'equazioni  a  due  incognite  per  esempio  in  x* — 
i^«-f  4a;  — 4ò  dà  y— 1/(144  +  48 — 156)  — 6;  dunque  i  due  numeri  sono 
O-f.3  e  6  —  3  cioè  9  e  3;  che  veriflcaoo  l'enunclazIòne  proposta. 


Capo  TI. 

DELLE   BACIONI   E   PROPORZIONI. 

151.  Le  quantità  possono  fra  loro  compararsi  per  una  qualunque  delle 
operazioni  aritmetiche,  ma  sì  preferiscono  la  sottra  rione  e  la  divisione 
che  corrispondono  all'inverso  dell'addizione  e  della  moltiplicazione,  e  danno 
per  altro  la  differenza  ed  il  quoto,  che  sono  rispettivamente  più  semplici 
della  somma  e  del  prodotto;  per  lo  che  si  è  pensato  di  comparare  le 
quantità  per  mezzo  della  sottrazione  o  divisione^  e  così  ottenerne  la  dif- 
ferenza o  il  quoto.  1  matematici  a  questo  riguardo  si  servono  di  un  lin- 
guaggio particolare,  di  cui  bisogna  prima  fissare  il  senso:  essi  denotano 
le  due  quantità  da  compararsi  co'  nomi  di  antecedente  e  conseguente,  e 
dicono  xopporto  o  ragione  la  differenza  o  il  quoto  ;  perchè  in  generale 
il  ragionamento  ad  altro  non  si  riduce  che  alla  comparazione  delle  nostre 
idee  per  scoprirne  i  rapporti,  e  quindi  le  due  parole  rapporto  e  ragione 
si  possono  coofsid erare  come  identiche.  Inoltre  dovendosi  distinguere  il 
rapporto  per  qnozicme  da  quello  per  differenza,  si  trova  da  gran  tempo 
stabilito  l'uso  dt  chiamare  il  {)frlm(y  geometrico  e  'I  secondo  aritmetico  ; 
e  (16  fórse  per  la  ragione  che  '1  rapporto  per  quoziente  si  considerò  da 
principio  nelle  linee,  avendone  Euclide  formalo  il  suo  v®  libro  di  geo- 
metria ,  e  che  in  seguito  si  tenne  conto  del  rapportc^  per  differenza ,  cui 
s?  appose  N  nome  di  aritmetico  per  distinguerlo  dal  primo  che  fu  detto 
geonietrico. 

Una  sV  fatta  nomenclatura  si  deve  come  vota  di  senso  riguardare , 
non  essèmk>vi  maggior  ragione  di  chiamare  aritmetico  il  rapporto  per 
differenza  tilt  <|ucllo  per  quoziente  ;  perchè  la  sottrazione  e  la  divisione 
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sono  egaalroenle  delle  operaziooi  aritmetiche,  ed  ancora  '1  rapporto  per 
differenza  può  qualche  volta  divenire  geometrico  come  quello  che  si  con- 
sidera nelle  linee  e  nella  geometria.  In  vista  di  ciò  il  celebre  Lagrangc 
nelle  sue  lezioni  alla  scuola  normale  ha  proposto  di  rettificare  il  linguag- 
gio ricevuto,  e  di  sostituire  alle  parole  rapporto  geometrico  o  rapporto 
aritmetico  quelle  che  richiamano  l'idea  deli'operaziope  effettuata  cioè  rap- 
porto  per  differenza  o  per  quotiente;  ciò  non  ostante  l'impero  dell'uso 
sempre  prevale,  ed  i  matematici  proseguono  a  parlare  il  linguaggio  degli 
antichi  autori,  riguardando  tali  parole  come  tecniche. 

In  questa  guisa  essendo  date  le  due  quantità  a  e  6,  che  si  considerano 
come  i  due  termini  dfj  rapporto,  dietro  l'equazione  a — 6— d  si  dice  es- 
sere d  la  ragione  o  il  rapporto  aritmetico  dell*  antecedente  a  al  conse- 

a 
gnente  b,  e  dietro  l'altra  equazione  -  <-  9  si  dà  a  9  il  nome  di  ragione 

o  rapporto  geometrjco  delle  stesse  quantità.  ,, 

155.  L'eguaglianza  di  due  rapporti  si  denota  col  nome  di  pfo|2orjstone, 
che  dicesi  aritmetica  o  geometrica  secondo  che  del  rapporto  aritmetico  o 
geometrico  si  fa  parola,  ed  ambidue  si  scrivono  e  si  leggono  di  una  ma- 
niera particolare.  Cosi  avendo  l'equazione  a — 6— c^-d,  ch'esprime  l'egua- 
glianza del  rapporto  arftmKico  di  a  e  b  a  quello  di  e  e  d,  si  scrive  in 
questa  guisa  a.  b:e  .d  e  si  oh  lama  proporzione  aritmetica  ,  leggendosi 

a      e 
a  sta  a  6  come  e  sta  a  d;  e  se  si  ha  l'equazione^  •«  -  ch'esprime   Te- 

guaglìaoza  di  due  rapporti  geometrici,  si  scrive  così  a  :  6  :  :  e  :  d,  si  chia- 
ma proporzione  geometrica ,  e  si  legge  pure  a  sia  a  6  come  e  sta  a  d. 
Secondo  Lagrange  la  proporzione  aritmetica,  come  quella  eh'  esprime  es- 
sere la  differenza  di  due  quantità  eguale  alla  differenza  di  altre  due,  si 
dovrebbe  chiamare  equidifferenza,  lasciando  il  nome  semplice  ili  propor- 
zione all'altra  finora  delta  geometrica^  che  potrebbe  ancona  additarsi  col 
Dome«dj  equiquoziente ;  ma  lasciando  stare  la  nomenclatura,  ci  facciamo 
a  determinare  le  proprietà  dell'una  e  dell'altra  specie  di  proporzione,  ciò 
che  va  a  formare  1  soggetto  de'  seguenti  articoli. 

ARTICOLO  I. 

Delle  proporzioni  aritmetiche, 

156.  La  proporzione  aritmetica  a  .  b:  e  .  d  ad  altro  i^on  si  riduca  che 
all'equazione  ch— ò^c — d,  che  per  la  trasportazione  delle  quantità  nega- 
tive b  e  d  sì  trasforma  nell'altra  a  +  d— 6+c.  Ora  i  due  termini  a  e  d 
per  il  posto,  che  essi  occupano  nella  proporzione,  s|  dicono  estremi,  e  i 
due  termini  b  e  e  medi;  e  traducendo  in  linguaggio  comune  l'equazione 
a-\'d^b+e,  si  stabilisce  il  seguente  teorema  fondamentale:  nella  pro- 
porzione ariimeliea  la  eomma  de'  termini  estremi  dev'essere  eguale  ut 
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«76 
quella  de'  medi.  E  questa  equaziooe  è  intimainente  coonesea  coH'eqoìdif- 
fcrcnza,  in  modo  che  posta  una  di  esse  ne  ^gue  iminediatanieote  Talira. 

157.  Si  capisce  da  ciò  che  la  slessa  proporzione  aritmetica  a  ,  b  :  e  ,  d 
può  scriversi  in  quattro  maniere  diffcrenii,  restando  gli  stessi  termini  per 
estremi  e  medi  con  cangiare  solamente  i  loro  posti  in  questa  guise 

a  .  6  :  e  .  d  ...  a  .  e  :  6  .  d  ...  d  .  6  :  e  .  a  ..•  d  .  e  :  6  .  a; 
e  cangiando  l'ordine  de'  rapporti  cioè  scrivendo  e  .  d  :  a  .  ò  in   vece  di 
a  .  6  :  e  .  d,  la  medesima  può  scriversi  in  altre  quattro  maniere 
e  .  d  :  a  .  6  ...  fr  .  d  :  a  .  e  ...  e  .  a  :  d  •  6  ...  (  •  a  :  d  •  e; 
ciò  che  si  riduce  a  prendere  nella  |>roporzione  primitiva  a  •  h  :  e  ,  d  i  medi 
per  estremi  e  gli  estremi  per  medi  con  cangiare  i  loro  posti  come  sopre.     V 
Imperciocché  dalia  proporzione  primitiva  a  *b  ;  e  *  d  si  deduce  l'equa- 
zione a-^-d'^b-^e ,  da  cui  per  seuiplice  trasposizione  si  possono   rica- 
yare  quelle  ch'esprimono  le  differenze  eguali  corrispondenti   e   ciascun 
modo  secondo  cui  si  è  scritta  la  proporzione.  Così  trasponendo  d  e  e,  si 
^la  a — e^b — d  corrispondente  alla  proporzione  a  •  e  :  fr  .  d  ;  trasponendo 
(I  e  5,  si  deduce  d^-i-fr—erv-a,  ehe  corrisponde  all'altra  d  *b  :  e  .  a:  e  fi- 
nalmente colla  trasposizione  di  a  e  e  si  ottiene  d — e— &— a,  che   dà  la 
proporzione  d  .  e  :  b  .  a.  Le  altre  quattro  maniere  di  scrivere  la  propor- 
zione si  riducono  alia,  prime,  cpme  quelle  ch'esprimono  le  differenze  e- 
guali  prese  Tra  le  stesse  quantità;  perciò  ai  conchiude  che  può  scriversi 
in  otto  maniere  diverse  la  stessa  proporzione,  conservandosi  sempre  Te- 
guagltanza  primitiva  della  somma  degli  estremi  e  di  quella  de*  medi. 

158.  Dati  tre  tormini  si  può  sempre  ritrovare  il  quarto  per  fornire  la 
proporzione  aritmetica;  difalto  chiamando  E^e  gli  estremi  M^m  i  modi, 
si  ha  l'eq^uazione  fondamentale  J?-fe— Jf+m,  da  coi  si  deduce  E-^Jtf-^-m — e 
cioè  un  estremo  qtuilunqu»  è  eguale  alla  somma  de*  medi  metu)  Vostre-, 
mo  cagni  o;  e  M—  R  +  e — m  cioè  un  medio  qualì^nque  è  eguale  cUla 
somma  denli  estremi  meno  il  medio  dato-* 

15^).  Se  nella  proporzione  a  .  6  :  e  .  d  il  conseguente  del  l*'  rapporto 
è  eguale  all'antecedente  del  2**  cioè  6— e,  la  proporzione  diviene  a  .  ò  :  fr  .  d, 
essendo  eguali  i  due  medi  ;  questa  proporzione  si  chiama  coìitinua ,  il 
termine  b  medio  proporzionale,  si  scrive  in  questa  guisa  -&  a  .  6  .  d,  e  si 
legge  a  sta  a  6  sta  a  d.  In  simile  caso  l'equazione  delle  differenze  re- 
sulta a — 6—6 — d,  e  trasponendo  si  ha  a  +  d  — 6  +  6  — 2ò,  cioè  ne/topro- 
porzione  aritmetica  co/ilinua  la  somma  degli  estremi  è  eguale  al  doppio 
del  medio  proporzionale-  Questo  teorema  si  deve  riguardare  come  una 
semplice  traduzione  dell'altro  foudamentale  della  somma  degli  estremi 
eguale  a  quella  de'  medi,  perchè  nel  caso  della  proporzione  continua  i 
medi  sono  eguali ,  e  la  loro  somma  al  doppio  del  medio  proporzionale 
si  riduce.  Onde  dati  due  termini  si  può  sempre  ritrovare  il  terzo  per  iste- 
|>ilire  lina  proporzione  continua;  cosi  chiamando £, a  gli  estremi,  e  ilf  11 
medio  proporzionale,  dall'equazione  £  +  e  — 2Jlf  si  ricava  E-^^Jti-^e  cioè 
^n  estremo  qualunque  è  9guaU  al  doppio  d$l.m€diopraporMionaU  meno 
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VdUro  estremo  dato  ;  e  M  —  -^—  cioè  il  medio  proporMìonale  è  eguale 

€dla  metà  della  iomma  de^i  estremi, 

160.  Esista  ana  serie  di  rapporti  aritmetici  eguali  in  modo  che  il  con- 
seguente di  an  rapporto  sia  l'antecedente  di  quello  che  segne,  e  si  espri- 
mano i  medesimi  da  a  sta  a  6  come  ò  a  e,  come  e  a  d,  come  d  a  e,  come 
e  a  ^  come  f  h  g,  come  g  9  h  ec.  Questa  serie  è  stata  chiamata  progres- 
sione aritmetica  o  pure  secondo  Lagrange  progressione  per  differenza,  si 
nota  in  questa  guisa  ^  a  .  b  .  e  .  d  .  e  ,  f ,  g  .  h,  ec.  leggendosi  a  sta  a  fr, 
sta  a  e,  sta  a  d,  ec.  e  nella  stessa  tutti  I  termini  ad  eccezione  dell' ulti- 
mo sono  antecedenti  de'  rispettivi  rapporti  é  ad  eccezione  del  primo  sono 
pare  conseguenti,  ciò  che  è  assai  chiaro. 

Si  distingono  due  specie  di  progressioni  secondo  che  l'antecedente  dt 
ogni  rapporto  è  maggiore  0  minore  del  suo  conseguente,  chiamandosi  nel 
1**  caso  la  progressione  decrescente  e  nel  2**  crescente,  come  quella  ch'c 
composta  di  termini  che  successivamente  decrescono  0  crescono  della  me- 
desima quantità  dal  1"  sino  all'ultimo. 

Ora  in  qualunque  caso,  essendo  per  la  natura  della  progressione  eguale 
la  differenza  o  il  rapporto  aritmetico  fra  due  termini  contigui  qualunque» 
è  chiaro,  che  due  termini  contigui  da  una  parte  e  due  termini  contigui 
da  un'altra  scritti  nel  medesimo  ordine  devono  formare  una  proporzione 
aritmetica  ;  e  che  tre  termini  contigui  qualunque  danno  una  proporzione 
continua.  Cos)  nella  progressione  ^  a  .  b  .  e  .  d  ,  e  .  f ,  g  ,  h,  ài  cai  il  nu- 
mero de'  lermini  è  pari,  si  hanno  le  seguenti  proporzioni  a  .  b  :  g  .  h, 
h  .  e  :  f .  gi  e  *  di  e  '  {,  da  cui  si  deduce  d  +  A  —  6  +  <7,  b^-^-  g  ^  e  -\-  f, 
c-\-f^d-^e,  dunque  a-f  A  — 6-|-<y  —  c.-h^— rff «  0  sia  in  qualunque 
progressione  aritmetica  la  somma  de*  due  termini  estrèmi  è  sempre  eguale 
alla  somma  di  due  termini  qualunque  equidistafUi  dagli  stessi  estremi; 
e  se  il  numero  de' termini  é  impari  come  nella  seguente -fa.  6  :e  .  d  .e  ,  f,  g 
si  hanno  le  proporzioni  a  ,b:  f.g,  b  ,  eie ,f,  v  e  .d  .  e,  che  danno  a -f 
<?  — 6  +  /",  0  +  /"— c  +  «,  c-h^  — 2(/,  dunque  a  +  <;  — t-f/"— <?  +  «— 2<i 
o  sia  la  somma  degli  estremi  è  eguale  alla  somma  de*  termini  equidi^ 
stanti  dagli  estremi,  ed  è  pure  eguale  al  doppio  del  termine  medio,  quante 
volte  il  numero  de'  termini  è  impari.  Questi  due  casi  si  possono  enun- 
ciare in  unico  teorema  ancora  più  generale  espresso  nelle  seguenti  -pa- 
role :  nella  progressióne  aritmetica  la  somma  di  due  termini  qualunque 
eguaglia  la  somma  di  altri  due  termini  presi  ad  egual  distanza  da*  pri- 
mi: perché  '1  teorema  non  è  limitato  alla  somma  dei  soli  estremi,  po- 
tendosi prendere  due  termini  qualunque  della  progressione  ;  e  quante  volte 
di  ha  un  termine  medio  fra  quelli  di  cui  si  considera  la  somma,  essendo 
questo  equidistante  dagli  stessi,  deve  prendersi  la  somma  del  medio  più 
lo  stesso  medio  o  sia  ir  doppio  del  medio.  Cosi  nella  progressione 
i^a.b.e.d.e.f.g.h,  prendendo  i  termini  aef,sì  ha  a-^fmmb+e'^c+d; 
e  coi  termini  6  e  f  si  ha  &  +  /*— e-f-e  — 2d. 
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161.  Denoliindo  per  a  il  1°  termine  delln  progressione,  per  d  la  ra- 
gione o  la  diflTerenza  dei  termini,  si  possono  di  una  maniera  generale  rap- 
presentare i  successivi  termini  della  stessa:  conciossiachè  il  rapporto  arit- 
metico sì  riduce  alla  differenza  di  due  quantità ,  e  la  differenza  secondo 
la  natura  della  sottrazione  sommata  colla  quantità  minore  costituisce  la 
maggiore;  onde  se  il  conseguente  del  rapporto  è  maggiore  del  suo  ante- 
cedente, sarà  il  conseguente  eguale  alla  somma  dell'antecedente  e  della 
differenza  Ora  qualunque  termine  della  progressione  ad  eccezione  del  V* 
è  conscguente  rispetto  a  quello  che  lo  precede ,  e  perciò  nel  caso  della 
prugressione  crescente  ciascun  termine  resulta  dalla  somma  del  precedente 
e  della  differenza  costante:  cosi  il  2"  termine  è  a  +  d,  Il  3.^  a-^d-\-d'^a 
4-2c/,  il  4**  a-f  2d4-d—a4-3d,  ce.  e  la  legge  della  formazione  de'  termini 
si  può  in  questa  guisa  esprimere:  qualunque  termine  $i  forma  dalla  som- 
ma del  i"  e  della  differenza  presa  tante  volte  quanto  è  ti  numero  de*  ter- 
mini precedenti.  Quindi  designando  per  n  il  numero  del  posto  del  termi- 
ne, e  traducendo  in  lingua  algebraica  l'anzidetta  legge,  il  termine  nsitno 
della  progressione  cl^scciile  sarà  a-^{n — 1}d. 

Inoltre  secondo  la  stessa  natura  della  sottrazione  la  quantità  maggiore 
diminuita  'della  differenza  eguaglia  la  minore,  e  perciò  se  l'antecedente 
di  un  r.ipporto  è  maggiore  del  suo  conseguente,  s  avrà  l'antecedente  meno 
la  differenza  eguale  al  conseguente.  Segue  da  ciò  che  nella  progressione 
decrescente  qualunque  termine  è  espresso  da  quello  che  precede  diminuito 
della  iliffcrenza,  quindi  il  secondo  termine  è  a — d,  il  3**  a— d — d  — a — 2d, 
il  4"  a — 2d — d— a — 3d,  ed  il  termine  n«*n»o  sarà  a — (n — 1)d. 

Ed  in  generale  si  ha  la  formula  della  progressione  ^a.a±:d.adt2d: 
a=t:3d...a=fc(n — 1)d,  e  la  legge  de'  termini  è  questa:  qualunque  termine 
della  progressione  aritmetica  resulta  del  4^  aumentato  o  diminuito  della 
differenza  presa  un  numero  di  volte  uguale  a  quello  de*  termini  che  pre- 
cedono, e  ciò  secondo  die  la  progressione  è  crescente  o  pure  decres-cente. 

1G2.  La  formula  del  termino  nsimo  si  denomina  termine  generale  della 
progressione^  come  quella  che  serve  a  ritrovarne  immediatamente  un  ter- 
mine qualunque,  essendo  dati  il  1°  termine,  la  differenza,  ed  il  posto  del 
termine  cercato;  e  denotandolo  per  (,  si  ha  (  — a±(ri-^l)d.  *> 

Siccome  il  1°  termine  della  progressione  crescente  o  decrescente  può 
essere  negativo  con  rappresentarsi  la  progressione  dalla  formula  ^—a  — a 

ztd. — a±2d — a^{n — l)d,  cosi  volendo  tener  conto  di  tutti  i  casi 

darticolari ,  dovrebbe  la  formula  del  termine  generale  esprimersi  da  /^ 
it:a=b(n — 1)d,  riferendosi  il  doppio  segno  di  a  a  quello  del  1°  termine 
della  data  progressione,  ed  il  doppio  segno  di  (n — 1)d  ai  due  casi  della 
progressione  crescente  o  decrescente;  ma  Talgebrisla  può  sempre  fa ^  uso 
dell'unica  formula  t''''a-\-{n — l)d,  sostituendovi  un  numero  positivo  o 
negativo' in  vece  di  a  con  aver  riguardo  al  segno  -f-  o  —  del  1°  termine 
della  data  progressione,  e  un  numero  positivo  o  negativo  in  vece  di  d 
giusta  l'ipotesi  della  progressione  crescente  o  decrescente. 
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163.  La  formula  del  termine  generale  r"-a  +  (n-^1){|  serve  ancora  a 
far  conoscere  la  differenza  de'  termini  di  una  progressione  di  cui  si  co- 
noscono i  due  estremi ,  e  mercè  la  stessa  si  può  inserire  un  numero  m 
di  medi  proporzionali  fra  due  termini  dati  a  e  t;  imperciocché  dovendosi 
fra  i  due  estremi  inserire  un  numero  m  di  termini  in  progressione ,  il 
numero  totale  de'  termini  della  stessa  sarà  m  +  2,  cioè  il  posto  del  ter« 
mine  (sarà  designato  dal  numero  m  +  2,  e  quindi  n'^m-\-^.  Sostituendo 
questo  valore  nella  formula,  avremo  «  — aH-(m+2 — 1)  d  — a+(m  +  l)  J, 

t — a 
e  quindi  d»^  ;  che  sarà  positivo  nell'ipotesi  di  t>a  in  cui  la  pro- 

gressione è  crescente,  o  pure  negativo  in  quella  di  r<a  cioè  della  progres- 
sione decrescente.  Conosciuta  la  diflerenza ,  per  mezzo  della  forniuia 
4^a.a±:d.a±:2{l,  ec.  si  possono  formare  gli  m  medi  cercati, 

16i.  Oltre  alla  formula  del  termine  generale,  trattandosi  di  serie  o  pro- 
gressione, se  ne  deve  stabilire  un'altra  per  ritrovare  immediatamente  la 
somma  di  un  numero  dato  di  termini  della  stessa  ,  che  diccsi  termine 
iommatorio.  Esista  la  progressione  tO  6.e.d..  *p.q.rj,  sapponendovi  dei 
termini  intermedi  fra  d  e  p,  e  sia  in  1^  luogo  pari  il  numero  n  dei  (cr- 
mini.  Essendo  la  somma  degli  estremi  eguale  a  quella  de'  termini  equi- 
distanti (n«^  160),  la  somma  degli  n  termini  della  progressione  a  quella 
si  riduce  de' binomi  eguali  a-ht,  h-hr,  e  +  q,  d-\-p,  ec-  di  cui  il  numera 

n 
si  esprime  da  r,  e  come  tale  corrisponde  ad  un  solo  binomio  a  -\- 1  preso 

n  ' 

-  volte;  per  lo  che  chiamando  s  la  somma  degli  n  termini  della  progres- 
si 

ti 
sione,  si  ottiene  la  formula  del  rermtne  somtnatorio  s»(a-f-() -.  Sia  in 

2®  luogo  impari  il  numero  n  de'  termini ,  nel  quale  caso  deve  esistere 
nella  progressione  un  termine  medio  m  equidistante  dagli  estremi  a  e  /, 
e  la  progressione  si  rappresenta  da  ia.b,e.d,...m...,p.q.r,t.  Tralasciando 
da  principio  il  termine  medio  m,  il  numero  degli  altri  si  esprime  dal  nu- 
mero pari  n — 1,  e  la  somma  di  essisi  riduce  a  quella  de'  binomi  eguali 

n — 1 

a  +  t,  6-i-r,  c-fg,  d-f-p,  ec.  (n.®  160),  di  cui  il  numero  resulta  —^,  cioè  si 

n — 1  n      a+t 

denota  da  (a-hO— 5-"— (a+Oò ó"-  ^®  ■  questa  somma  si  aggiunge 

ti  termine  medio  m  ~"~a~»  ^t  ^^^^  ^  somma  degli  n  termini  deìla  pro- 
li     a-fl      a-f-r  n 
gressione  cioè  $  —  {a'\'t) ^  -h  -r {aH}  «•  Onde  qualunque  -ia 

n ,  pari   cioè  0  impari,  si  ha  la  formula  del  termine  sommatorio  della 

n 

progressione  aritmetica  «-^(a+t)-,  che  si  traduce  in  linguaggio  comune: 

À 


I8«i 
la  iomtna  di  un  numero  qualunque  di  iermini  $i  oiUéne  con  prendve  ki 
nier4  del  prodotto  della  iomma  degli  estremi  pel  numsro  de*  termini, 

lflit(.  In  qualunque  progressione  si  possono  considerare  cinqne  elementi, 
che  SODO  il  1^  e  rullimu  termine,  la  differenza,  il  numero  dei  termini,  e 
la  somma  di  essi;  e  noi  siamo  io  istato  dì  sciogHere  il  seguente  quesi- 
to generale:  Dati  tre  de*  cinque  elementi  della  progretsione  conoscere 
immediatamente  gli  altri  due.  Questo  problema  ,  come  quello  che  dovrà 
far  conoscere  il  valore  di  ciascun  elemento,  dati  tre  qualunque  degU  altri 
quattro',  darà  origine  a  20  equazioni  o  formule:  giacché  è  chiaro  che 
quattro  quantità  A ,  B,  C,  D  si  possono  combinare  tre  a  tre  in  quattro 
modi  diversi  ABC,  ABD,  ACD ,  BCD  ;  perciò  ogni  elemento  della  pro- 
gressione darà  quattro  formule  diverse,  e  tutti  i  cinque  ne  daranno  20,  che 
si  possono  dedurre  dalle  due  già  stabilite  pel  termine  generale  e  sommatorio, 
di  cui  la  1*  (  —  a  +  (n — ì)d  racchiude  i  quattro  elementi  a,  (,  n,  d,  e  la 

n 
2*"  <~(a+Oò  '  quattro  a,  r,  n,  s. 

160.  Ed  in  vero  la  1"  formula  f  — o4-(n — l}d,  riguardando  successi- 
vamente I,  a,  dj  n  come  incogniti,  dà  I^  t^a  +  dn — d.  IV*  a'^t—dn-\'d, 

t-^  i—a+d 


Iir  e— <ii-(fi— i)d  0  sia  d-;^-  IV**  «— a+d— d»,  e  fi- 
fi  la  2"  <— (a  + 1)  r-,  riguardandovi  s,  a,  t,  n,  successivamente  come  inco- 

an+tn 
gniti,  somministra  ¥*"<—  — s — .  VP  2j-an+(n,  2f~ln— an,  ed  a-r 

2*— In  2«— an  .    ^        .     .  2« 


.  VII**  2»— an-«n,  e  (- .    VIU^.  2^-  (a+.l)n.  e  n- 


n         ""  n  '.    "      ^     ■    '"  a+t 

Si  prenda  il  valore  di  a— (— cdi+d  della  2\  e  si  sostituisca  in  quello  del 
termine  sommatorio  2s^an+tn,  che  si  trasforma  in  2j(  — (r — dn-['d)n+tn 
— (n— <2n*+<in+m,  o  sia  2«— 2fn — dn*-\-dn.  Considerando  successi v amen- 

2tn — dn^  +  dn 
te  «,  f,d,  n  come  incogniti,  si  ottiene  IX®  «— r .  X**  2«+dn« — 

2j  +  dn* — dn 

dn  — 2(n,  e  «— r .  XP  dn*— dn— 2rn— 2f,   d(n«— n)  — 2rn 

Àn 

2tn — 2s 
— 2«,  e  d  — — .  XIP  11  valore  di  n  dipende  da  un'equazione  di  2** 


n' 
grado,  che -può  mettersi  sotto  la  forma  dn* — dn— 2m— — 2s  o  sia  n* — 

/  d+2f  V         — 2« 

(n.®  134),  si  ha  «— n,  P'^-^T^^^  9  —  -T-;  e  sostituendo  nella  formala 


(d+2l  \         2s 
— —  jn  —  — r-;  comparando^  colla  formala  (A)  di  2®  grado  x»+pa?— ^ 


d    '  ^        d 


m  .-_|.^(.+t')....^j^.r  (^(^y) 


18i 


^  /  — 8d<  +  (d  -f  2f)«  \       d  +  2t 
"^y   {  (2^).  j" 


2d         ^     \  (2</)*  /  M 

Si  prenda  ora  il  ralore  di  t,  cioè  la  1*  formala  <— a  +  dn— d.  e  si 

sostUaisca  in   quella  del  termine  sommatorio  Sj  — an  +  fn,  che  diviene 

2i  — an+Co+dn— d)fr— an-f-an-l-dn* — dn,   o  sia  2<— 2an  +  (/n* — dn, 

in  cai  si  riguardino  «,  a,  d^  n  successivamente  come  incogniti;  così  si 

2an-^dn^ — dn      ,    .    ^         ...        « 

ottiene  X1I1*«— 5 XIV"   2«--dn«  +  dn  — 2an,  ed  a— 

2 

2j dn*-4-dn  2« — 2an 

— — .  XV*  2j — 2an''dn* — dn,  e  d—  — : .  XVI®  L*  equazione 

2n  w» — n 

è  del  2°  grado  neir ipotesi  di  n  incognita,  che  può  mettersi  sotto  la  forma 

/2a— d\  2*  .       „     . 

dn»  +  (2o— d)n—  2«,  0  sia  n'  +  I      ^     j  **  "■  "5»  ®  comparando  colla  for- 

/2a— d\      ^  -  /'2«       /2fl--dx>\ 

mula  «»+p»-.g,ec.  si  ha  n ["21^)      '^   \'p'^  K^)  )  " 

^2a— dx        .^-  /Sjd  +  (2a— d)«x       —  (2q— d)±\/(8gd+(2o>-d)') 

«—a  \-d  ,    , 

Finalmente  si  prenda  il  valore  di  n—  —: della  formula  4",  e  si  sostituisca 

in  quelU  del  termine  sommatorio  2<— (a+On*  che  si  riduce  a  25-.(4i+l) 
^f  — fl  +  dv  ((  +  a)(f~a)  +  (f  +  a)d  r--Q«  +  rd  +  od  ^  ^.^  __ 
Vdj""  d  "  d  •" 

fft — a*-\-td-\'ad,  in  cui  si  devono  considerare  a,  d,  t,  a  successi vamcnle 

1^ — a»  +  fd  +  ad    .    . 
come  incogniti;  ciò  che  dà  XViP  »-  — - — ^ •  XVUI"  2«d— Id— 

od*-*!*— a*>  ed  —  :; .  XlX^  Per  trovare  t  l'equazione  è  di  2**  gra- 

Z8 — t — a 

do,  e  si  ha  «•4-td— 2<d+a* — cui;  comparando  colla  formala  jj*  +  px— g, ec. 
d          ^f                           d»\    — d±\/(85d+4a*— 4ad  +  d*) 
8iha« ^^y^[2sd  +  a^^ad-^jj-^ .j [ T ' 

XX**  H  valore  di  a  si  ottiene  dalPequazione  di  2°  grado  a»— ad-.(»+fd— '2jd, 

d         ^f                          d»  \      d=^l/(^«'  +  4/d— 8#dH-d») 
cbedàa--±:f^(«»  +  td— 2«d+- j ^ . 

Le  20  formule  cosi  trovate  si  possono  per  maggior  comodo  disporre  nella 
seguente  tavola,  che  presenta  i  quattro  valori  dei  successivi  elementi  0,  l» 
n,  d,  I,  corrispondendovi  allato  i  tre  dati. 
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Tavola  delh  tO  formule  della  progrenione  aritmetica. 


I,  d,  n 

t,  d,  s 
r,  n,  t 
dy  n,  9 


a,  di  n 
a,  d,  f 

a,  n,  s 


a,  f.  ({ 
a,  I,  J 
a,  (2»  e 

ty    d,     S 


a,  I,  f» 

^,  n,  < 
f,  n,  s 


a,  I,  d 

d,  (i,  ffi 

f,  d,  n 


a  — 


a  >» 


a  — 


f  —  dn  —  d 

d  ±:  y/  (4f*  -f  4td  ^  8id  +  d*) 

2 

2«  —  tn 

n 
2s  —  dw»  +  dn 

2» 


I  -.  a  4-  dn  —  d 

—  dztV/(»»d-f  4a'— 4od  +  d*) 
t 


2 


t  — 


2i  —  an 


n 


t^ 


2<  +  dn*  —  dn 
2n 


I  — o-f  d 


n^ 


2« 


n  -« 


n  — 


n  — 


^(2a— d)±V/(8<d+(2a--d)«) 

2d 

d  +  2f±\/(  —  8d<  +  (d4-20^) 

"  2d 


t  —  a 

d- i 

n  —  1 


d- 


2«— a— t 
2«  — 2a»» 


d- 

n* — n 

_,       2(n— 25 

a  —  ■ 

n* — n 


l«  —  a*  +  fd  +  ad 


<  — 


s  — 


t  — 


2d 
an  +  f  r» 

2 

2«n  -i-  dn*  —  dn 

2 

2tn  —  dn'  +  dn 
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167.  L*iiso  di  queste  foriqule  altro  non  richiede  che  la  sostitazionc  dei  ' 

tre  elementi  4atì  coi*  rispetti  Ti  segni  positivi  o  negativi,  avvertendo  di 
sostituire  per  d  un  numero  positivo  nel  casa  della  progressione  crescen- 
te, 0  uno  negativo  in  quello  della  decrescente,  e  giusta  le  regole  del  cal- 
colo si  troveranno  i  due  elementi  incogniti. 

Appticazioni.  /.'  Dati  a— 6,  <-:24,  n--t,  trovare  d,  s. 

t—a      18                 an-^-tn       210 
Dalla  tavola  si  ha  d— —  v  —3;  s—  — - —  —  -^ 105  ;   e    vi 

ti— i  O  A  A 

corrisponde  la  progressione  crescente  4  6  .  9  .  12  .  15  .  18 .  21  .  2i. 

2f— <in    8i  2«— 2tfH   - 

«.•  Dati  a— —6,  H— 6,  1— 24,  si  ha  «— —^—14;  rf— ~- 

'  n  6  n« — n 

120 

— -q^- — 4,  corrispandendovi  la  progressione  crescente  * — 6— 2.4-2. + 

6,+10.+14,  di  cui  la  swhraa  è  32—8=24. 

I» — o»          J05 
3^."  Dati  a-16,  f-  —19,  t 12,  si  ha  J-  r ~  -  —  3; 

2«        —24 

«•*  ^-rz  —  ^;;j-ó  —  +  8;  ed  essendo  d  negativa,  si  forma  la  progressione 

decrescente  ^16.11.6.1. — 4.-9. — 14. — 19,  di  cui  la  somma  resulta 
34— 46— —12  cioè  un  numero  negativo. 

t — a^d      — 12 
4^  DaU  a 3,  ( 13,  d 2;  si  ha  n ^  -   -  —  -  -  +  6  ; 

f«— a«^.|d+ad        192 
**^ 2rf ""Hi  —  ""^^»  come  si  verifica  nella  progressione  de- 
crescente, i — 3. — 5. — 7. — 9. — 11. — 13. 

5.^  Trovare  la  somma  di  un  numero  qualunque  n  di  termini  della  pro- 
gressione de'  numeri  impari  f  1 . 3 .  5  . 7  . 9  .  ec. 

2an+rfn* — dn 
Sostituendo  i  valori  di  a— 1,  d— 2  nella,  formula  v ^ »  si 

2n — 2n«— 2n 
ha  s— 2 —  n«i  e  quindi  si  stabilisce  in  generale  che  il  ter- 
mine sommatorio  della  progretsiotte  de*  numeri  impari  si  esprima  dal 
quadrato  del  numero  de*  termini.  Difatio  si  ha  1  +  3  —  4,  1-1-3  + 5  — 9, 
1+3+5+7-16,  ec. 

168.  Avendo  riguardo  alla  doppia  specie  della  progressione ,  si  vede 
che  ciascuno  de*  quattro  elementi  a,  t,  d,  »  può  essere  rappresentalo*  da 
un  nunkcro  positivo  0  negativo,  intero  0  fratto;  ma  il  valore  di  n,  come 
quello  che  esprime  il  numero  de'  termini ,  deV  essere  sempre  positivo  , 
essendo  evidentemente  un  assurdo  il  numero  dei  termini  negativo.  Se  poi 
si  suppone  o  dalle  formule  resulta  n  positivo  e  frazionario  della  forma 

r 

—,  pare  che  vi  fosse  lo  stesso  assurdo  del  valore  di  n  negativo,  non  pre- 
sentando a  prima  vista  una  tale  espressione  alcun  senso  intelligibile:  ed 


i 
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impossibile  a  direi  vero  si  deve  rigaardare  nna  progressione*,  cui  si 
riferiscono  i  (re  dati  come  si  enanciano,  quante  voUe  vi  si  suppone  o  se 

n'ottiene  11  valore  n« — .  Frattanto  essendo  dati  o  dedotti  dalle  formule 

tn 

ì  valori  di  a,  Jt  e  formandosi  la  progressione  .{■  a.  a+ct  •a+2(i  ec.  cui 

r 
si  appartiene  il  valore  frazionario  n—  —,  «e  egli  fosse  possibile  di  scom- 
porre ogni  termine  di  questa  in  on  numero  m  di  termini ,  ebe  successi- 
vamente presi  formassero  una  nuova  progressione,  allora  è  chiaro  che  un 
numero  r  di  termini  di  essa  riferito  alla  prima  progressione  si  dorrebbe 

f 

eaprimere  dal  fratto  — ;  ber  lo  che  in  simile  caso  svanirebbe  l'assurdo, 

m 

< 

ed  i  tre  elementi  dati  con  i  due,  che  dalle  formule  si  deducono ,  si  po- 
trebbero agli  m  termini  della  nuova  progressione  con  alcune  modificazioni 
riferire.  Ora  noi  proveremo  essere  sempre  possibile  l'anzidetta  scomposi- 
zione, per  lo  che  ci  faremo  a  risòlvere  il  seguente  problema  generale:  Data 
la  progressione  -s-a.  a-fd.a-f-2d.a-f  3d,  ec.  formarne  una  nuova  con  t- 
scomporre  ciascun  termine  della  data  in  un  numero  m  di  termini. 

Si  chiami  A  il  1**  termine,  e  D  la  differenza  della  nuova  progressione: 
scomponendo  il  1**  termine  a  della  data  in  m  termini ,  saranno  i  mede- 
simi  espressi   secondo  lo   formula  del  termine  generale  (n.^  162)  dalla 

progressione  ^  A  ,  A-{-D  .  A+20 A-^{m — i)D  ,  e  la   somma  di  questi 

m  termini)  che  per  la  formula  del  termine  sommatorie  (n.^  164)  è  espressa 

da  (-i-f  ii+(m— 1)D)—  —  (2^-f{m— 1)D)—  deve  per  la  coedizione  del  pro- 
blema essere  eguale  ad  a;  perciò  si  ha  l'equazione  1*^  (2^-f(m — l)i>)— — a. 

Scomponendo  il  2®  termine  della  data  a-^d  in  m  termini  »  che  siano  in 
progressione  coi  precedenti  tn  termini,  in  cui  si  é  scomposto  il  1®  termi- 
ne a  ,  sono  gli  stessi   rappresentati  dalla   progressione  ^  A-{-  mD .  A  -f 

(m-fl)I> ilH-(2m — 1)I>,  essendo  m-fl  il  posto  del  1^  in  riguardo  alla 

progressione  i  A ,  A+D.  ec-  e  2m  il  posto  dell'ultimo»  e  la  loro  somma 

(il-fmD-fi+(2f»— 1)D)-— (2-à-f(3m— T)D)-  dev'essere  eguale  ad  a-fd; 

•  ni 

quindi  si  ha  l'equazione  2"  (2JÌ+(3m— l)D)-j  =o^  d. 

Le  due  equazioni  1**  e  ft^,  che  possono  mettersi  sotto  questa  forma 

1*  2m^-fm*D— mD— 2a...2'  2mJl-f3m»I>— mD— 2a-f2d, 

servono  a  determinare  i  valori  deHe  due  incognite  A  e  D:  difatto  avendo 

A  il  medesimo  coeflSciente  nelle  due  equazioni,  si  sottrae  la  1*  dalla  2*, 

2d  d 

.  e  si  ottiene  2m*D— 2rf,  o  sia  D—  ;r— -  —  — ;  ;  soAituendo  il  valore  di  D 

2m*      m 
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d 
Dell'  eqoaiione  i\  ne  resulta  %nA  +  (m*  -i-  m)  — ;  —  2a ,  o  sìa  %fnA  -f- 

(iwr— 1)  — — 2a.  ain»-A+(m— l)<f-2am,  e  quindi  ii— ^-j~ — r-. 

DetermÌDali  i  valori  delle  due  quanlitè  ii  e  D»  il  problema  si  tiene 
come  risolato,  potendosi  sempre  per  mezzo  di  queste  due  formule  for- 
mare successivamente  I  termini  della  nuova  progressione  provenienti  da 
ciascun  termine  della  data  scomposto  in  m  termini. 

SI  può  ancora  esprimere  In  funzione  di  a  e  d  un  termine  qualunque 

della  nuova  progressione,  di  enf  il  posto  sia  N,  per  mezzo  della  formula 

del  termine  generale  A-^{N — i)D,  che  per  la  sostituzione  de'  valori'di 

^  ^.  .        2am— («1—1)4      (N'-i)d      2am— (m— l)d+(2iV— .2)ii 
A  t  D  diviene  z.- H : —  — ^—r — 

2am+(2iV— 2— ni+l)d      2am+(2JV— w— 1)<J 

2^, — KjT^ ;  e  eliiamando  T  questo  ter- 
mine, si  ha  la  formula  del  termine  generale  della  nuova  progressione 


T— s~"i •  Lo  stesso  può  praticarsi  pel  termine  sommatorio 

espresso  dalla  formula  (^-{-7)-,  che  per  la  sostitnxiooe  de'  valori  A  e 


)x?- 


-.  ..  .        /2am— (m— l)d-f.2am+(2iV— *m— l)d 
Ti»,em,\^ ^^ 

/4«m-^.(2^•— m— 1— m+l)<I\  w  N     l2amMff—'>*)à)N 

\ iS^ J  A  2 Sii •  ^  "'  «"••»•  * 

la  somma  di  un  numero  N  di  termini,  cominciando  sempre  dagli  m  ter- 
mini in  cui  si  scompone  il  1®  termine  a  della  data,  si  stabilisce  la  for- 

(2am+(jy— in)rf)iV 
"""'•  ^ ^* • 

Quante  volte  la  data  progressione  è  decrescente,  si  ha  d  negativo,  e  le 
formule  ritrovale  di  D,  A,  T,  S  convengono  pure  al  caso  della  progres- 
sione decrescente,  sostituendovi  per  d  un  noaiero  negativo  a  somiglianza 
delle  altre  formule  delle  progressioni. 

Es,  4.**  Sia  data  la  seguente  progressione  4-  5  .  8  .  11 .  14  .  ec.  e  si  vo- 
glia scomporre  ciascun  termine  in  quattro. 

Comparando  colle  formule,  si  stabilisce  o— 1(,  c^— 3,  m— 4,  e  mercè  la 

31  3        0 

sostituzione  si  determina  il—  rr,  ^"^  Ta  ""  oa't  dunque  la  nuova  progres- 
si    37    43    49     55    61    67    73 
sione  viene  espressa  da  ^^^  •  55  •  33  •  j^  '  35  •  33  •  32  •  32   "'•  '"   ^"* 
la  1*  coppia  di  4<>  termini  somministra  la  somma  5,  la  2*  coppia  dà  8, 
«  così  di  seguito  come  richiede  il  quesito. 

Es.  i."*  Data  la  progressione  cosi  espressa  ^  1Ò.4.— 2.— 8.  ec.   scom- 
porre ciascun  termine  in  altri  tre. 

21 
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—2  12 

Sì  ha  U^iO,  d— — -6,  m— 3;  D-m—  ,  A  «4#-  -j  ;  onde  si    forma   la 

12    10    8  2         4 

nuova  progressione  decrescente  f  -r-  .  v  •  5 0 .  —  -  .—  -r .  —  ce.  in 

cai  la  somma  de'  termini  presi  tre  a  tre  corrisponde  ai  ierniiiii  socces- 
9ivi  della  data  progressione. 

Sciolto  in  un  modo  generale  il  quesito,  si  stabilisce  esser  sempre  pos- 
sibile di  formare  una  seconda  progressione  con  iscomporre  ogni  termine 
della  prima  in  m  termini  ;  e  prendendo  un  numero  N  di  lermìni  nella 
seconda ,  se  si  divide  i^  per  m ,  si  ottiene  il  numero  de'  termini  della 
prima  progressione,  alla  di  cui  somma  corrispondono  gli  AT  termini  della 
seconda. 

Sia  in  l""  luogo  N  moltiplice  di  m,  e  si  esprima  da  I^^pm;  allora 

iV      pm 

~  *-  ~  *JV|  0  sia  gli  If  termini  della  seconda  eguagliano  la  somma  di 

un  numero  p  di  termini  della  prima. 
Sia  in  2**  luogo  i^— pm+f,  nel  quale  caso  si  ha  l'espressione  frazio^ 

JV      pni-\-q  ig 

naria  —  —  —  *•»+--,  o  sia  il  numero  N  di  termini  della  seconda 
tn         m        '      in 

corrisponde  alla  somma  di  p  termini  della  prima  progressione  e  di  ^ 

termini  presi  fra  i  primi  degli  m  termini»  in  cui  si  scompone  il  termine 

seguente  p+1  della  prima. 

31     37     43 
Così  8  termini  della  progressione  delPes.  1^  ^  r^  .  --  •  -r  ec  si  ridu- 

oJi     oA     «12 

8  9 

cono  ad  7  cioè  a  2  termini  dell'altra  ^5.8.  ec;  9  termini  a  -r    cioè    a 

4  4 

1 

2+  2*  ^^®  ^^^  ^  primi  due  termini  5  e  8,  ed  il  1**  de'  4  termini  in  cui 

79  10 

si  scompone  11  3^  termine  11,  ch'è  ^;  e  10  termmi  corrispondono  a  ~ 

2 

cioè  a  2  2»  che  sono  i  primi  due  termini  5  e  8  coi  primi  due  de'  quat-- 

tro  termini  provenienti  dalla  scomposizione  del  3**  termine  11,  ec. 

169.  Posto  ciò  siamo  In  istato  di  determinare  precisamente,  il  senso 
dell'espressione  frazionaria  del  numero  de'  termini,  e  le  modificazioni  da 
farsi  sopra  gli  elementi  della  progressione  giusta  la  presente  ipotesi. 

Essendo  dati  i  tre  elementi  a^  t,  n,  gli  altri  due  si  ricavano  da  que* 

sto  formule  d— — -,  «— — a — ;«  supponendo  11  valore  di  n  fraziona - 

no  cioè  n— — ;  si  ha  d—  — —  —  »  *— "S —  ■■  ~a    "•  Siccome 

in  r  r— -I»  zin  zm 

m 
n  è  frazionario,  cosi  la  progressione  ^a.  a+d  •  a-f2(/ .  ec.  che  si.  forma 
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con  sostimirTi  il  ?alore  trovato  di  d ,  oon  può  avere  alcun  termine  e- 
gnale  a  l,  né  on  qualunque  numero  di  termini  della  stessa  può  dare  la 

somma  s-«    ^     ■,  eome  resulta  dalla  formula. 

r 
Dovendosi  dare  un  senso  al  numero  n— — ,  fa  d'uopo  scomporre  ogni 

termine   della   progressione  ^  a  .  a+d  •  a+2<2 .  ec.  in    m  termini  >   che 

formino  una  nuova  progressione,  e  prenderne  un  numero  r  di  terroiai. 

d 
A  questo  oggetto  ci  serviamo  delle  formule  già  stabilite  Dr-  -- ,  il— 

2am — (m — ì)d      .  ,  ,      .        j.    .     fC— o)w    ,. 

■  ■  ,  che  per  la  sostituzione  di  d—  ■  divengono    D  — 

_^(m— <}((— a)ffi 
(f— o)fn         f— a  r-^m  2a(f— m)— (tu— i)(^— q) 


(r^m)in»    (r— m)m'  2m»  2m{r— m) 

e  con  questi  valori  di  ^  e  D  formiamo  la  nuova  progressione  ^A.A-^- 
D»  A-Ì-2D.  ec-  di  cui  si  devono  considerare  r  termini.  Ora  la  iomma 
de'  primi  m  termini  di  qwsta  progressione  è  eguaU  ad  a  ,  provenendo 
gli  slessi  dalla  scomposizione  di  a;  e  di  una  maniera  generale  possiamo 
determinare  il  posto  degy  m  termini ,  che  danno  la  somma  t,  Concios- 
siacbè  chiamando  P  il  posto  del  l**  fra  gli  m  termini  cercati ,  sari  jP-f 
m — 1  il  posto  del  m»}fi\Ot  cominciando  a  contare  dal  termine  P*»»  inclu- 
sivamente,  e  questi  due  termini  secondo  la  formula  del  termine  generala 
resultano  ^4-(P  —  i)D,  A-h{P-{rm — ^2)D;  per  lo  che  la  condizione 
della  somma  di  questi  «t  termini  eguale  a  (  sommistra  l'eguaglianza 

(J+(P— l)D+J+(P+m— 2)D)  -^  -^  0  sia  (2^+2PDu_3D+Dm)m-2<,, 

2r— (2il— 3D+Dm)m 
da  cui  si  deduce  il  valore  di  P— ^77-- ,  ^rhe  per  la  sosli- 

tuzione  de'  valori  di  ^  e  D  diviene  dopo  le  convenienti  riduzioni 


2/r— m)(f-^a)-Km>-t+3-in)(f>-a} 

P hfs~Z'\ ,-r— m+1;  e  perciò,  il  posto  d*l- 

Z{t — a) 

l'altro  termine  sarà  espresso  da  P'A-m — 1—r — m+i+m — 1^^>  che  denota 
rultimo  termine  dello  nuova  progressione:  dunque  la  somma  degli  ulti- 
mi m  termini  della  progressione  ^  A  .  A+D  .  ec.  dev'essere  t.  Finalmente 
se  nella  formula  del  termine  somma  torio  della  nuova  progressione. 

^     (2am4(iV-tn)d)JV  ,    ,  _^  ,  ... 

5— 5—^ (n."  168)  SI  suppone  N^r,  ne  deriva  la  somma  qe- 

gli  r  termini  della  stessa  5-  ^ ^^,     ^ ^- g^, 

2ar+tr— ar      arH-tr     ,  , 
— óJZ —  ■  oJl"»  v^!^,  ^*  slessa  espressione  già  ricavala  dalla  for- 
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mula  ^— (a+l)  »  per  la  sostitaiiooe  di  n  frazionario- 

Da  ciò  che  abbiamo  diroostHto  si  rleata,  che  oel  caso  del  valore  di  n 

r 
frazionario  i  cinque  elementi  a,  t,  a,  n»  —,  $  noo  possono  convenire  alla 

progressione  ^a  ,a+d  »  a-\-2d .  ec.  ma  il  bene  ad  un  numero  r  di  ter- 
mini dell'altra  4ii.  À-^-D.  iA+2l>ec.  formata  dalla  scomposizione  di  cia- 
scun termine  della  1*  in  m  termini  colle  seguenti  modificazieni  :  il  nu- 

r 
mero  de'  termini  —  corrisponde   al  namero  r,  la  quantità  a  riguardata 

come  1®  termine  esprime  la  somma  de*  primi  m  termini ,  la  quantità  I 
come  ultimo  termine  denota  la  somma  degli  ultimi  m  termini,  ed  s  come 

r 

somma  del  numero  —  di  termini  della  1*  corrisponde  alla  somma  dì  tatti 

m 

gli  r'. termini  della  seconda  progressione,  servendo  d  per  determioare  la 

d 

difléreosa  della  2^  espressa  da  D*  -r* 

•Il 


Et.  Dati  a— 3,  1^17,  n— -=-  trovare  d  e  t. 


19 


Dalle  formule  si  deduce  d— r— 15;  •■■ — ó — —38.  Questi  cinque 

elementi  non  convengono  alla  progressione  4  a  .  a+d .  a+Sd .  éc.  cioè  a 

d        1 

4  3  . 8 .  13  .  i8  .  23  .  ec;  ma  facendo  r— 19,  m^H,  si  trova  D  —  —  —  ^ 

Iti*         o 

2am— (m^i)d    1 
-i— a  —  n;  e  gli  eleoKOti  convengono  ai  diciannove  termini  della 

1    2    3    4    5      15      19 

nuova  progressione  *  «  •  5  •  J  '  jt  •  ié  ••'  "iT  •*•  IT  t  ^'  cui  i  primi  cinque 

termini  danno  la  somma  3,  gli  ultimi  cinque  la  somma  17,  essendo  la 
somma  di  tuui  19  termini  38. 
Ed  in  qualunque  modo  si  combinano  i  cinque  elementi  a  •»  3»  (  — ^  17, 

19 
n— -7T-  d— 8,  «—38,  tre  a  tre,  dalle  formule  corrispondenti  si  ricavano 

gli  altri  due,  dovendosi  sempre  questi  elementi  riferire  ai  diciannove  ter- 

12    3 
mini  della  progressione  "^  «  *  h  •  jì>  ^^-  come  sopra ,  sia  che  ne*  tre  dati 

19 
si  comprenda  n—  -r-,  o  che  dalla  formula  si  deduca  lo  stesso  valore. 

170.  Stimo  ora  pregio  dell'opera  il  risolvere  i  due  seguenti  problemi, 
che  dalla  teoria  del  numero  de'  termini  frazionario  si  possono  derivare. 


«89 
Pkoblbha  i.^ 

Dola  la  pmgrtMiofM  arihMUea  i  a  .  a-A  .  a  +2d  ce.  riiravarB  il  nu- 
-niefo  de'  terminif  di  cui  la  somma  $ia  eguale  a  zero. 

I  tra  elamanli  dati  aono  il  1**  termine  a ,  la  differenza  d  ,  la   somma 


-~(2a-d)  ±  t/  {Sdi  +  (2a  -  <<)«) 
a— 0,  e  dalle  formqle  si  ha  n  — ^j: ,    tfhe 

— (2a  — 4i)db(2a-><l) 

nel  easo  di  a  i»  0  diviene  n— .  .       ,  di  cui  mn  valore  é 

Za 

d— 2a 
sarò»  e  T altro  valore  n-" — -; — risolve  il  quesito,  qaante  volte  resulta 

u 

positivo.  Eceo  I  vari  casi  che  possono  aceadere  :  I"  nella  progressione  cre- 
scente si  ha  d  (tositivo,  e  se  a  è  pare  positivo,  il  problema  si  scioglie 
nel  solo  caso  di  d  >  2a,  ottenendosi  il  valore  di  n  espresso  da  una  fra- 
ti+2a 
lione  propria;  se  a  è  negativo,  si  ha  n  ^  --^ — ,  e  cosi  ne  resulta  'I  nu- 
mero positivo  n  intero  o  fratto.  2®  Nella  progressione  decrescente  d  è 

«g.tiro.  .e  a  é  posUivo.  s.  h.  n-:^-=-^.  che  si  rMuce  .1  numero 

—  a 

d  +  2a                                                                  — d4-2a      rf— 2a 
positivo  — 2 —  *nl«ro  o  fratto;  se  a  è  negativo,  si  ha  n  —    .     —  — — 

eh' è  numero  fratto  positivo  nel  caso  di  d>2a,  considerando  in  questa 
comparazione  per  d  ed  a  ì  soli  numeri  senza  avere  riguardo  ai  loro  se- 
gni* Ora  quantevolte  si  trova  per  f|  un  numero  frazionario  ~ ,    secondo 

«  fi* 

elò  eh' è  stato  sopra  stabilito,  si  deve  il  problema  riferire  alla  progres- 
sione che  si  forma,  scomponendo  ciascuno  termine  della  data  in  m  parti, 
di  cui  un  numero  r  di  termini  dovri  dare  la  somma  zero. 

PnOBLBMA  2.^ 

Date  le  due  progreeeioni  aritmetiche  1"  4-  « .  «  +  ^ .  «+2^ .  a  4-  3$ .  ec. 
...  2*-i-a'.a'-|.y.ft'-i-  2d'.A'rf  3^.ec.  determinare  il  numero  n  de'ter^ 
mini  comune  ad  anUridueper  ottenere^  la  medeeima  somma  cioè  la  somma 
di  n  lerm^fit  delVuna  eguale  a  quella  di  n  fermtnt  delV  altra. 

Sottraendo  la  2*  dalla  f^  termine  per  termine  e  facendo  a  —  «'  —  a , 

j(  —  d' -* dy  si  ottiene  la  progressione Ta.a  +  d.a-|-2«(.a  +  dd.eé.  che 

per  M  condizione  stessa  del  problema  dari  la  somma  di  n  termini  eguale 

'  d — 2a 

a  zero.  Onde  il  problema  2°  al  1^  si  riduce ,  e  si  ha  n  —  ■         ,  risol- 

,  a 

vendosi  il  presente  quesito  negli  stessi  casi  e  colle  stesse  condizioni  dei 

precedente. 

Applicazione.  Una  òarca  di  fuggitivi  fa  nel  4^  giorno  del  suo  viaggio 

4S  leghe f  ed  avvantaggia  U  tuo  corso  di  2  leghe  per  giorno;  un  vaecello, 
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eht  Vimegue,  veleggia  con^^sta  progresiione  -i  6  .  11 .  16 .  ee.  Si  domanda 

t>»  quanti  giorni  V arriverà,  ed  a  quante  leghe  lungi  dal  porto. 

Per  iscioglìere  questo  qoesUo  si  deve  ritrovare  il  numero  n  de'  lermini 

che  dà  la  stessa  somma  nelle  dae  progressioni 

1^  ^  13  .  15  .  17  .  19  .  21  .  23  .  ec.  ...  2*  x  6  .  11 .  16 .  31  .  96  ,  31  .  ec. 

0  pare  la  somma  iero  nella  progressione  delle  differenze  de'  termini  ano 

cessivi  3"t7.4  .1.  —  2.  —  5.  —  8.ec;  quindi  si  ha  a— 7,d-" — 3» 

d— 2a  17 

e  sostituendo  nella  formala  n— — 7—,  si  ottiene  n-^-r  osta  il  vascello 

2 

dovrà  raggiungere  la  barca  dietro  5  giorni  e  -  di  viaggio.  "Volendo  de- 
terminare la  distanza  del  punto  d'incontro  dal  porto»  si  fa  uso  della  1^ 
o  2'*  progressione,  di  cui  si  conosce  il  1°  termine,  la  differenza  ed  il  nu- 
mero de'  termini,  e  si  deve  dedurre  la  somma  per  mezzo  della  formula 

2an-\-dn* — dn  17 

5-t"     ■       a :  difatto  sostituendovi  a  ^13,  d  — 2,  n  — -^,  si  otlie- 

901 
ne  S'^  —  ,  come  si  potrebbe  av^re  meroè  la  2*  progressione,  sostituendo 

17 
nella  formula  di  s  i  valori  di  a  — 6,  d-"5,  n  — -r-;  dunque J  due  legni 

2        ,  1 

s'incontreranno  dietro  5  giorni  ex  alla  distanza  di  100  leghe  e  ^  dal  porto. 

17 

A  fio  di  rischiarare  11  senso  del  valore  frazionario  n-*  -r-,  si  deve  scom- 

porre  ogni  termino  delle  progressioni  1*  e  2""  in  3  termini  per  ottenere 
in  questa  guisa  altre  due  progressioni,  e  la  somma  di  17  termini  di  cia- 
scuna di  esse  sarà  espressa  dal  medesimo  numero  -^-.  Cos)  per  la  pro- 
gressione 1''  T  13  .  15 .  17  .  19 .  ec.  si  ha  a  — 13 ,  <<  —  2,  m  — 3,  che  sosti- 

37  2 

tuiii  ne'  valori  di  A  e  D  (n.®  168)  danno  \i—-g-,  ^""^t  essendo  il  ter- 

37  .  2  v/  69 

mine  17'"*.  espresso  <*»  gf  "^  9  A  *^'"  9  '  quindi  si.  ha  la  progressione 

..  _  .  .  ,,       37    39    41    43    45    47  69 

di  17  termini  (^)  "t  g^  •  ^  •  -^  .  ^j-  .  -jp  •  -j  -^t  di  cui  la  somma 

37  +  69  x/  17      901 
eguaglia    ' — ^ —  A  ¥  ""  "flT  *    ^    eonsiderando   la    progressione  2* 

13  5 

^  6  . 1 1  .  16 .  91  .  ^c.  si  ha  a  —  6,  d  —  5 ,  m  —  3  ;  perciò  -*  —  g  »  ^—  5* 

13      5  \/  93 

esprimendosi  H  iermioe  17"*®  <'^"9"^  9  X  ^^""o  »  ^**  "•  risulta  b 

^.  ,^  .  .  ,         13    18    23    28    33    38  93      ^ 

progressione  di  17  termini  (B}  *  g"  •  9"  •  "o  •  "o  '  "o  '  o"  """  7  ' 

901 


dà  la  somma  -;r- eguale  alla  precedente. 
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Se  si  Tolesse  scomporre  la  progresslose  delle  differenie  f  7 .  4 . 1 .  —  2 .  ed. 

24  —3 

si  dovrebbe  fare  a— 7,  d— 3,  m— 3,  e  si  troverebbe  A-m-^,  /)  —  — g,  ri- 

24    21     18    15    13    9 
cavandosi  la  progressioDe  decresceote  *  "g  *  g"  *  "o  •  'g  *  "g  *  5  *  •e.  col 

—24 
termioe  17"^«-— g-,  di  cai  la  somma  sarà  zero;  e  qacsta  corrisponda 

alla  differenza  dei  termini  successivi  delle  dae  progressioni  (A)  e  (0). 

17 

In  simile  guisa  il  valore  frazionario  di  n-*  -r-  ci  avverte  dell'impos* 

sibilila  della  somma  di  un  qualunque  numero  di  termini  della  progres- 
sione 1*  ^13.1tf.l7.ec.  eguale  a  quella  dello  stesso  numero  di  termini 
della  2*^76.11.16.60;  e  perciò  i  due  legni  non  potranno  rincontrarsi 
alla  fine  di  un  numero  qualoniue  intero  di  giorni.  Ma  se  invece  di  aver 
riguardo  alle  progressioni  degli  spazi  descritti  di  giorno  in  giorno  si 
considerano  quelle  degli  spazi  percorsi  di  terzo  in  terzo  di  giorno,  che 
sono  le  due  (A)  e  (B),  siccome  17  termini  dell'una  e  dell' altra  danno  la 

oiedesima  somma  100.g»  cosi  l'incontro  saccede  ad  una  tale  distanza  die- 

2 
tro  17  leni  di  giorno  cioè  .dietro  5  giorni  è  ^-  In  si  fatta  guisa  avendo 

la  barca  de' fuggitivi  percorso  in  5  giorni  gli  spazi  13+  15 f  17  +  194-21 
«85,  dovl-à  giusta  la  legge  delle  forze  accelerative,  di  cui  l'effetto  si  au- 
menta d'istante  in  istante,  descrivere  nei  tre  successi w  terzi  del  6®  giorno 

67-     69    71    207  .       ,  .    67+09      ,„  1 

-^  +  •g-+— — —  —  23,  e  ne'  primi  due  terzi  — ^ —  —      g»  ^^^  *^™' 

mati  con  85  formano  le  100  leghe  e  g  ;  e  il  vascello  in  5  giorni  descriva 

88      93  1'* 

6  +  11  +  16  +  21+26  — 80,  e  nei  due  terzi  del  6"^  +T""2^9    »  ^^^ 

88      93      98 
sono  i  primi  due  termini  dei  ^ro  tt  +  "g  +  g*  "*  ^1  spazio  corrisponden- 
te al  6^  giorno,  e  80  +  20-  danno  la  somma   ^00  r  come  sopra. 

Finalmente  è  da  notarsi,  che  per  fare  svanire  la  forma  frazionaria  del 
valore  di  n  si  deve  il  quesito  proposto  in  quest'altro  tradurre:  Una  barca 

37 

di  fuggitivi  fa  nel  4^  terzo  di  giorno  ^  di  lega ,  ed  avvantaggia  il  tuo 

2 

ewto  di  g  di  lega  per  ogni  terzo  di  giorno;  un  vatcello,  che  Vimegue, 

veleggia  con  deecrivere  ne*  tucceuivi  terzi  di  giorno  gli  tpazi  in  progret' 

W    18    23         ^.   . 
Itone  *  "5  •  g"  •  "g*  ®c.  5i  domanda  ec. 


• 
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24    2i     18 
Essendo   ^  "T  «  "g"  *  7:  ^*  ^^  progressione  delle  ditTerenze   delle  doe 

24  —3  d^2a      , 

dalc,  si  ha  a—  ^  ,  *'  — "o»  *  sosliloendo  nel  valore  di  n—     -  — ,  et 

ottiene  n^17»  ch'è  un  numero  Intero,  di  cui  l'unità  corrisponde  a  z    di 

giorno. 

ARTICOLO  II. 

< 

DelU  proporzioni  geometriche, 

171.  La  proporzione  geometrica  a:b::c:d  si  deve  riguardare  come  una 

a  e 
frase  identica  alla  equazione  r  ""  ^»  ^^e  si  trasforma  per  la  moltiplica- 
zióne di  ambidue  i  membri  per  hd  nell'altra  nd— 5c;  e  traduceodo  que- 
si'  uliinia  nel  linguaggio  comune,  si  ha  il  seguente  teorema  fondamentale: 
nella  proporzione  geometrica  il  prodotto  dei  termini  estremi  è  egucUe  a 
quello  dei  medi.  Tale  è  il  nesso  esistente  fra  la  divisione  e  la  moliìpli- 
cazione,  che  l'eguaglianza  dei  due  quozienti  produce  quella  del  due  pro- 
dotti .dell* antecedente  di  nn  rapporto  per  lo  conseguente  dell'altro  cioè  de- 
gli estremi  e  dei  medi.  All'inverso  data  l'egoa((1ianza  ad^be  fra  due 
prodotti,  di  cui  ciascuno  proviene  da  due  fattori,  si  ottiene  pure  T egua- 
glianza di  due  quozienti  o  rapporti,  prendendo  nello  stesso  prodotto  uà 
fattore  per  antecedente  del  1^  rapporto,  e  l' altro  fattore  per  conseguente 
del  secondo ,  cioè  i  due  fattori  di  un  prodotto  per  estremi  e  quelli  del- 
r altro  per  medi,  potendosi  una  sì  fatta  proporzione  scrivere  in  quattro 
diversi  modi:  giacché  l'equazione  proposta  ad  — ^  si  può  in  1**  luogo 

ad      bc  a      e 

dividere  per  bd  ed  ottenere  r^^T,o  sia  t  —  >  che  dà  il  1"  modo  di  scri- 

oa      od  (fa 

vere  la  proporzione  a:b::c:d;  si  divida  io  2<*  luogo  per  ed,  e  si  ha 

ad      bc    •         a      b 

-1  —  ~\.  0  sia  -  —  -,  che  dà  il  2®  modo  della  stessa  proporzione  aienbid, 

Cd      Cd  e     a 

ad     bc  de 

in  3®  luogo  di>idendo  per  ab,  si  ricava  "7  —  ^  <>  *'•  r  —  "  >  ®^®  ***  '^  ^ 

ad       bc 
modo  d:6  ::  e  za;  ed  in  4**  luogo  la  divisione  per  oc  somministra   ~~  ~"  ^ 

d      b 
cioè-  —  '  ed  il  4^  modo  della  proporzione  dieiibia. 

La  medesima  dimostrazione  serve  a  provare  che  la  proporzione  geome- 
trica aib  ::c:d  può  scriversi  nei  quattro  modi  diversi  già  stabiliti 
a:ò::  e:d,a:c::  6:d,d:ò::  c:a,d:c  ::  ò:a,  come  quelli  che  derivano 
dall'equazione  ad  —  bc  dedotta  dalla  data  proporzione;  e  ciascuna  di  que- 
ste proporzioni  potendosi  in  altro  modo  scrivere  con  cambiare  l'ordine 
de'  rapporti  eguali  in  qu^ta  guisa  c',d::a:b,b:d::a:CfC:a::d:b,b:a::d:Cf 
si  dice  in  generale  che  la  stessa  proporzione  geometrica  può  scriversi  in 


i 
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otto  diversi  modi,  cangiando  solamente  il  posto  de'  suoi  termini ,  come 
8i  è  stabilito  in  riguardo  alla  proporzione  aritmetica  (n.**  i57). 

172.  Dati  tre  termini  Ai  una  proporzione ,  possiamo  sempre  ritrovare 
il  4^  termine  mancante  per  \ò  teorema  fondamentale  sopra  stabilito;  im- 
perciocché desigilando  gli  estremi  per  £,  e,  ed  i  medi  per  ^,  m,  Éì  ha 

Mm 
l'eqdatione  Ee  —  Jlfm,  che  dà  £  — cioè  uno  degìi  estremi  egtiaglta 

e 

.  Ee    ,  ^ 
il  prodotto  de'  medi  diviso  per  V  altro  esttemo;  e  Jlf  ««  -—  cioè  uno  dei 

medi  eguaglia  il  prodotto  degli  estremi  divisò  per  l'altro  medio;  ed  a  ciò 
si  riduce  la  famosa  regola  di  proporzione  conosciuta  sotto  il  nome  di 
regola  del  tre  o  aurea,  che  dovremo  in  appresso  sviluppare. 

Se  nella  proporzione  ordinaria  a:b  ::  e:  d  si  suppone  6  »  e,  essa  di- 
viene continua  e  per  brevità  si  scrive  -k-  a:6:d,  raddoppiando  i  punti 
per  distinguerla  da  quella  aritmetica.  Essendo  eguali  i  due  medi ,  si  ha 

a       b 

^  »■  -  o  sia  od  —  6^,  e  quindi  fiella  proporzione  geometrica  continua  il 

prodotto  degli  estremi  i  eguale  al  quadrato  del  medio  proj>orxionale,  che 
si  deve  come  semplice  traduzione  dell'^eguaglianza  de'  prodottf  riguardare» 
riducendosi*  il  prodotto  de'  medi  per  la  loro  eguaglianza  alla  2*  potenza 
0  quadrato  del  medio  proporzionale.  Onde  dati  due  termini  si  ricava  sem- 
pre il  terzo  della  proporzione  continua:  perchè  chiamando  M  il  medio,  si 

ha  Ee  —  Jlf • ,  ed  £  —  —  cioà.  uno  degli  estremi  eguaglia  il  quadrcUo 

e 

del  medio  diviso  per ^V  altro  estremo;  ed  Jlf  —  r  £«  cioè  il  medio  pro- 
porzionale eguaglia  la  radice  quadrata  del  prodotto  degli  estremi. 

173.  Eséendo  stabilita  una  proporzione  come  per  es.  aib  u  e:d ,  si 
^ssono  i  termini  dello  stesso  rapparto  cioè  Ciascuno  antecedente  e  il  suo 
conseguente  moltipKcare  o  dividere  per  lo  stesso  numer<f,  ciò  che  non 
altera  la  proporzione:  perchè  'i  rapporto  geoiiietrico  di  due  quantità  a  e 

b,  come  quello  che  s'i  esprime  dal  loro  quoziente  o  sia  dal  fratto  ^  ,  ri- 
mane costante  mercè  fa  moUiplicaÉione  del  numeratore  e  denominatore 
pel  medesfmo  fattóre  m  intero  o  fratto  (arit.  n.°  69  e  130);  e  quindi  si 
ha  in  genera  fé  ma  :  mb  ::  ne:  nd.  Vari  sono  oltre  a  questo  i  can- 
giamenti, ài  éui  è  òapace  una  proporzfono  per  la  somma  o  sottrazione 
de'  suoi  termini  semplici  e  de'  loro  molifplici  o  summoltiplici;  e  noi  sta- 
biliremo unv  formula  generale,  da  cui  tutti  si  potranno  derivare. 

Esista  la  proporzione  a:à::o:d,  che  dà  4' equazione  fondamentale 
àdmmbe;  molti  pi  icaihdo  ambldue  i  membri  per 'in,  si  ha  mad^mbe;  ag- 
giungendo 0  sottraendo  lo  nplo  del  prodotto  od  de'  conseguenti  col  fat- 
tore d  comune  al  l""  membro  e  à  al  2?,  si  ottiene  mad±:nbd^mbc:±^nbd; 
e  rfducendo  hi  faitorf,  si  ha  l'equazione  (A)  {maptnb)d'^{me±znd)b, 

25 
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L'equazione  ad^mbc  si  trasforma  in  qnd'^qbc ,  e  aggiungendola  e  sot- 
traendola dai  prodotto  ac  degli  antecedenti  preso  p  volte,  si  ottiene  pac 
ztqad'^p(tcdzqbe,  che  ridotta  in  fattori  è  segnata  (B)  {pc±qd)a'^{pa:à-qb)c. 
Il  prodotto  delle  due  equazioni  (A}  e  (B)  dà 

{ma  ±1  nb)  {pc  dt  qd)  ad  —  [me  ±  nd)  {padzqb)  bó; 
luglicndo  i  fattori  eguali  ad^  bc,  no  resulta 

(C)  ima±inb)  {pc:àzqd)  —  (mcztnd)  (pa ±76), 
da  cui  si  ricava  la  seguente  formula  generale 

(D)  ma  ±:nb:pa±:qb  ::  me,=b  ndipedt  qd. 
Siccome  i  numeri  m,  n,  p,  q  possono  essere  funzionari,  così  la  formula 
stabilita  esprime  tutti  i  cangiamenti  per  somma  0  sottrazione  de'  rnolti- 
plici  e  summoUiplici  de'  termini  della  semplice  proporzione  a:b  ::  e  :  d. 

In  riguardo  al  doppio  segno  db  si  osservi,  che  devono  corrispondere  i  se- 
gni lutti  e  due  +  o  pure  —  per  i  termini  che  sono  fattori  nella  stessa  ccfua- 
zione  (A)  e  (B);  perciò  devesi  prendere  lo  stesso  segno  superiore  o  inferiore 
ne'  due  antecedenti,  come  pure  ne'  due  conseguenti, ciò  che  serve  per  Iscoin- 
porre  la  formula  generale  (D)  nelle  seguenti  quattro  diverse  proporzioni 
(1)  ma-\-nbipa-\-qb n mc-\-nd  \pc+  qd,,.  (2)  ma— nòrpa-f  96 :: me — ndipc-\-qd 
(3)  ma-\-nb:pa — qb'.imc-^nd  :pc — qd..,{à)  ma — nbipO'-^qb::  me — ndipc — qd. 

Ora  si  supponga  nelle  proporzioni  (1)  e  (2)  m^in-"^— 1,  f/— 0,  ciò  che  darà 
a-|-6:6  ::  c  +  d:  d  .,»a  —  b:b  ::  e  —  d:d, 
che  potranno  esprimersi  in  unica  formula  aàzb:  b  ::  cdid  :  d,  cioè  il 
primo  antecedente  aumentato  o  diminuito  del  suo  conseguente  sta  allo 
slesso  conseguente  come  il  secondo  antecedente  pure  aumentalo  o  dimi- 
nuito dtfl  rispettivo  conseguente  sta  al  ie^ndo  conseguente. 

Si  supponga  m^w^p"!,  9— 0  nelle  proporzioni  (3)  e  (4),  che  diverranno 
a  +  6:a::c  +  d:c...  a  —  b  :  a  ::  e  -^  d  :  e, 
potendosi  egualmente  esprimere  in  unica  formala  adibia  ::  c±:d:c,  cioù 
li  primo  antecedente  aumentato  o  diminuito  del  <uq  conseguente  sta  al 
solo  antecedente  come  il  secondo  antecedente  aumentcUo  0  diminuito  del 
rispettivo  conseguente  sta  al  solo  seeofvdo  antecedente^ 

Si  supponga  nella  proporzione  (3)  superiore  m«n«|iA9— 1,  ciò  che  darò 

a  -rb  i  a  —  6  ::  e  +  d-:  e  —  d 
cioè  la  somma  del  primo  antecedente  e  del  suo  conseguente  sta  alla  loro 
differenza  come  la  somma  del  secondo  antecedente  e  del  rispettivo  con- 
iegi*ente  sta  alla  differenza  degli  stessi. 

Nella  proporzione  (1)  0  nella  (2)  si  può  supporre  n-^O,  p.O,  e  così 
ne  resulta  sempre  maiqb  ::  mc:qd  ;  se  io  quésta  si  fa  9—  1,  si  ha 
ma:  b  ::  me  :  d,  e  facendo  m»!,  si  ottiene  a:  qb  ::  e  i  qd;  riflettendo 
che  i  numeri  me  q  possono  essere  frazionari,  si  conchiude  che  data  una 
proporzione  geometrica,  si  possono  moltiplicare  o  dividere  i  due  antece* 
denti  per  lo  stesso  numero  e  contemporaneamente  %  due  conseguenti  per 
un  altro  numero,  ed  anche  moltiplicare  o  dividere  i  soli  antecedenii  o 
pure  I  soli  conseguenti  per  la  stessa  quantità. 
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174.  La  daU  proporzione  a:  b  ::  e  :  d  aminetU  aRri  cangiamenti  ana- 
loghi all'innalzamento  a  potenza  ed  alla  estrazion  di  radico,  che  possono 
eifellQarsi  sopra  i   snui .  termini;  imperciocché  l' equazione  de*  prodotti 

m 
Oli— frc  paò  elevarsi  alla  potenza  del  grado  -~,    ottenendosi  l'equazione 

fn  m       tn  m  m      m       m      m 

a  d  .  —  ò   e    ,  che  si  scioglie  nella  proporzione  a    :  b    ::  e   :  d  ,che  può 

n  n  n  n 

mettersi  sotto  la  forma  ^/a*"  :i/o"'  ::  V^c'"  :  !/(/*"  ;  essendo  le  quantità 

m  e  n  suscettibili  di  qualunque  valore  numerico,  si  stabilisce  che  la  pro- 
porzione geometrica  non  $i  oliera,  elevando  alla  $tes$a  potenza  tutti  i 
tuoi  termini  o  estraendo  dai  medesimi  la  radice  dello  stesso  grado;  e 
queste  due  operazioni  possono  insieme  aver  luogo  cioè  si  può  elevare 
ogni  termine  alla  stessa  potenza  ed  in  seguito  estrame  la  radice  di  un 

m 
altro  grado,  ciò  che  viene  denotato  dall'indice  della  po^nza  — . 

175,  Passiamo  ora  a  comparare  due  date  proporzioni  geometriche  della 
forma  a:  b  ::  e:  d,  min  ::  p:q,  dSi  cui  si  rica?ano  le  due  equazioni 
od  — oc,  mg— njiy  che  moltiplicale  fra  loro  danno  T  equazione  amdq^ 
hncp,  che  sciogliesi  nella  proporzione  am  ibn  ::  cp  :  dq;  o  pure  dividendo 

ad      be 
runa  de^le  stessa  equazioni  per  l'altra,  st  hit  —  —  —    cioè 

mg      np 

^  V/^    *  V*         .  j.   ^     *      •     ** 

—  X  """*  X  «  ®  quindi  —  :  ^  ::  -  :  -,  perciò  da  due  date  proporzioni  se  ne 

può  ottenere  una  terza,  moltiplicando  o  dividendo  per  ordine  cioè  uno 

per  uno  i  loro  termini  analoghi.  Inoltre  se  s\  hanno   due  proporzioni 

a 
a  :  b  ::  e  :  d^  m  :  n  ::  p  :  q  ed  il  rapporto  -  degli  antecedenti  di  una  è  e- 

m 
guale  al  rapporto  ^  4eg|i  antecedenti  dell'altra,  in  simile  caso  devono  i 

conscguenti  formare  per  ordine  una  proporzione;  perchè  cangiando  il  po- 
sto dei  medi, le  due  proporzioni  sono  aie  ::  b:  d^  m:p  ::  n:q,  e  per  l'è- 
gaai^lianza  stabilita  dalTipotesi  si  ha  bidiiniq. 

Della  stessa  maniera  si  prova,  che  Tegnaglianza  de*  rapporti  de'  con- 
seguenti conduce  a  quella  degli  antecedenti;  e  perciò  si  dice  che  in  due 
proporzióni  geometriche,  essendo  eguali  i  due  rapporti  degli  antecedenti, 
sono  pure  eguali  quelli  de'  conseguenti;  ed  alV inverso, 

Al>biano  duo  proporzioni  gli  estremi  rispettivamente  eguali  a:b  ::e:d, 
a:p::n:d;  da  esse  si  ricavano  le  due  seguenti  equazioni  ad  — oc,  ad 

—  pn,  e  perciò  bc^pn,  o  sia  b:p  ::n:  e;  dunque  si  forma  dai  quattro 
meidi  la  proporzione,  prendendo  ne'  medi  della  stessa  data  proporzione 
il  conscguente  dì  un  rapporto  e  l'antecedente  dell'altro.  Nella  stessa  guisa 
si  dimostra  ch'essendo  eguali  rispettivamente  i  medi,  si  forma  una  terza 
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proporzione  dal  quattro  estremi  con  prenderli  nello  atesso  ordine  de'  medi 
del  caso  prec^dent^;  ed  io  generale  si  stabilisce  che  Jua  proporxtom'j^eo- 
n^trich^,  che  hanno  ritpettivamenté  eguali  gli  estremi  o  i  medi,  danno 
origine  ad  una  terza  proporzione,  in  cui  gli  estremi  o  i  medi  di  una 
delle  due  proporzioni  sono  preti  uno  come  antecedente  e  Valtro  come  con^ 
seguente  ne'  due  rapporti  che  formano  la  terza. 

176.  Il  noto  principio  che  *l  rapporto  geometrico  di  doe  quantità  non 
si  altera,  moltiplicandole  per  lo  stesso  numero  m  intero  o  fratto,  eh' è 

a      ma 
quanto  a  dire  T  eguaglianza  7""=^  <2Ì  somministra  in  ganeral^  la  pro- 
porzione a:b  ::  maimb, la  quale  può  prendere  un'  inGnità  di  aspetti  di- 
versi. Ed  in  Yero  assegnando  snccessiTamente  ad  m  i  valori  interi  2,  3,  oc. 
ne   resulta  la   serie  delle  proporzioni  a  :  ò  ::  2a  :  2fr  ::  3a:3fr  ::  ec     e 

li  11. 

prendendo  per  m  i  valori  frazionari  à«  Z*  m-  &>  ottiene  f^'b  ::  -a:  -rà 

Dunque  in  generale  lo  stesso  rapporto  si  può  convertire  Vn  un'infinità 
di  rapporti  identici,  moltiplicando  o  dividendo  i  due  termini  per  lo  stesso 
numero,  o  sia  i  moltiplici  o  i  summoltiplici  simili  di  due  quantità  con- 
servano il  rapporto  delle  stesse  quantità, 

VII,  Air  inverso  data  una  serie  di  rapporti,  geometrici  eguali,  sì  pos- 
sono  tutti  0  un  qualunque  numero  di  essi  ridurre  ad  un  rapporto  ancora 
identico.  Siano  i  rapporti  eguali  di  a  ih,  c:d,  eif,  g:h,i:k,  de'  quali 
si  possono  formare  varie  proporzioni,  e  considerando  le  quattro  prove- 
nienti dal  1®  rapporto  successivamente  comparato  cogli  altri  quattro ,  si 
stabilisce  a:h  ::  eidj  a:b::  e:f,  a:b  ::  g:h,  a:  b  ::  i:  k,  da  cui  si  ri- 
cavano le  quattro  equazioni  dei  prodotti  degli  estremi  e  do'  medi  ad^bc, 
af^be,  ah-^bg,  ak^bi,  che  sommate  danno  la  seguente  equazione  ad -f 
af-\-  ah-^ak'^bc  +  be'i-bg-^bi,  ed  aggiungendovi  ab,  si  ha  ab  +  ad  +0/*+ 
ah-{-ak-m,ab  +  bc-^be'\-bg-i-bi,  che  messa  in  forma  di  fattori  sommini- 
stra (A)  o(6  4-d  +  f-|- A+A)  — 6(a-hc+«-|-<y  +  t.  e  perciò  la  propor* 
zione  a  +  c-f-a+^-ht  :  6-|-d  +  /+A+fc::a:6. 

Siccome  l'equazione  (A)  in  generale  si  verifica  con  prendere  Io  slesso 
numero  di  termini  ne'  due  fattori  polinomi  64-d  +  ^ec.  a-^-c+e  ec.  essendo 
a{b  +  d)^b(a-{-c),  a{b  +  d  +  f)^b{a-^c  +  e),  ec.  così  si  hanno  le  pro- 
porzioni a+c  :  b+d  ':  a  :  b,  a+e+e  :  5+d+/'::a:6,  ec.  dunque  in  generale 
si  può  stabilire  a+c+«+^+t  :  b-j-d-hf+h-^kiiaibiia+cib-i-diia+c^e: 
b-^-d-^f  ec.  cioè  in  una  serie  di  rapporti  geometrici  eguali  la  somma  di 
tutti  gli  antecedenti  sta  alla  somma  di  tutti  i  conseguenti  come  un  solo 
antecedente  al  suo  conseguente,  0  pure  come  la  somma  di  un  numero 
qualunque  di  antecedenti  a  quella  di  un  egual  numero  di  conseguenti, 

E  se  ci  piace  di  esprimere  questo  teorema  nel  linguaggio   aritmetico 
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delle  fraiioni,  si  dice  che  neiripotesi  delle  fraziooi  identiche  r  ~"  ^  "~  ^ 

g       i  a+c+«-|-o+t      a      a-j:;c      a-\-e+e 

—  T  —  r  èi  ottiene  i — -: — m~T  —  *  —  r"^  —  j — i — i.  ce.  o  sia  eiuten- 

do  una  serie  di  frazioni  identiche,  se  ne  può  formare  un'allm  identica,  di 
cui  il  numeratore  è  eguale  alla  somma  di  tutti  i  numeratori,  e  il  deno- 
minatore a  queUa  di  lutti  i  denominatori,  o  pure  il  numeratore  eguale 
alla  somma  di  un  numero  qualunque  di  numeratori,  e  il  denominatore 
eguale  a  quella  dello  stesso  numero  di  denominatori. 

178.  Esistano  dae  o  più  rapporti,  i  quali  si  mqltìplichfnQ  per  ordine, 
cioè  si  faccia  il  prodotto  di  tatti  gli  antecedenti  e  qaellp  di  ta(ti  i  con- 
seguenti; si  è  il  rapporto  di  questi  due  prodotti  che  dicesi  composto  jn 
riguardo  a-jciascùno  dei  rapporti  dati ,  che  prende  il  nome  di  semplice. 
Siano  le  due  ragioni  semplici  di  a-b,  e id  ,  la  ^ro  ragione^ composta  è 
ac:bd\  o  in  altri  termini  potendosi  le  ragioni  semplici  esprimere  dalle  fra-: 

a  e  ac  ... 

«Ioni  -,  -,  il  loro  prodotto  rr  denota  il  rapporto  composto.  Se  i  rappor- 
od        ■       ^  fffi 

li   semplici  sono  tre  cioè  di  q:b,  cid^eif,   sarh  aceibdf  il  rapporto 

a  yj  e  \/  e      ace 
composto,  che  proticne  da!  prodotto  delle  lr<^  frazioni  I  A  w  A  >■"  hTr' 

e  così  di  un  maggiore  numero:  quindi  si  può  stabilire  in  generale  che 
la  ragione  eompotta  resulta  dal  prodotto  delle  frazioni ,  eh*  esprimono  le 
ragioni  semplici. 

Nel  caso  dell'eguaglianza  delle  ragioni  semplici  il  loro  prodotto  cioè 
il  rapporto  composU>,  come  quello  che  proviene  da  fattori  eguali,  si  ri- 
duce  a  potenza  di  uno  qualunque  d«j  .fattori  cioè  de'  rapporti  semplici. 

Siano  i  due  rapporti  di  aib^cid,  egdéìi  fra  loro,  cioè  si  abbia  r*"*:;'  ^^' 

'  b     d 

,        ,  .      ac      a  w  e    .  ,    ac      a  \/  a  ao 

lora  la  ragione  composta  |j,  - -j -^  ^  •'«"»»«"«'"  J5  -  g  X  :«;  "  '»  M 

c  w  c    .  ac      a*      e* 

""  5  A  d  ^*^  '"  W  ""  6«  ""  5»  '  P^""*^*^  ®'  ^^  ^^  '  ^  ••  ^'  •  ^'  ••  «*!<'*>  9. 
sia  la  ragion  composta  di  due  ragioni  semplici  egueUi  corrisponde  a  quella 
delle  V  potenze  di  una  qualunque  delle  sev^}4ici.  Una  s)  fotta  ragion 
composta  era  chiamata  dagli  antichi  geometri  ragion  duplicata  delle  sem- 
plici, dicendo  di  essere  acibd  in  ragion  duplicata  di  a:b  o  di  c:d. 

ace 
Siano  f-tre  rapporti  semplici  eguali  t  ""  "J  —  >  '*  loro  rapporto  composto - 

ace      aw  e  \j  e   ,  ace      a^      e'     e' 

bdf"  6  A  S  A  -/^«  «»P""«  ^*  65/ "  Fs  ""  J$  "/5'  ^*"'*  .*^"*"'^  ^  ^'^^  **"• 
bdf::  a'  :  65  ::  c3  :  rfs  ::  «'  :  fi,  cioè  la  ragion  composta  di  tre  ragioni  sem- 
plici,eguali  corrisponde  alla  ragione  delle  J*  potenze  di  una  qualunqtte 
delle  semplici,  che  gli  antichi  chiamaTano  ragion  triplicala  Onde  collo 
stesso '  metodo  si  può  stabilire  il  seguente  teorema  generale:  la  ragion 
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composta  di  un  numero  n  dì  ragioni  semplici  eguali  ti  esprime  dalla  ra- 
gione delle  polente  nsimo  di  una  delle  semplici. 

179.  Si  consideri  ora  la  serie  di  un  ouruero  qaalanque  di  qaantjta  a,  b,  e, 
d,  e,  f,  X,  Sì  prenda  la  ragion  composta  di  tutti  i  rapporti  consecutivi  cioè 
di  a  :  b,  b  :  e,  e  :  d ,  d  :  e,  e  :  f,  f:  x,  òhe  sarà  espressa  da  abcdef:  bcdefx;  di- 
videndo i  due  termini  pel  Tatlore  comune  bedef,  si  avr&  abcdef:  bcdefx:: a  :  x; 
dunque  nella  serie  di  un  numero  qualunque  di  quantità  la  ragione  delta 
prima  alV  ultima  si  può  considerare  come  composta  di  ^utte  le  ragioni 
intermedie  cioè  de^la  prima  alla  seconda,  dalla  seconda  alla  terza,  e  eo3Ì 
di  seguito  sino  alla  ragione  della  penultima  aW  ultima.  In  questa  guisa 
la  ragione  della  prima  a  alla  terza  ce  composta  delle  due  ragioni  di  a:b, 
b:c,  quella  di  a  alla  quarta  d  è  composta  delle  tre  ragioni  a:b,b:c,eid, 
e  cosi  di  seguito. 

180  EsisU  una  serie  di  rapporti  geometrici  eguf^li,  in  modo  che  11 
conseguente  di  qualunque  rapporto  sia  ancora  antecedente  del  rapporto 
che  segue,  o  sia  i4  rapporto  di  a:6-«ò:e~c:c/  — c/:e  — e:/*,  ec;  questa 
serie  prende  il  nome  di  progressione  geometrica  o  meglio  di  progressione 
per  quozienti,  e  per  distinguerla  da(la  progressione  aritmetica  si  scrive 
con  raddoppiare  i  punii  in  questa  guisa  -a^aibicidieifigih,  e  sì  legge 
a  sta  a  6,  sta  a  e,  sta  a  d,  ec  essendo  la  progressione  crescente  o  decre- 
scente secondochè  il  primo  termine  a  è  minore  o  maggiore  del  termine  6. 
'Applicando  i  teoren^i  della  Ragion  composta  olla  progressione  geome- 
trica, si  vede  che  il  rapporto  del  1^  termine  a  al  terzo  e,  come  quello 
che  si  compone  da  due  rapporti  eguali  a:6— 6;e,  si  riduce  al  rapporto 
delle  2'  potenze  di  uno  dei  componenti,  cioè  si  ha  a  :  e  ::  a«  :  6*;  simil- 
iqeiìte  il  rapporto  d^l  1"  termine  a  <^  quarto  d,  ch'è  composto  da  tre  rap- 
porti eguali  a:6  —  fr:e  —  e:c{,  corrisponde  a  quello  ideile  3*^  potenze 
a3  :  frs  u  sia  a:d  ::  a^  :b^;  per  la  stessa  ragione  si  ha  aie  ::  a4  :  6^  , 
az  f  ::  a'^:b^,  e  chiamando  (  il  termine  del  posto  nsimo^  si  ottiene  la 
formula  generale  a:  t  ::  a*^—* .  b^"^',  essendo  la  ragione  di  a:  (  compo- 
sta da  un  nusncro  m — 1  di  ragioni  eguali-  Il  teorema  già  spiegato  si  an- 
nuncia nel  seguente  modo:  in  qualunque  progressione  geometrica  il  1** 
termine  sta  al  S^  come  la  $^  potenza  del  1**  alla  2^  potenza  del  2°,  il 
4^  texmine  sta  al  i*  come  la  S*  potenza  del  /"  aUa  ^"  potenza  del  i?°, 
ed  \n  generale  il  4°  termine  sta  al  termine  n&ioio.  come  la  potenza  n — 1 
dd  /"  alla  potenza  n— 1  del  J8.» 

181.  Tosta  la  delinizìone  della  progressione,  si  capisce  che  il  quoziente 
o  rapporto  di  dlUs  termini  contigui  qualunque  é  sempre  costante;  perciò 
due  lermirii  contigui  da  una  parte,  e  due  contigui  da  un'altra  scritti  nello 
slesso  ordine  formano  una  proporzione  geometrica,  e  tre  termini  contigui 
una  proporzione  continua.  Cos)  nella  progressione  geometrica  ^ a:  b:c  : 
d:e:fig:h,  si  veriQcano  le  seguenti  proporzioni,  a:  b  ::  g  :  h,  b  :  e  ::  f:  g, 
eid::  e:f,  da  cui  si  ricava  ah^b(j,bg''cf,cf''de,  e  quindi  ah^^bg^^ 
ef^de-;    e  nella  progressione  ii-a:b:c:d:e:f:g   si   ha   a:b::f:g, 
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b:  eiieifjH^cidie,  o  8i«  aj^'-6/', 6/— C0,  ee-^d*,  dunque  ag'^bf^cB'^d*; 
per  lo  che  si  dice  che  nella  progreisione  geometrica  il  prodotto  di  due 
termini  qualunque  è  eguale  al  prodotto  di  altri  due  termini  equidistanti 
dai  precedenti^  dovendoii  prendere  iJL  quadrato  del  termine  medio  net  caso 
di  essere  impari  il  numero  de*  termini  compresi  fra  i  primi  di  cui  si  è 
considerato  i(  prodotto. 

182.  Dovendosi  cercare  il  tetmine  generale  della  progressione  geome- 
trica ,  si  osservi  che  il  rapporto  o  quoziente  costante  de*  lennint  si  può 
dedurre  dalla  divisione  di  un  antecedente  pel  suo  conseguente  o  ali*  in- 
Terso  da  quella  di  un  conseguente  pel  rispettivo  antecedente ,  beninteso 
che  si  operi  di  una  maniera  uniforme  in  riguardo  a  tutti  i  rapporti,  ^oi 
adottiamo  in  lutto  ciò,  che  segue,  la  divisione  del  conseguente  per  l'an- 
tecedente, chiamando  q  il  quoziente;  e  nella  progressione  -ff  a  :  b  :  cf  d  :  0,  ec. 

b        e         d         e 
si  ottiene  -— 7»iT«-g.  "7  — (/>  .  "^-y  ce  0  sia  6— o^,  e— 6g— a^*,  d— cg— 093, 

c^dq^aq^  ec.  per  la  sostituzione  del  valore  di  6  in  quello  di  e,  di  e  in  d, 
di  d  in  e,  ec.  Onde  se  si  denota  per  t  il  termine,  del  posto  tu  imo,  sj  avrà 
la  formula  del  termine  generale  espressa  da  t^aq^"*  cioè  un  termine 
qualunque  della  progressione  geometrica  è  eguale  al  prodotto  del  primo 
termine  per  lo  quoziente  elevato  alla  polenta ,  che  ha  per  grado  il  nu- 
mero del  posto  del  termine  meno  V unità;  e  la  formula  generale  della 
progressione  sarà  indicata  in  questa  guisa.  ^aiaq:aq*:aq^:aqA...aq^'^', 
Questa  formula  conviene  a  qualunque  siasi  specie  di  progressione,  do- 
vendo essere  nel  caso  della  progressione  crescente  il  quoziente  q  un  nu- 
mero maggiore  di  uno  cioè  un  intero  o  pure  un  fratto  spurio,  e  nel  caso 
della  decrescente  un  numero  minore  di  tino  cioè  un  fratto  proprio. 

183.  La  formula  del  termine  generale  t^aq'^^  '  ci  fa  conoscere  il  quo- 
i.iente  q  della  progressione,  che  ha  gli  esfremi  a  e  C,  fra  i  quali  si  de- 
vono inserire  un  numero  m  di  medi  proporzionali:  imperciocché  essendo 
m+2  il  numero  totale  dei  termini,  si  ha  n— m+2  0  sia  n — 1— m+1 ,  e 

I— ag"+*,  da  cui  si'ricava  -— g«"  +  «  e  g—  A  1.  per  lo  che  si  sosli- 

a  •»  - 

tuisce  questo  valore  nella  formula  generale  ^aiaqiaq*,  ec.  e  si  ha  la 

progressione  richiesta. 

s 

243  7^A*ì      3 

AppHeatione.  /."  Sia  a— 2,  *— -tj-.  «— «;  si-oUieoe  q—  K  t»  «' 
•  8i  ha  la  progressione  -  2  =  2  ^g:  2  X  (|)  ••  8  X  (2)'  ^  (^)*- 


X(l 


*       .         «    «    ^8    »4    162     2*3 
0  sia  ::  2 : 3  :  -7"  :  -r-  :  -TT-  :  ^^. 

4      8      16      32 
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J8.*  Sia  a— 1,  1—10,  III—2;  si  ha  q^i/iO  eh' è  quantità  irrazionale. 
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perciò'  1  diie  mòdi  proporzionali  richiesU  sodo  pare  irrazionali,  e  si  de- 

5  S  5  SS 

duce  ^  1  :  v/iO  :  v/100  :  i/tOOO,  ciò  c&t'è  lo  stesso  :H-  1  :  y/iO  :  i/lOO  :  10. 
Cosk  le  progressioDÌ  geometriche  possono  arere  de'  teriiiÌDi  irrazionali,  e 
vi  si  verificano  le  stesse  proprietà  di  qoelle  con  i  termini  razionali;  per- 
chè i  termini  irrazionali  si  esprimono  cògli  esponenti  fratti,  e  come  tali 
vanno  soggetti  a  tutte  le  operazioni  di  calcolo  non  altrimenti  de'  razio- 
nali (n.*"  128). 

184.  Finalmente  si  procede  alla  ricerca  del  termini^  gommatario  a  della 
progressione  geometrica  -rraiaq:  aq*  :  ec.  rappresentando  t  l'ultimo  ter- 
mine, che  ba  per  posto  n;  e  questa  formala  può  ricavarsi  dal  teorema 
del  D."  177.  Dappoifchè  bella  serre  delle  ragioni  eguali  della  progressione 
tutti  i  lerniinj  fuori  V  ultimo  sotto  antecedenti ,  e  tuui  i  termini  foori  il 
primo  sono  conseguenti ,  ne  segue  che  « — i  esprime  Ift  somma  degli  an- 
tecedciiii,  e  $ — a  quella  de*  conseguenti;  onde  si  ba  la  prof^orzione  a — i 
:$ — a  ::  a:aq,  da  cui  si  deduce  l'eguaglianza  de'  prodotti  degli  estremi 
e  de'  medi  («  —  l)aq  —  («  —  a)a  (  n."  171  ) ,  o  sia  saq  —  taq  -^  sa  —  a*  , 

taq — a'      tq^a 
taq — itU'='iaq  -  a*,  ${aq — a)^taq — a*,  e  quindi  *—  -  — -. 

Nel  caso  della  progressione  decrescente ,  essendo  q  frazione  propria  e 
f<<i,  si  ha  q<i  o  tq<a  ;  quindi  per  renldere  il  numeratore  ftd  il  deno- 
minatore  io  forma  positiva  si  devono  caugiure  i  loro  segni  (n.**  3<>),  scri- 
vendo 8^z »  come  si  dedurrebbe  Immediatamente  dall'equazione,  tra-' 

sponendo  in  questa  guisa  à*'^(aq^$a — §aq.  Perciò  si  stabilisce  in  gene- 
rale che  la  iotntna  di  un  numera  n  di  termini  della  progressione  è  e- 
guale  alla  differenza  positiva  del  prodotto  del  termitie  nsimo  per  lo  quo- 
ziente^ e  del  primo  termine  divisa  per  la  differenza  positiva  del  quoziente 
e  dell'Unità. 

tg — a 
Intanto  l'algebrista  farà  sempre  uso  deiranica  formola  «•» ,enel 

caso  della  progressione  decrescente  ottenendo  il  dividendo  ed  il  divisore 
ambidue  negativi ,  sarà  sicuro  di  a\ere  secondo  le  regole  del  calcolo  il 
quoto  positivo,  che  corrisponde  alia  somma  s  cercata. 

DEI     LOGARITMI. 

ARTICOLO  I. 

Della  teoria  de'  logaritmi  derivata  dal  confronto  delle  due  progressioni 

aritmetica  e  geometrica. 

185.  Se  ci  facciamo  a  comparare  i  teoremi  della  proporzione  geometrica 
e  dell*  aritmetica ,  facilmente  si  discopre  che  i  primi  ai  secondi  si  ridu- 


SOI 
GODO,  ciDgiando  la  divisloDe  in  MUrasione,  e  la  moltiplicaxione  in  som- 
ma. Così  il  teorema  fondamentale  della  proporzione  geometrica  cioè  il 
prodaito  degli  utremi  eguale  al  prodotto  de*  medi  col  cambiamento  di 
prodotto  in  somma  si  converte  nel  teorema  della  proporzione  aritmetica^ 
eh' è  la  eomma  degli  estremi  eguale  a  quella  de*  medi  ;  efl  il  metodo  di 
ritrovare  il  termine  mancante  della  prima  proporzione,  che  consiste  nel 
moltiplicare  i  medi  o  gli  estremi  dati  e  dividere  il  prodotto  per  l'estro- 
mo  0  medio  cognito»  cangiando  la  moltiplicazione  in  somma  e  la  divl- 
.  sione  in  sottrazione,  si  rtdace  al  metodo  di  ricavare  il  termine  mancante 
della  seconda,  ch'ò  di  sommare  i  medi  o  gli  estremi  dati  e  sottrarre  dalla 
somma  l' estremo  o  medio  conosciuto.  Se  poi  compariamo  le  proprietà 
delle  dne  progressioni  geometrica  ed  aritmetica,  ci  verrà  fatto  inoltre  di 
scoprire  che  le  medesime  si  corrispondono,  cangiando  le  potenze  e  radici 
in  semplici  moltiplicazioni  e  divisioni  per  lo  stesso  mimerò,  che  ne  de* 
nota  il  grado:  difatto  nelle  proporzioni  geometriche  continae  il  prodotM 
degli  estremi  eguaglia  il  medio  elevato  cUla  3^  potenza ,  ed  essendone 
dati  due  termini  si  esprime  il  terzo  dalla  2*^  potenza  del  medio  divisa 
per  lo  estremo  dato  o  pure  dalla  radice  2*  del  prodotto  degli  estremi; 
cangiando  come  sopra  il  prodotto  in  somma,  la  divisione  in  sottrazione, 
ed  oltre  a  ciò  la  2*  potenza  e  radice  In  moltiplicazione  e  divisione  per  2, 
i  teoremi  si  ottengono  delle  proporzioni  aritmetiche  continue  cioè  la 
somma  degli  estremi  è  eguale  al  medio  moUiplieato  per  due ,  esprimen- 
dosi Il  3®  termine  mancante  del  doppio  del  medio  meno  l'estremo  dato 
o  pure  dalla  somma  degli  estremi  divisa  per  2.  Di  pib  il  termine  gene- 
rale t^aq^*^*,  cangiando  la  moltiplicazione  in  somma,  il  quoziente  q  in 
differenza  d  e  la  potenza  n^^i  In  moltiplicazione  per  n — 1,  si  trasforma 
in  t^a+d{n — i),  ch'è  il  termine  generale  della  progressione  aritmetica; 
e  lo  stesso  si  verifica  in  riguardo  a  tutte  le  altre  proprietà.  In  generale 
si  capisce  che  una  si  fatta  corrispondenza  deriva  dal  nesso  che  hanno 
colle  altre  operazioni  aritmetiche  le  dne  prirotiive  adottate  per  notare  i 
rapporti  cioè  la  divisione  e  sottrazione;  laonde  comparando  i  termini  for- 
mati dalla  prima  e  quelli  formati  dalla  seconda  o  sia  i  quozienti  e  le 
differenze,  restano  ancora  concatenate  la  moltiplicazione  e  la  somma,  che 
sono  rispettivamente  Inverse  della  divisione  e  sottrazione. 

Si  devono  soltanto  eccettuare  le  formule  dei  termini  sommatorl  delle 
due  progressioni ,  come  quelle  che  derivano  dall'  operazione  comune  dr 
sommare  un  numero  n  di  termini,  che  hanno  lo  stesso  quoziente  nell'u- 
na, e  la  stessa  differenza  nell'altra;  perchè  l'operazione  comune  o  sia  la 
somma  eseguita  sì  nella  progressione  geometrica  che  néirarltmetica  toglie 
nelle  due  rispettive  formule  quella  subordinazione  proveniente  dalle  dne 
primitive  operazioni  di  dividere  o  sottrarre,  ch'esiste  ne'  termini  partico- 
lari delle  due  progressioni  ;  e  si  è  per  questo  che  le  anzidette  due  for- 
mule di  somme  non  possono  come  le  altre  tra  loro  corrispondersi. 
i86.    Fissando    in   particolare    la   nostra    attenzione    sopra    le    due 
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pi'ogressloni  aritmetica  e  geometrica^  vi  si  troTa  an'altra  corrispondenta, 
che  dipende  dalla  teoria  degli  esponenti,  e  dà  origine  al  seguente  teore- 
ma: se  $i  considera  una  progressione  aritmetica,  ed  i  suoi  termini  si  sta- 
biliscono successivamente  come  esponenti  della  medesima  quantità,  la  se- 
rie de*  termini  così  formati  dovrà  essere  una  progressione  geonntriea. 
Conciossiachè  si  abbia  la  progressione  aritmetica  ^rér+d,r'\^5id,r  + 
3d...r+(n  —  i)d,  mettendo  questi  termini  come  esponenti  della  stessa 

qaanliià  a,  si  Torma  la  serie  de*  termini  a^  ,  a*""^*,  a^"^^^,  o^"*"^,.... 
g«'+(n^  »  ch*è  una  progressione  geometrica.  Si  è  ciò  che  CTidentemeate 
nasce  dalla  teoria  degli  esponenti,  che  insegna  a  notare  colla  sottrazione 
degli  esponenti  il  qaoziente  di  dae  termini  algebraici  formati  dalla  stessa 
lettera  (  n."  37  )  ;  e  siccome  la  diiferenza  degli  esponenti  di  due  termini 
consecutivi  della  2*  serie  è  costantemente  espressa  da  d,  cosi  '1  loro  quo* 

ziente  dev'essere  costantemente  a  ,  e  le  due  progressioni  si  corrispon- 
dono termine  a  termine  in  questa  guisa 

1*  ir.r+d.r+2ci....r+(n^l)d...2^  «-o*'  :  a*^^:  o*^^...  a*^^*"*^^. 
E  se  ci  piacesse  d'inserire  fra  due  termini  contigui  della  1*  progres- 
sione un  numero  m  di  medi  proporzionali,  sarebbe  la  nuova  differenza 

r-\-d — r         d  „    ^ 

espressa  da  ■    .    —  ^~ti  (  num.    163  ) ,  e  la  progressione  aritmetica 

d  2d 

da  *  r .  r-| — --  .  r  +  — — ,  ec.  Per  lo  che  prendendo  questi  come  espo- 
nenti consecutivi  di  a,  si  verrebbe  ad  inserire  un  numero  m  di  medi 
proporzionali  geometrici  fra  due  termini  contigui  della  2",  che  sarebbe, 
come  dicono  i  matematici,  interpolata. 

Ora  la  moltiplicazione  o  divisione  di  due  termini  qualunque  della  2^^ 
progressione  si  riduce  secondo  la  teoria  degli  esponenti  alla  somma  o 
sottrazione  de'  loro  esponenti»  e  Teievazione  a  potenza  o  esirazion  ài  ra- 
dice alla  moltiplicazione  o  divisione  deiresponente  del  termine  per  lo  nu- 
mero dei  grado  della  potenza  o  radice;  ed  essendo  gli  esponenti  espressi 
dai  termini  della  1*  progressione,  si  dice  che  le  due  progressioni  si  cor- 
rispondono in  guisa  tale ,  che  la  moltiplicazione  o  divisione  de'  termini 
della  2*  si  effettua  colla  somma  o  sottrazione  de'  termini  corrispondenti 
della  1",  e  la  potenza  o  radice  di  qualunque  termine  della  2*^  colla  sem- 
plice moltiplicazione  o  divisione  del  corrispondente  termine  della  i*^  pel 
numero  che  ne  denota  il  grada. 

187.  Supponendo  per  maggior  semplicità  r— 0  nelle  due  progressioni , 
queste  divengono 

1"  *  0  .  d  .  2d .  3d (n— l)d ...  2»^  o®  :  o*  la^:  a^  : a^*"^^*' 

e  sostituendo  l'unità  invece  a°  (n.**  89),  si  ha 

1"  i  0 .  d  .  2d .  3d (n— i)d ...  2»  ^  1  :  a*  :  a**  :  a*^  : a^*~*^ 

E  qui  conviene  osservare ,  che  qualunque  termine  nf«Mo  nella  1"  resulta 
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dèlia  ragione  d  della  progressione  moltiplicata  per  n — 1,  e  nella  2*^  dalla 
ragione  ad  elevata  alla  potenza  n  —  i  ;  di  modo  che  il  termine  nfimo 
della  progressione  aritmetica  é  un  moltiplice  n — 1  della  ragione  aritme- 
tica d,  e  lo  stesso  n  —  1  denota  ancora  il  numero  de'  fattori  eguali  alla 
ragione  geometrica  ad  ,  da  cai  il  termine  analogo  resulta  nella  progres- 
sione geometrica,  e  quindi  il  moltiplice  di  d  cioè  il  termine  della  pro- 
gressione aritmetica  serve  di  misura  al  grado  della  potenza  per  resul- 
tarne il  termine  dello  slesso  posto  nella  geometrica.  Si  è  per  questo  mo- 
tivo che  il  termine  della  progressione  aritmetica  è  stato  detto  nutnero 

della  ni^tone,  che  vale  in  latino  rationU  numerui  o  In  greco  >>oyii-id^O(Ao$; 
ed  il  nome  greco,  che  si  traduce  Logarithmui  o  Logaritmo  è  stato  gene- 
ralmente adottato  per  denotare  I  termini  della  progressione  aritmetica  in 
riguardo  a  quelli  della  geometria.  Secondo  questa  nomenclatura  qualun- 
que termine  della  progressione  aritmetica  è  il  logaritmo  del  termine  della 
geometrica  dallo  stesso  posto;  così  0  è  il  logaritmo  di  a^  cioè  di  1,  d  il 

logaritmo  di  a^ ,  2d  di  a^,  ed  in  generale  (n  — i)(f  è  fi  logaritmo  di 

a^         ,  chìamaudosi  la  quantità  costante  a  base  del  sistema  de*  loga- 
ritmi. 

188.  Cominciando  la  1"  progressione  da  zero  e  la  2"  da  uno,  non  so- 
lamente ha  luogo  la  corrispondenza  notata  fra  le  proprietà  delle  due  pro- 
gressioni, ma  si  è  ancora  sicuro  di  ottenere  due  termini  dello  stesso  po- 
sto nelle  due  progressioni  anzidette,  facendovi  delle  operazioni  analoghe. 
Conclossiaché  nella  progressione  geometrica  la  molt^tjicazione  del  termi- 
ne mimo  per  lo  termine  in«*»M>,  essendo  la  ragione  ad  fattore  n — 1  volte 
nel  1°  e  m — 1  volte  nel  2^,  dà  un  prodotto  espresso  da  n-\-m — 2  fattori 
eguali  ad  ad  ^  che  dev'  essere  il  termine  del  posto  n-\-m — 1  della  slessa 
progressione  (n.®  182)  ;  ciò  che  fu  la  prima  volta  proposto  e  dimo- 
stralo dal  nostro  Archimede  nell' ^ranarto  {*),  Ora  nella  progressione 
aritmetica  la  somma  de'  due  termini  n'inw  ed  fii<«mo  cioè  della  ra- 
gione d  presa  n — 1  volte  nel  1®  e  m — 1  volte  nel  2®  è  espressa  dalla 
ragione  d  presa  rt+m— 2  volte  cioè  del  termine  che  ha  per  posto  11  nu- 
mero n-^  m  - 1  nella  stessa  (n.**  161)  ;  dunque  la  moltiplicazione  di  due 
termini  della  progressione  geometrica,  e  la  somma  de*  due  termini  cor- 
rispondenti dell'ariimetica  danno  due  termini  dello  stesso  posto  in  ambi- 
due.  E  siccome  qualsisia  termine  della  progressione  aritmètica  forma  U 
logariuuo  del  termine  dello  stesso  posto  nella  geometrica,  cosi  la  propo- 
sizione stabilita  si  può  tradurre  in  un'  altra  identica  in  questa  guisa  : 
la  moltiplicazione  di  due  termini  delia  progressione  geometrica  e  la  som- 
ma dei  rispettivi  logaritmi  danno  due  termini  dello  stesso  posto  in  am- 
bidue  le  progressioni ,  e  secondo  la  deGnizione^  di  sopra  il  prodotto  di 
questi  due  termini  ba  per  logaritmo  la  somma  de'  due  logaritmi  degli 
slessi.  Onde  si  può  stabilire  il  1°  teorema  fondamentale  della  teorica  dei 

(*)  y.  Archimede  di  Pyrard  tom.  %  edii.  2,  di  Parigi,  pag.  8M  e  852, 
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logaritmi  :  il  logaritmo  del  prodotto  di  du9  termini  qwElunqué  è  eguale 
atta  iomma  de*  due  logaritmi  riepettivi  degH  stetti  termini. 

Similmente  nella  progressione  geometrica  la  divisione  del  termine  n'<«H> 
per  lo  mfii"^  dà  per  quoziente  la  ragione  a^  presa  come  fattore  un  nu- 
mero fi — 1 — (m — l)— n — m  Tolte,  o  sia  il  termine  del  posto  n — m-f-1;  e 
la  sottrazione  de'  dae  termini  corrispondenti  della  progressione  aritme- 
tica dà  per  diflTerenza  la  ragione  d  presa  n — m  Tolte  cioè  il  termine  dello 
stesso  posto  di  sopra  ti — m+i.  Questa  proposizione  col  nuoTo  linguaggio 
dei  logaritmi  si  traduce  nella  seguente:  il  quoziente  di  due  termini  della 
progressione  geometrica  e  la  differenza  de'  loro  logaritmi  corrispondono 
allo  ste&ao  posto  nelle  due  progressioni;  perciò  il  quoziente  ba  per  loga- 
ritmo la  differenza  de'  due  logaritmi,  e  si  può  stabilire  il  2®  teorema  fon- 
damentale: iZ  logaritmo  del  quoziente  di  due  termini  qualunque  è  eguale 
cUla  differenza  dei  due  rispettivi  logaritmi  cioè  al  logaritmo  del  dividendo 
meno  q^Uo  del  divisore. 

Oltre  a  ciò  TeleTazione  del  termine  nsinw  della  progressione  geometrioa 
alla  potenza  m  darà  la  ragione  ad  presa  come  fattore  (n — ì)m  volte;  e 
la  moltiplicazione  del  termine  n<««M>  dell'aritmetica  per  m  darà  la  ra- 
gione d  presa  (n — i)m  Tolte;  e  perciò  i  due  termini,  che  da  si  fatte  ope- 
razioni resultano,  aTranno  nelle  due  progressioni  lo  stesso  posto  (n — i)v% 
-fl~nm — m+l*  Traducendo  al  solito  questa  proposizione,  si  dice  che 
la  potenza  m'i^na  di  an  termine  della  progressione  geometrica  ed  il  pro- 
dotto del  semplice  logaritmo  del  termine  per  m  danno  due  termini  cor- 
rispondenti nelle  dhe  progressioni  ;  e  si  ha  il  3**  teorema  fondamentale: 
Il  logaritmo  di  un  termine  elevato  a  potenza  è  eguale  al  prodotto  del 
logaritmo  del  termine  per  lo  numero,  eh* esprime  il  grado  della  potenzq. 

Finalmente  estraendo  la  radice  del  grado  m  dal  termine  fi««m«  della 

progressione  geometrica,  si  aTrà  la  ragione  a«l  presa Tolte  come  fat- 
tore, che  sarà  ni^  termine  razionale  nel  caso  di  fi — 1  moltiplico  di  m;  q 
la  divisione  per  m  del  termine  ntif^  della  progressione  aritmetica  darà 

la  fvi^ona  d  presa  volte;  e  questi  due  termini  nelle  due  progressioni 

fi — i  fi  —  1  +  f»     , 

doTranno  corrispondere  allo  stesso  posto  — i  H- 1  -^ ,  che  sa- 
ffi                    fu 

rà  numero  intero  nel  oa^fl[  della  radice  razionale.  Anche  questa  proposi- 
zione si  può  tradurre  in  un'altra  cioè  la  radice  del  grado  mtimo  di  un 
termine  della  progressione  geometrica  e  la  dlTlsione  del  semplice  loga- 
titmo  per  m  danno  origine  a  due  termini  dello  stesso  posto  nelle  due  pro- 
gressioni; così  si  stabilisce  il  4®  teorema  fondamentale:  R  logaritmo  della 
radice  di  dato  grado  di  un  termine  è  eguale  al  quoziente  del  logaritmo 
del  termine  per  lo  numero  del  grado  della  radice, 
189.  I  quattro  teoremi  dichiarati  comprendono  tutta  la  teorica  de'  Io- 
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gariimi,  ed  I  medesimi  derlTtno  daira  •érrispondeiiia  delle  operaiiooi  na- 
meriche  fra  loro  snbordinate,  che  possono  eseguirsi  sopra  i  termioi  delle 
dae  serie  aritmetica  e  geometrica,  di  coi  la  1*  comincia  da  %9ro  e  la  se- 
conda da  tmo,  e  sebbene  una  sì  fatta  corrispondente  abbia  luogo  nelle  dae 
progressioni  generali  ^r.r+d.  r+2<iec. ...  naf'  lar-^diar-^^,  ec*  pure 
eolle  operazioni  numeriche  analoghe  non  si  trovano  termini ,  che  siano 
compresi  nelle  doe  progressioni.  Così  il  prodotto  del  1"  termine  or  e  del 
3«  ar4*9d  della  serie  geometrica  si  effettua  colla  somma  del  1^  e  del  9^ 
termine  dell'aritmetica  r  +  r  +  2d  — 2r  +  2<f,  che  dà  il  prodotto  air*hSil; 
ma  questi  due  termini  2r+2<l  ed  ii9r*f-9tf  non  hanno  affètto  posto  nelle 
progressioni.  Si  é  nel  solo  sistema  delle  doe  progressioni  aritmetica  e 
geometrica»  di  cui  la  prima  comincia  da  xwro  e  la  2*  da  uno,  che  si  ha 
il  vantaggio  di  ottenere  certamente  un  numero  compreso  nella  serie  dei 
logaritmi  colle  somma  o  sottrasione  dì  due  logaritmi  qualunque  e  colla 
moltiplicazione  o  divisione  di  qualunque  logaritmo  per  un  numero  ,  do- 
vendovi allo  stesso  posto  corrispondere  nella  serie  geometrica  il  termine 
cui  si  appartiene  il  logaritmo  così  trovato.  Difatto  nella  moltiplicazione 
a^  X  €^  —  aM  si  ha  2d  logaritmo  di  a^,  M  logaritmo  di  aM;  e  soro« 
mando  questi  due  logaritmi,  ai  ottiene  5d  cioè  il  6**  termine  della  serie 
aritmetica,  ch'è  logaritmo  del  prodotto  a^  6®  termine  della  geometrica;  ec. 
190.  Se  si  assegnano  i  valori  numerici  alle  quantità  a  t  d,  si  otten- 
gono due  serie  numeriche,  la  1*^  per  i  logaritmi  e  la  2"  per  I  numeri 
corrispondenti,  e  grandissimo  sarà  il  vantaggio  per  abbreviare  i  calcoli 
di  quelli  numeri  che  si  comprenderanno  nella  2*^  serie.  Imperciocché  es« 
sendo  il  logaritmo  di  un  prodotto  eguale  alla  somma  de*  logaritmi  dei 
fattori,  nel  caso  di  dovere  moltiplicare  due  numeri  della  9"  serie  &i 
può  prendere  la  somma  de'  rispettivi  logaritmi,  che  dev'essere  un  loga- 
ritmo compreso  nella  1*^  serie  ed  il  numero  della  2*  corrispondente  a  que- 
sto logaritmo  sarà  il  prodotto  cercato  (n.**  188)  ;  ed  in  questa  guisa  la 
moltiplioazione  de'  due  numeri  alla  somma  de*  loro  logaritmi  si  riduce. 
Se  si  cerca  il  quoziente  di  due  numeri  della  2^  serie  ;  siccome  il  loga- 
ritmo del  quoziente  è  eguale  al  logaritmo  del  dividendo  meno  il  loga- 
ritmo del  divisore,  così  si  deve  con  qnest* ordine  prendere  la  differenza 
da'  logaritmi  de'  due  numeri,  ed  a  questa  differenza,  eh' è  certamente  un 
logaritmo  della  1^  serie,  corrisponderà  il  numero  o  sia  il  quoziente  cer- 
cato nella  2*^;  perciò  la  divisione  de'  due  numeri  colla  sottrazione  dei  lora 
logaritmi  si  effettua.  B  giacché  il  logaritmo  della  potenza  fn«««Mi  o  radice 
mftma  di  una  quantità  eguaglia  il  logaritmo  della  quantità  moltiplicato 
0  diviso  per  m,  se  si  deve  elevare  un  numero  della  2*  serie  alla  potenza 
mftma  o  pure  dallo  stesso  estrarre  la  radice  m"'«*a ,  si  moltiplica  o  si 
divide  per  m  il  logaritmo  del  numero,  ed  il  prodotto  o  quoziente  sarà  un 
logaritmo  della  l''  serie,  cui  corrisponderà  il  numero  della  potenza  o  ra- 
dice richiesta  nella  2";  e  quindi  si  ottiene  la  potenza  o  radice  del  rumerò 
con  una  semplice  rooltiplicaziono  o  divisione  del  suo  logarlimo  per  il  qu-l 
mero  del  grado  della  potenza  o  della  radice. 
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191.  La  hàte  a  del  sislema  de'  logariuni  è  soacettibile  di  qaalonqae 
valore  Dumerico  positivo,  eccettaato  soltanto  imo;  perchè  nel  caso  di  a— i 
ciascan  termine  della  progressione  geometriea,  come  quello  che  proTiene 
da  uno  elevato  a  potenza,  si  ridace  ad  tino  (n  °  76),  e  la  serie  delle  aoiià 
inalile  si  rende  ali* oggetto  dei  calcoli.  Il  valore  più  semplioe  di  d 
è  uno  e  noi  prusegoiamo  a  denotare  per  a  la  base  dei  logaritmi,  facendo 
d*-l  nelle  due  serie  del  numero  187,  che  prendono  questa  forma 

iO. 1.2.  3. 4.  5  .6 n.*.H-a<':a':a«:a^:a4:a*:aC a", 

da  cui  si  possono  ricavare  i  soli  logaritmi  della  base  e  delle  sue  diverae 
potenze.  Ed  io  vero  avendo  riguardo  ai  primi  termini  a?  e  0  delle  dae 
serie,  si  stabilisce  che  il  logaritmo  della  potenza  sero  della  base  è  xero^ 
0  sia  in  qu€Uunque  sitiema  di  logaritmi  il  logaritmo  dell'  unità  è  zero  ; 
dai  secondi  termini  o'  e  i  si  deduce  che  il  logaritmo  della  1^  potenza 
della  base  è  l'unità,  o  sia  in  qualunque  eietema  di  logaritmi  il  logetritmo 
del  numero,  che  si  prende  per  òoae,  è  uno;  e  così  di  seguito  il  logaritmo 
di  a*  è  2,  quello  di  as  è  3,  onde  in  generale  t'I  logaritmo  della  poienxa 
niima  della  base  è  espresso  da  n. 

Si  è  convenuto  d'indicare  i  logaritmi  con  il  segno  log.  o  pare  colla 
lettera  iniziale  L,  che  ai  mette  avanti  il  numero  di  cui  si  vuole  esprimere 
il  logaritmo,  in  qaesta  guisa  si  scrive  log.  a*^  o  L  o"— n,  leggendosi  lo- 
garitmo di  a°  egaale  ad  n;  ed  i  teoremi  già  ricavati  si  esprimono  di  una 
maniera  laconica  con  dire:  in  qualunque  sistema  di  logaritmi  si  haL  1—0 
La«-1,  L  a"-«». 

Si  possono   pare  determinare  i  logaritmi  delle  potenze  negative  della 

base:  partendo  dal  principio  chea-"— -j;  (n.°  89),  si  ha  per  la  teoria 

i 

de*  logaritmi  (n  •  188)  L -7.-^!— La"-0— n,  e  quindi  La-» n,  o 

sia  il  logaritmo  della  potenza  nsima  negativa  della  base  è  egvale  aWespc* 
nenie  negativo  u:  e  laconicamente  si  può  scrivere  La^"— din  con  riu- 
nire lutti  i  casi.  E  questi  logaritmi  negativi  si  avrebbero  potuto  dedurre 
dalle  due  progressioni  continuate  al  di  qua  de*  primi  termini  0  e  a^  nel 
modo  seguente  t — n... — 2. — l.0.1.2..»...-H-o— "...o-*:o-«:a*':a«:o'....a". 

192.  Siccome  invece  della  base  a  possiamo  sostituire  qualunque  Da- 
merò ad  eccezione  dell'unità,  così  si  capisce  che  infiniti  possono  essere  i 
sistemi  de' logaritmi  analoghi  agl'inGniti  valori  delia  base;  e  lo  proprietà 
da  nui  già  ricavate,  come  quelle  che  sono  dal  valore  di  a  indipendenti, 
devono  a  qualunque  sistema  di  logaritmi  convenire.  Dovendosi  intanto  sce- 
gliere un  valore  di  a  sembra  più  conveniente  di  prendere  un  numero  mag- 
giore di  uno,  aiSnchè  le  sue  potenze  positive,  che  numeri  resultano  mag- 
giori di  uno,  abbiano  i  logaritmi  positivi,  e  le  potenze  negative  numeri 
minori  di  uno  i  logaritmi  negativi;  e  per  comodo  de'  calcoli  si  è  prefe- 
rito il  valore  di  a»  10  In  quesla  ipotesi  le  due  progressioni  divengono 

T  0  .  1  ,  a;  .  3  .  4  .  5  :  ce.  ^^  i  :  10  :  100  :  1000  :  10000  ;  100000  :  ce. 
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ed  i  logaritmi,  ehe  ne  resaluno,  si  dicono  logaritmi  qrdinari  o  delle  ta- 
jvole^  perchè  nella  sapposizione  di  a  — 10  sono  slate  calcolate  le  tafole 
ordinarle  de*  logaritmi.  In  questo  sistema  della  base  10  si  ha  LI— 0, 
LIO  — 1,  LlOO  — 2»  LIOOO— 3,  LlOOOO  — 4,  ed  in  generale  il  logaritmo 
di  10''  cioè  del  fiumero  1  tegidto  da  n  xeri  è  eguale  ad  n  cioè  al  nu- 
mero delU  tua  cifre  meno  uno;  e  per  le  potenze  negative  della  base  10 
si  ha  LO,l-« — 1,  LO, 01 —^-2,  L0,001-.^3,  ed  in  generale  ti  Ioga- 
ritmo  di  una  fraxione  deeimale^  ehe  ha  eignificativa  la  tola  ultima  cifra 
esjpreua  da  uno,  è  eguale  al  numero  delle  cifre  deeimaii  preso  negativa' 
mente  cioè  al  numero  delle  cifre  meno  uno  ,  includendo  nelle  cifre  del 
numero  lo  zero  ch'esprime  il  posto  delle  unite. 

193.  Se  ci  limitiamo  ai  termini  delle  due  progressioni,  non  possiamo 
ottenere  che  i  logaritmi  della  base  10  e  delle  sue  diverse  potenze  positive 
e  negative  :  ma  se  fosse  possibile  dì  avere  nella  progressione  geome- 
trica tutti  f  numeri  interi  intermedi  fra  1  e  10,  fra  10  e  100,  fra  100  e 
1000,  ec.  e  nella  progressione  aritmetica  i  medi  corrispondenti  fra  0  e 
1,  fra  1  e  2,  fra  2  e  3  ec.;'  allora  si  troverebbero  i  logaritmi  di  lutti  t 
numeri,  e  in  un  modo  meraviglioso  si  abbrevierebbero  i  calcoli  aritme- 
tici. Or  si  è  questo  che  ben  si  può  ottenere  col  metodo  d'interpolazione 
delle  due  serie  da  noi  accennato  al  n.**  186;  giacché  date  le  due  serie 

f  0 .  1  .  2  .  3  .  4  .  6  .  ec.  4f  to'»  :  10'  :  10*  :  10»  :  104  :  10*.  ce. 
possiamo  fra  i  termini  contigui  delle  stesse  inserire  un  numero  m  di  medi 
proporzionali  con  prendere  prima  gli  m  medi  aritmetici  fra  0  e  1,  e  con- 
siderarli in  seguito  come  esponenti  di  10,  affinchè  gli  m  medi  geometrici 
resultino  fra  10®  e  lOs  che  possono  continuarsi  fra  1  e  2  e  fra  10'  e 
10*,  ec.  Se  si  prende  per  il  valore  di  m  un  numero  assai  grande ,  sic- 
come un  numero  m  +  2  di  termini  devono  successivamente  crescere  da 
10^  a  10>  0  sia  da  1  a  10;  così  gli  aumenti  di  un  termine  airattro  con- 
tiguo saranno  piccolissimi ,  e  fra  questi  termini  se  ne  dovrà  incontrare 
suo  che  sia  presso  a  poco  eguale  al  numero  2,  che  ne  differisca  cioè  per 
meno  di  una  unità  di  un  ordine  decimale  a  piacimento  stabilito;  un  altro 
eguale  presso  a  poco  al  numero  3,  e  così  di  seguito  si  troveranno  nella 
serie  geometrica  ad  un  dipresso  gli  altri  interi  compresi  fra  1  e  10.  Con- 
tinuando in  sì  fatta  guisa  le  due  serie  fra  1  e  2  e  fra  10>  e  10«,  si  rin- 
contreranno' ne'  medi  geometrici  presso  a  poco  i  numeri  interi  intermedi 
fra  10  e  100;  e  così  di  mano  in  mano  si  potranno  avere  presso  a  poco 
gl'interi  fra  10*  e  10^  cioè  fra  100  e  1000,  ec.  Interpolale  così  le  due 
serie,  i  rispettivi  esponenti  di  10,  che  danno  presso  a  poco  i  numeri  2, 
3,  4,  ec.  0  sia  i  tennini  della  serie  aritmetica  corrispondenti  a  quelli  della 
geometrica,  che  si  valutano  per  2,  3,  4,  ec.  possono  approssimativamente 
prendersi  come  logaritmi  di  questi  numeri.  Si  supponga  m— 9990999,  la 
nuova  differenza  della  progressione  aritmetica  sarà  secondo  la  formula  del 

I1.M63  espressa  d.  ì;rH"»WHWH-l"lO  000  ooo'^"°'"''*'°'P^'>- 
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gressioni  interpolale  Mranno 

*  0  .  0,000  0001  .  0,000  0003  .  ec.  i*  10»  :  10".*»'"  »'*^»  :  10«."^«  •••*  :  ec. 

Tutu  la  dllBeoUè  si  riduce  a  calcolare  i  lermini  della  serie  geometrica, 

che  richiedoDO  dell'estrazioni  di  radice  di  un  grado  elevatissimo,  espri- 

lOOOOOOO  lOOOOOOO  IO  ooo  ooo 

mendosi  il  2"  termine  da  ^  10  ,  il  3"  da  ^100,  il  4"  da  f^lOÒÒ, 
ec;  e  di  più  sembra  a  prima  rista,  che  si  dovessero  tutti  i  termini  cal- 
colare per  ottenere  quello  eguale  a  3  seguito  da  una  frasione  decimale 
con  zero  ne'  primi  sette  posti,  volendo  spingere  l'esattecza  sino  ai  dieci- 
milionesimi,  e  così  per  gli  altri  numeri.  Ma  quésta  diiBcoltà  si  può  evi- 
tare con  sostituire  airestrazione  della  radice  elevata  quella  successiva  di 
varie  radici  seconde,  effettuando  T interpolazione  con  inserire  sempre  no 
medio  proporzionale  aritmetico  fra  due  termini  della  1^  serie,  ed  uno  geo- 
metrico fra  i  due  corrispondenti  della  2*^.  Né  tampoco  é  necessario  di  cal- 
colare tutti  i  termini  delle  due  serie  :  perché  il  medio  si  deve  da  prima 
inserire  fra  due  termini  della  serie  geometrica  che  come  limili  conten- 
gono il  numero  intero  richiesto ,  cioè  fra  uno  minore  ed  uno  maggiore 
dell'intero,  e  poi  fra  i  due  termini  corrispondenti  della  serie  aritmetica; 
e  ciò  lintantochò  si  giunge  a  due  operazioni ,  che  danno  i  medi  geome- 
trici, uno  maggiore  ed  uno  minore  dell*  intero  ,  ma  molto  prossimi  allo 
stesso.  Allora  i  due  medi  aritmetici  ottenuti  colle  stessa  serie  di  opera- 
zioni hanno  molte  cifre  comuni ,  e  currispondono  uno  maggiore  ed  uno 
minore  dell'esponente  di  10,  che  dà  origine  presso  a  poco  all'intero,  o 
sia  del  logaritmo  di  questo  intero,  e  quindi  le  cifre  comuni  devono  cer- 
tamente appartenere  al  logaritmo  richiesto. 

Ottenuto  il  logaritmo  di  un  intero,  si  deve  procedere  collo  stesso  me- 
todo a  ritrovare  il  logaritmo  di  un  2''  intero ,  principiando  di  nuovo  le 
operazioni  con  iscegliere  nella  serie  geometrica  i  due  termini ,  che  ser« 
vono  di  limite  al  nuovo  intero,  ed  i  due  analoghi  nell'aritmetica  ;  e  cosi 
degli  altri.  Si  avverta  però  che  il  calcolo  si  può  limitare  alla  ricerca  del 
logaritmi  dei  numert  primi,  perchè  gli  altri  numeri  si  possono  scomporre 
tu  fattori  espressi  da  numeri  primi,  e  secondo  la  teoria  spiegata  I  loro 
logaritmi  si  derivano  dalla  somma  de'  logaritmi  de'  rispettivi  fattori. 

Facendo  '1  calcolo  pel  logaritmo  di  2,  la  30*  e  31*  operazione  danno 

I  medi  geometrici  2,0000  0000  07 ,1,9099  9999  85 

ed  i  medi  aritmetici  0,3010  2999  60 0,3010  2999  55 

con  otto  cifre  comuni  ;  dunque  si  può  stabilire  approssimativamente 
10«»5oioSoo-.2,  limiundoci  al  T""  decimale  o  sia  L  2  — 0,3010300. 

Pel  logaritmo  di  3  la  27"  e  28*  operazione  danno  i  medi  geome- 
trici 3,0000  0000  99 2,9999  9998  41 

ed  i  medi  aritmetici  0,4771  2125  62 0,477ft  2125  25; 

dunque  10«477<>'3  — 3  approssimativamente  o  sia  L  3 <* 0,4771213. 

Pel  logaritmo  di  7  la  30*  e  34*  operazione  danno  i  medi  geome- 
trici 7,0000  0000  004 6,9999  9999  89 
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ed  I  meli  arUmetici  0,8480  0804  00 0,8450  0804  00; 

doDqae  Ì0<'>84£o9  8a..7  presso  a  poco  o  sìa  L  7— 0,8450080. 
Sebbene  il  numero  5  sia  primo,  pare  il  suo  logaritmo,  si  derira   dà 

10  , 

quello  di  10  eh' è  1;  perchè  si  ha  5  —  —  ,  è  quindi  L5— LIO — L2— I  - 

0,30l0300»0,e08gTOO. 

Trovali  i  logaritmi  de'  numeri  primi  2  ^  3  ;  5 ,  7  ,  si  hanno  facilménte 
quelli  degli  altri  numeri  4,  0,  8,  0  compresi  fra  1  e  10  ;  giacché  per  la 
teoria  già  stabilita  al  nom.**  188  dairequazione  4  —  2*  si  dedooe  L4— 2L2— 
2x0,3010300  —  0,0020600;  l'equazione  6  —  2x3  dà  L6— L2+L3-> 
0,3010^00-f  0,477i2l3-i.0i778l513;  l'equazione  8-2x4  dà  L8-.L2  + 
L 4  —  0,3010300  +  0,6020600  ^  0,9030900  e  Onalmento  0  —  3^  dà  L0-.2L3 
—  2X0,47712125 ^««0,0542425;  potendosi  in  generale  stabilire  Che  i  lo- 
garitmi de'  numeri  interi  di  una  cifm  sono  compresi  fra  0  e  1  tìoè  re- 
saltano*  frazioni  decimali  proprie. 

Collo  stesso  metodo  d'inserire  successivamente  de'  medi  proporzionali 
geomeirici  fr'a  Ì0*  é  10^  cioè  fra  10  e  100,  e  de'  medi  aritmetici  fra  1 
e  2  sono  stati  trovati  i  logaritmi  de'  numeri  primi  compresi  fra  10  e 
100  cioè  di  due  cifre ,.  deducendo  in  seguito  da  quesii  i  logaritmi  dei 
numeri  non  primi;  e  si  è  stabilito;  che  i  medesimi,  come  quelli  che  sono 
compresi  f^a  1  e  2,  sì  esprimono  dell'intero  1  cOn  una  frazione  decima- 
le. E  se  s'inseriscono  medi  proporsionali  geometrici  fra  10*  e  103  cio4 
fra  100  e  1000  e  medi  aritmetici  fra  2  e  3 ,  si  trovano  i  logaritmi  dei 
numeri  compresi  fra  100  e  1000  cioè  di  tre  cifre»  che  si  esprimono  del- 
l'intero 2  con  una  frazione  decimale»  e  cosi  di  seguito. 

104.  Si  è  convemilo  di  chiamare  earatteriniea  la  parte  Intera  del  lo- 
garitmo di  un  numero,  che  dev'essere  eguale  al  numero  delle  sue  cifre 
diminuito  di  tino  ;  cosi  i  numeri  interi  di  una  cifra  hanno  la  caratteri- 
stica jiero,  gl'interi  di  due  cifre  la  caraltcrisUca  1,  quelli  di  tre  cifre  la 
caratteristica  2,  ed  In  generale  l'intero  di  n  cifre  ha  la  Caratteristica 
n — I.  Perciò  qualunque  numero  <  che  iiuo  ò  potenza  intera  di  10»  dovrà 
avere  come  lagarrJtmo  un  inlero ,  che  ne  forma  la  earatterfstica ,  ed  nn 
fratto  decimale,  rlducendosi  il  logaritmo  alla  sola  earatterfstrca  per  fé 
potenze  fntére  della  base  10,  cioè  1  per  10,  2  per  100,  3  per  iOO'O,  ed 
flT  generale  n  per  10".  Per  lo  che  si  capisce  che  il  logaritmo'  ^el  pro- 
dotto di  un  numero  qualunque  a  per  la  potenza  ntin%a  di  10  ha  la  stessa 
parte  decimale  di  Lo;  giacché  denotando  per  m  la  caratteristica  e  per 
A  la  parte  decimale  di  La,  si  ottiene  giusta  '1  n.""  188  L(10iiXa)-i 
LIO» -f  L^a— n-fm  +  A,  e  quindi  la  sola  caratteristica  tn  si   aumenta 

di  n.  Lo  stesso  ha  luogo  rispetto  al  quoziente  di  un  nìimero  a  per  10**, 

a 
nel  quale  caso  si  diminuisce  la  sola  caratteristica,  essendo  ^Tad""  La 

-^LIO"  —  m  +  A— n. 

fUo.  U  iiiftudo  esposto  per  ritrovare  i  logaritmi  è  si  lungo  da  stancare 

27 
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la  pazienza  più  perseverarne;  gli  algebristi  sono  in  possesso  di  metodi 
più  brevi  per  mezzo  delle  serie;  ma  i  primi  calcolatori  dovettero  battere 
la  più  Icmga  via  onde  formare  le  tavoU  de*  logaritmi ,  che  un  grandis- 
simo vantaggio  han  recalo  alla  pratica  delle  scienze  esatte;  e  noi  deb- 
biamo questa  mirabile  invenzione  a  Giovanni  Nepero  da  Scozia  che  la 
pubblicò  nel  1614.  Questo  valentuomo  dedusse  la  teorìa  de'  logaritmi  dalle 
nozioni  della  meccanica  rispetto  al  moto  uniformemente  accelerato  ed  uni- 
forme, ed  ebbe  un  sistema  di  logaritmi  relativo  alla  base  0  —  2,71828183 
che  furono  da'  matematici  detti  ncUurali  o  iperbolici  per  ragione  dell' t- 
perbolà  equilatera  cui  si  riferiscono;  il  prof.  Borico  Brlggs  da  Oxford  pr^ 
pose  per  maggior  comodo  de*  calcoli  '1  sistema  della  base  10,  e  diede  le 
tavole  de'  così  detti  logaritmi  ordinari  nel  1618  e  1624;  ma  si  appar- 
tiene a  Giovanni  Keplero  da  Wiel  la  gloria  dì  aver  reso  per  dir  così  al- 
gebraica  la  teoria  de'  logaritmi,  che  seppe  dedurle  da'  rapporti  geome- 
trici, abbandonando  la  considerazione  estranea  del  movimento  introdotta 
da  Nepero.  Varie  e  moltiplici  sono  state' le  fatiche  de'  matematici  poste- 
riori, e  noi  per  brevità  ricordiamo  l'olandese  Adriano  Vlacq,  che  si  fece 
a  ristampare  le  opere  Inglesi,  e  poi  diede  nel  1636  un  compendio,  di  cui 
si  sono  fatte  moltissime  edizioni  ;  l' inglese  Sherwin  che  pubblicò  in  Lon- 
dra nel  1706  le  tavole  logaritmiche  de'  numeri  sino  a  101  000,  delle  quali 
si  hanno  cinque  edizioni;  il  suo  compatriota  Gardiner  che  diede  nel  1742 
le  tavole  sino  al  numero  102  100,  e  sono  da  noi  conosciute  per  le  tre 
diverse  edizioni  di  Firenze  del  1782,  1796,  1810  per  opera  de'  PP.  Ca- 
novai e  Del  Ricco  e  per  la  recente  4"  edizione  del  P.  Inghirami  ;  ed  in 
fine  il  francese  Callei  ,  di  cui  le  tavole  del  1795  sono  il  primo  resulta- 
menlo  prezioso  della  nuova  arte  dell'impressione  «fereoltpa  dovuta  a  Fir- 
min  Didol. 

Spiegazione  delle  tavole  de*  logaritmi  de*  numeri, 

196.  Tralasciando  per  ora  la  parte  delle  tavole  che  si  riferisce  alla  tri- 
gonometria, veniamo  a  dichiarar  l'altra  de'  logaritmi  de'  numeri  nella 
forma  stabilita  da  Gardiner,  che  nota  soltanto  la  parte  decimale  de'  lo- 
garitmi, polendosi  ben  conoscere  la  caratteristica  dietro  la  regola  f.inle 
del  n.°  191.  Le  tavole  prcsenlan  da  principio  nella  colonna  sognato  ;V  i 
successivi  numeri  da  1  a  1000,  e  nell'altra  segnata  Log.  i  rispettivi  lo> 
garitmi  con  20  cifre  decimali;  ma  da  1000  a  10  799  giusta  la  3""  edi- 
zione, che  sono  notati  di  seguito  nella  colonna  iVdi  ogni  pagina,  si  hanno 
nella  colonna  segnata  0  i  corrispondenti  logaritmi  con  7  o  8  decimali, 
dovendosi  le  cifre  fsolatc  riguardare  come  comuni  a'  logaritmi  del  nu- 
mero laterale  e  de'  seguenti. 

Così  per  es.  si  ha  L1026-"  •{•,0111474  con  indicare  per  mezzo  della 
stelletta  '1  posto  della  caratterislica;  L  1027  »  ^,0115704  ;  L1028  — 
4., 0119931;  L  10001»  ^,00004343;  ce.  E  siccome  i  logaritmi   de'  nu- 
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meri  rispetlivamente  decupli  contengono  la  stessa  parte  decimale  (n.*'  104), 
così  i  logerllmi  della  colonna  0  convengono  ancora  a*  nameri,  di  cui  le 
prime  quattro  o  cinque  cifre  sono  scritte  nella  colonna  N  e  l'ultima  ci- 
fra lero  forma  la  segnatura  della  colonna  0,  cioè  a'  numeri  10000, 10010, 
10  020,  10  030,  ec.  che  si  comprendono  di  10  in  10  fra  1000  e  108  000. 

1  logaritmi  de'  numeri  intermedi  si  trovano  per  mezzo  deiraltre  colonne 

segnate  coi  successivi  numeri  1,  2,  3. 9;  queste  colonne  contengono 

le  ultime  quattro  cifre  logaritmiche  dei  numeri,  di  cui  le  prime  cifre  sono 
scritte  nella  colonna  N  e  T  ultima  cifra  è  una  di  quelle  che  serve  di  se- 
gnatura alle  stesse,  essendo  le  prime  cifre  logaritmiche  espresse  dalle  cifre 
isolate  della  colonna  0,  che  si  devono  riguardare  come  scritte  a  sinistra 
delle  quattro  cifre  comprese  in  ciascuna  colonna.  In  questa  guisa  si  sta- 
bilisce un  metodo  uniforme  per  l'uso  di  tutte  le  colonne  segnate  0,1, 

2.  3 9,  che  contengono  sempre  le  ultime  quattro  cifre  logaritmiche 

dei  numeri  comprési  fra  10  000  e  108  000,  riferendosi  la  colonna  0  ai 
numeri  terminati  per  ^sero,  la  colonna  1  ai  numeri  terminati  per  uno,  la 
colonna  2  a  quelli  terminati  per  due,  e  cosi  di  seguito  sino  a  nove;  e 
per  maggior  comodità  de'  calcolatori  in  testa  di  ciascuna  pagina  fuori  il 
quadro  delle  tavole  é  scritto  il  numero  dietro  il  segno  N,  e  le  prime  tre 
o  quattro  cifre  logaritmiche  dietro  il  segno  L. 

Laonde  volendo  il  logaritmo  di  un  dato  numero  al  di  là  di  10  000,  in 
1^  luogo  si  cercano  le  prime  quattro  o  cinque  cifre  del  numero  nella  co- 
lonna iV,  e  si  prendono  nella  colonna  0  le  cifre  Isolate,  che  vi  corrispon^ 
dono  allato  o  le  pia  prossime  in  alto,  e  queste  sono  le  prime  cifre  deci- 
mali del  logaritmo.  In  2**  luogo  si  segue  coli' occhio  la  linea  orizzontale 
delle  cifre  di  N,  6nchè  si  giunge  alla  colonna  segnata  coli' ultima  cifra 
del  numero  dato,  in  cui  si  devono  prendere  le  ultime  quattro  cifre  del 
logaritmo  richiesto  ;  ciò  ch'è  conforme  alla  pratica  della  tavola  pittago- 
rica,  trovandosi  le  ultime  quattro  cifre  logaritmiche  nel  rincontro  delle 
due  linee,  l'una  orizzontale  del  numero  della  colonna  N  e  l'altra  verti- 
cale dell'ultima  cil/a  da  alto  io  basso  o  da  basso  in  allo  secondo  la  mag- 
giore agevolezza  dell' occhio  rispetto  alla  posizione  del  numero  di  iV  nella 
*  mezza  pagina  superiore  o  inferiore. 

Così  volendo  il  logaritmo  di  19464,  si  cerca  1946  nella  colonna  iV,  al- 
lato del  quale  nella  colonna  0  si  trovano  le  cifre  comuni  289,  e  nella  co- 
lonna 4  al  rincontro  delle  due  linee  menzionate  le  quattro  cifre  2321  ; 
e  quindi  si  ha  L  19464'- «,2892321.  Si  domandili  logaritmo  di  10913; 
nella  colonna  iV  si  trova  1091  ,  e  le  cifre  comuni  sono  le  più  prossime 
in  allo  della  colonna  0  cioè  037,  trovandosi  nel  rincontro  delle  linee  nella 
colonna  3  le  quattro  cifre  9442,  cioè  si  ha  LI 94 64— «,0379442.' Si  voglia 
il  logaritmo  di  101318;  nella  colonna  iVsi  cerca  10131,  cui  corrispondono 
le  cifre  isolate  0056  e  le  quattro  cifre  8661  della  colonna  8,  e  L 101318— 
«,00568661. 

Siccome  i  logaritmi  vanno  successivamente  crescendo  al  crescer  dei  nu- 
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meri,  così  da  prima  si  aomentano  le  ultime  quattro  cifre  ,  che  si  sco* 
prono  nelle  tavole  successivamente  maggiori  sino  ad  un  certo  punto;  poi 
si  aumenta  di  1  il  numero  isolalo  della  colonna  0  ch'esprime  le  cifre  co- 
muni, e  l'ultime  quattro  cifre  riescono  minori  delle  precedenti.  Allora  le 
cifre  isolate  della  colonne  0  non  possono  eQsere  comuni  al  sistema  delle 
quattro  cifre  delPintcra  linea  orizzontale,  in  cui  ha  luogo  la  diminuzione 
anzidetta;  per  lo  che  si  è  pensato  d'interromper?  la  linea,  facendo  seguire 
in  un'altra  plb  bas5:a  la  serie  delle  quattro  cifre  minori;  di  scrivere  nella 
colonna  0  in  corrispondenza  alla  linea  bassa  le  cifre  comuni  precedenti 
coirau(Q^nto  di  wnct  ;  e  di  mettere  uno  spazio  bianco  nella  colonna  N , 
affinché  s*  in  tenda  che  le  due  linee  orizzontali  interrotte  appartengono  allo 
slesso  numero  di  N  scritto  allato  della  linea  alta.  In  questa  guisa  il  cal- 
colatore vedendo  nel  rincontro  delle  due  linee  orizzontale  e  verticale  uno 
spazio  bianco  ,  resta  subito  avvertito  dello  abbassamento  della  linea  ,  e 
prende  II  giusto  logaritmo:  così  ottiene  per  esempio  L  ICMH^^^i ,0400086; 
L  34328- «i», 3861064;  ec. 

107.  In  ogni  pagina  dopo  la  colonna  9  se  ne  trova  un*a^tr^  segnala  D, 
in  cui  si  sono  notate  le  differenze  del  logaritmi  contigui .  che  sempre  si 
riferiscono  alle  ultime  cifre  logarìtmiche  cioè  agli  ultimi  posti  decimali; 
ed  un'ultima  colonna  segnata  P.  p.  contenente  le  tawtlette  relative  a  cia- 
scuna dlfferenia,  che  dicesi  matginaU^  delia  colonna  D,  In  ogni  tavoletta 
sono  notate  le  ultime  cifre  logaritmiche  »  che  si  devono  al  logaritmo  di 
un  numero  aggiungere  per  ottenere  successivamente  i  logaritmi  dello  stesso 
numero  aumentato  di  qqo,  due,  ec.  sino  a  nove  decimi ,  troyandosi  di- 
sposte In  una  colonna  le  successive  cifre  de*  decimi  ed  in  un'altra  le  cor- 
pispondenli  ultime  cifre  logaritmiche,  che  si  denotano  col  nome  di  parli 
proporzionali.  Volendo  calcolare  le  part^  proporzionali ,  si  è  supposto , 
che  i  logaritmi  crescono  proporzionalmente  ai  numeri,  ciò  che  non  è  esatto; 
ma  sì  riguarda  come  soIBciente  l'approssimazione  che  ne  resulta  ,  e  noi 
stabiliremo  il  principio  generale  di  questi  calcoli. 

Siano  fi,  n  +  1  due  numeri  contigui ,  <  e  £  i  rispettivi  logaritmi  ,  n 
esprima  un  numero  compreso  fra  nen  +  1  ,  e  V  il  suo  logaritmo.  Sap^ 
ponendo  il  rapporto  dei  logaritmi  eguale  a  quello  dei  numeri,  possiamo 
stabilire  le  due  proporzioni 

n:  n  +  1  ::<£:...  n  :  n'  ::  i  :  l\ 
che  si  trasfortnano  (num.»  137)  nelle  seguenti 

'  1  :  n  ;:  L — l  :  l,..n*'-^n  :  n  ;;  V — (  :  ^, 
che  per  ragione  dei  conseguenti  comuni  dannò  origine  alla  proporzione 
\  X  n* — n  ::  L — 2  :  V — 2  (n.«  175),  o  sia  U  differenxé  dei  nuimri  sono 
proporxionali  alle  differenze  d9i  rispeUivi  logaritmi.  Chiamando  D  la 
differenza  L — l  dei  logaritmi  contigui  notata  nelle  tavole,  ed  «  Il  4®  pro- 
porzionale V — 2,  si  ha  1  :  n*— *n::D  :  «—  (n* — n)  D  ;  e  siccome  da* 
/'—  2  —  OS  si  deduce  2'— 2+  x,  così  il  valore  di  x  esprime  ciò  che  deve  ag 
giungersi  al  logaritmo  di  n  per  resultarne  quello  di  n\  Se  si  suppone  la 
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differenza  n* — n  dei  natneri  espressa  dalle  saceessive  cifre  de'  decimi ,  ai 
può  formare  la  seguente  tavola  dei  valori  di  j;  per  qualunque  differenza  D 

Tavola  generale  delle  parli  proporzionali 
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La    prima    differenza    dalia  '  colonna    D   è    435  ,    cioè    si    h«  ^^? 

1>^0,0000435,  e  sostituendo  nelle  formule  di  x  della  tavola  supe-  ^    44 

2    87 
rioie,  si  ottengono  successivamente  i  valori  44,  87,  131, 174,  ec.  «  jol 

che  si  scrivono  come  qui  allato,  e  si  riferiscono  alle  ultime  cifre  4 
logarìtmiche.  Nello  stesso  modo  si  sono  calcolate  le  parti  propor-  5 
ziónali  per  cioscona  differenza,  che  alcune  volte  si  trovano  al  basso  JJ 
della  pagina  in  linea  orizzontale,  avendo  riguardo  alla  loro  mol-  g 
ilpUcitè.  9 

Le  differenze  marginali  successivamente  decrescono  df  1,  corrispondendo 
più  distanti  pei  numeri  più  grandi,  e  da  435  si  giunge  alla  più  piccola  43. 
Dal  numero  10000  della  colonna  lY  le  differenze  cominciano  da  capo , 
cioè  sono  435,  434,  ec  sino  a  40§;  ma  in  questo  caso  le  tavole  danno 
i  logaritmi  con  8  cifre  decimali,  quindi  nelle  formale  si  deve  sostituire 
|>— 0,00000435.  Così  derivano  le  stesse  cifre  significative  di  sopra  per 
ie  parti  proporzionali  da  riferirsi  agli  ultimi  degli  otto  posti  deci- 
meli, e  per  comodo  dei  calcolatori  sono  state  di  nuovo  scritte  le  sleaee 
taiooleite  nella  colonna  P.  p. 

La  formula  x^(n* — n)D  può  dare  ancora  le  parti  proporzionaU  per  il 
logaritmo  di  un  numero  aumentato  da  0,  01  sino  a  0,  09,  facendo  n' — n 
eguale  alle  successive  cifre  de'  centesimi;  ed  egli  è  chiaro  ,  che  le 
parti  proporzionali  delle  cifre  de*  centesimi  derivano  da  quelle  dei  de- 
cimi divise  per  10.  Onde  la  stessa  tavoletta  de'  decimi  può  ancora  ser- 
vire per  le  cifre  dei  centesimi,  avvertendo  soltanto  di  scrivere  la  parte 
proporzionale  con  una  cifra  al  di  fuori  in  riguardo  all'ultima  cifra  loga- 
ritmica del  numero.  Similmente  prendendo  per  n* — n  i  valori  successivi 
da  0,001  sino  a  0  0,009,  si  ottengono  le  parti  proporzionali  per  le  cifre 
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de'  millesimi,  che  si  possono  pare  derivare  da  qaelle  dei  decimi  divise 
per  100;  perciò  in  simile  caso  si  deve  scrivere  il  numero  della  tavoletta 
ma  con  due  cifre  infuori;  e  cosi  di  seguilo.  Quindi  le  sole  tavolette  dei 
decimi  scritti  nella  colonna  P.  p,  bastano  per  gli  aumenti  dell'ai  tre  cifre 
decimali ,  ed  il  calcolatore  è  dispensato  in  tutti  i  casi  di  servirsi  della 
formala  x  — (n* — n)D,  che  può  includere  delle  moltiplicazioni  e  di\Hsioni 
non  dovendo  fare  altro  che  delle  semplici  addizioni. 

Si  domandi  il  logaritmo  del  numero  10001,64. 

La  differenza  de'  logaritmi  de'  numeri  contigui  10001  e  1002  ò  435 , 

prendendo  le  parti  proporzionali  nella  tavoletta  di  435  si  ha 

L  iOOOl       —^,0000434 

per  0,6    — 261 

0,04  - 174 

L  lOOOl  ,64  ««{.,0000712(4 

Sia  il  nomerò  espresso  da  10001,438. 

L  10001  -  ^  ,0000434 

0,4      - ..174 

0,03    — 131 

0,008- 348 

L  10001,438  «^i*  ,000062458-  ^  ,0000625. 

Se  il  numero  cDjitieoe  altre  cifre,  queste  non  produrranno  alcun  effetto 
sn  la  7*^  cifra  logaritmica,  ma  si  bene  so  le  ulteriori  nel  caso  che  i  lo- 
garitmi ne  avessero  più  di  sette. 

Nelle  tavole  di  Callet  per  ragione  delle  differenze  inoliiplici  delle  pri- 
me quattro  pagine  le  parli  proporzionali  sì  trovano  allato  delle  sole  dif- 
ferenze impari  da  425  a  345,  e  l'autore  alla  pagina  17,  xii  prescrive  di 
prendere  le  parti  proporzionali  della  differeuza  pari  nella  tavoletta  pre- 
cedente ,  accrescendole  di  uno  dalla  cifra  4  in  poi ,  o  bene  quando  le 
parti  della  stessa  cifra  nella  tavoletta  precedente  e  seguente  differiscono 
di  2.  Qui  per  tavoletta  precedente  é  da  intendersi  quella  della  differenza 
idipdri  più  piccola,  cioè  423  è  la  precedente  di  424,  421  di  422,  ce;  e 
questa  regola  può  dare  la  differenza  di  uno  rispetto  alle  parti  proporzio- 
nali delle  differenze  pari  delle  tavolette  di  Gadiuer,  che  si  reputa  da  poco. 

Uso  d€lle  tavole  de*  logaritmi  de*  numeri. 

198.  Problema  4,^  Dato  tifi  numero^  trovare  U  suo  logaritmo  per  mezzo 
delle  tavole. 

Questo  problema  comprende  vari  casi  secondochè  il  dato  numero  è  in- 
tero 0  frano,  che  si  racchiude  nei  limiti  delle  tavole  o  si  estende  al  di 
là;  e  noi  ci  facciamo  a  percorrerli  successivamente. 

y**  Caso,  Sia  il  dato  numero  un  intero  di  n  cifre.  Secondo  il  dettato 
del  n.**  194  la  caratteristica  del  suo  logaritmo  è  n — 1  ;  e  se  il  numero 
non  eccede  108000,  si  trova  nelle  tavole  la  parte  decimale  del  logaritmo, 
come  già  si  è  insegnato. 
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Cosi  volendo  il  logaritmo  di  87433  ,  si  scrive  in  1*^  luogo  la  ca ratte- 
ristica  4;  poi  si  eerca  nella  colonna  N  il  n"  8745  ,  si  prendono  le  cifre 
isolale  della  colonna  0  al  di  sopra  911  e  le  quattro  cifre  77yi7  della  co* 
lonna  3;  e  si  ottiene  L  87453—4,9417747. 

t^  Caso.  Sia  il  dato  namero  un  intero  di  n  cifre  segnilo  da  m  cifre 
decimali.  La  caratteristica  del  logaritmo  sarà  n — 1,  cioè  quella  che  com- 
pete al  namero  di  n  cifre  intere,  e  la  parie  decimale  sarà  la  stessa  del 
logaritmo  di  lutto  il  numero  considerato  indipendentemenie  dalla  virgola 
o  sia  come  un  intero  di  n-\-m  cifre.  Imperciocché  dando  alla  frazione  de- 
cimale impropria  l'aspetto  di  frazione  ordinaria  si  ha  il  numeratore  espresso 
da  lotto  il  numero  dì  n-f  m  cifre  riguardato  come  intero,  che  chiamiamo 
a,  ed  il  denominatore  da  IO**'.  Chiamando  A  la  parte  decimale  di  La , 
che  ha  n^m — 1  per  caratteristica,  siccome  LIC"  si  riduce  alla  sola  ca- 
ratteristica m  (n°  194),  così  il  logaritmo  delif  anzidetta  frazione  cioè  del 
numero  proposto  sarà  La — LIO"'— H+m — l-fj^ — m— n— 1  caratteristica 
+A  parte  decimale.  Onde  se  il  numero  dato  è  compreso  nei  limiti  delle 
tavole,  si  determina  da  prima  la  carati  eristica  in  riguardo  alle  sole  cifre 
intera,  poi  si  cerca  nolle  tavole  il  numero  senz'aver  riguardo  alla  virgola, 
e  si  trova  la  parte  decimale  del  logaritmo.  Volendo  per  esempio  il  loga- 
ritmo di  10,7453,  si  scrive  la  caratteristica  1  competente  a  10,  si  cerca 
nella  colonna  N  il  numero  10745,  si  prendono  le  cifre  comuni  0312  nella 
colonna  zero  al  di  sopra,  e  le  quattro  cifre  1855  nella  colonna  3;  e  si 
ottiene  L10,7453-1, 03121855. 

S"  Caso,  Sia  il  dato  numero  iV  intero  o  decimale  improprio  al  di  là 
del  limite  delle  tavole.  La  caratteristica  si  regola  al  solito  col  namero 
delle  cifre  Intere  diminuito  di  uno;  ma  la  parte  decimale  del  logaritmo 
è  costante  sia  che  le  cifre  di  N  appartengono  tutte  ai  posti  degl'interi  o 
pure  in  parte  agi' interi  ed  in  parte  ai  decimali,  qualunque  sia  il  posto 
Decapato  dalla  virgola,  e  ciò  in  forza  del  n.^  194,  non  producendo  lo 
spostamento  della  virgola  che  moltiplicazione  o  divisione  per  10,  100,  ec. 
(  aritmetica  n.**  95  ).  Si  è  per  questo  che  la  teoria  già  stabilita  per  gli 
aumenti  de'  logaritmi  relativi  agli  aumenti  de'  decimi,  centesimi,  mille- 
simi, ec.  de'  numeri  interi  conviene  al  presente  caso ,  e  mercè  la  stessa 
ci  faremo  a  determinare  colle  tavole  i  logaritmi  de'  numeri  al  di  là  del 
limite  stahilito. 

In  1^  luogo  abbia  il  numero  N  sei  cifre ,  che  compongono  un  namero 
maggiore  di  1Ó8  000  limile  delle  tavole,  e  sia  per  es.  iV— 476538.  La 
caratteristica  del  logaritmo  sarà  5,  e  la  parte  decimale  corrisponderà  a 
quella  del  logaritmo  del  namero  47653,8,  essendo  47653,8X10—476538, 
perciò  dopo  avere  scritto  la  caratteristica  5  si  cercherà  nelle   tavole  il 

L  47653  —5,6780902  logaritmo  di  47653;  nella  differenza  marginale  92 

per  8 74  si  prenderà  la  parte  proporzionale  della  cifra  8, 

f  ATAKiQ    H4i-7QA<y7n  ^^^^  ^^  apparlcnesse  al  posto  de'  decimi,  che  do- 

L  47ti5J8-5,6780976  ^,^4  scriversi  sotto  le  ultime  cifre  logaritmiche;  e 
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fattane  la  lomma ,  si  avrà  il  logaritmo  di  iV  con  sette  decimali.  Abbli 
iV5|6780976  selle  cifre  colle  prime  sei  soggette  alla  èundizlone  di  so- 
pra, e  sia  per  esempio  ^V— 572,1347.  Siccome  si  ha  572,1347x100» 
57213,47,  cosi  dopo  aver  notalo  la  caratteristica  2  conveniroio  nt  n  ®  dr 

L  672-13    i^S  7574947  ^^^  ^'^''^  intere  si  cerca   nelle,  tavole  il  Ioga- 

p*c^  4  ....! 30  ritmo  di  57213   e  nella   differenza   marginale 

7.* .'.!!!!'.'.'..*. 53  "^^  ®*  prendono  le  parli   proporzionali  per  le 

K^ri  4  0ài¥    a'i4wÌlÀ€^a^9  ^^^^^  4  e  7  considerate  come  decimali,  scrl- 

L  572,1347— 2j7074V82}3  yendo  la  prima  sotto  le  oltime  cifre  logarit- 

miciie  {  e  la  seconda  con  a'na  cifra  al  di  fuori ,  come  qui  alhto.  Che  -e 
il  numero  N  atesse  otto'  a  più  cifre^  la  3*  parte  proporzionale  e  le  altre 
poco  o  niente  inSairebbero  all'  aumento  delle  cifre  logaritmiche ,  non  al- 
trimenti di  ciò  che  si  è  ootato  (n4^  197  in  fine). 

In  2*^  luogo  abbia  N  sette  eifre,  e  le  prime  sei  compongano  un  numera 
minore  di  108000.  Allora  il  logaritmo  delle  prime  sei  cifre  si  trova  im- 
mediaiamenle  nelle  tavole  con  otto  decimali  ;  ed  operando  tome  sopra , 
si  prende  nella  dilTerenza  marginale  la  parte  proporzionale  della  "t*  cifra» 
come  se  fosse  del  posto  de'  decimi ,  che  si  scrive  sotto  le  nltirne  cifre 
logaritmiche;  la  somma  esprime  il  logaritmo  cercato.  Cosi  per  iV— 1079,453 
e  per  iV— 1,0794539  si  ottiene 

L  1079^  -3/03320253  ...i.  L  10794,5    -4,03320253 

per  3..Ì4 121  3. 121 

L  1079^453-3,0332a3l'4  2^^^^^^^^^^^^^^^^ 

L  1Ò704,532-4,0;i82o;i82(l 

.  E  per  un  numero  di  nove  o  più  cifre  non  è  sensibile  r  aumento  del 
logaritmo  calcolato  con  otto  decimali. 

4*  Caso.  Sia  il  numero  dato  N  un  fratto  decimale  proprio  dell>>rdine 
fnfimo,  e  la  1*  cifra  significativa  abbia  luogo  al  posio  p,  cominciando  a 
contare  p— 1  per  1  decimi;  ed  egli  è  chiaro  che  p — 1  esprime  il  numero 
de'  primi  posti  occupati  da  xeri.  Riguardando  la  frazione  decimale  A' cerne 
ordinaria  «  si  ha  il  numeratore  espresso  dal  numero  della  frazione  d<*ci- 
male  indipendentemente  dalla  virgola,  che  chiamiamo  a^  di  cui  il  numero 
delle  cifre  è  m^p—'ì  )  — m — p+ 1,  ed  il  denominatore  10*^.  Se  si  denota 
per  A  la  parte  decimale  di  La»  si  ha  LA'—La— ^i.  10'"  — m — p-f  A  —  m, 
cioè  si  stabilisce  la  formula  segnata  (A)  LN^ — ^p+A,  che  .dà  il  logaritmo 
di  un  fratto  decimale  proprio  colla  tola  caratteristica  negativa  eguale  al 
numero  del  poeto  della  cifra  signifieativa  dell'ordine  piik  elevato,  euendo 
la  parte  decimale  postava  quella  notata  nelle  tavole  come  logaritmo  del 
numeratore.  Volendo  poi  il  Ioga  ritmo  tutto  negativo,  si  trasforma  l'equa- 
zione (A)  in  LiV-*  — (p — 1+1 — à);  e  supponendo  1 — A— A*,  si  ottiene  la 
formula  segnala  (B)  LiV— — (p  —  i-^-K);  cioè  '1  logariimo  negativo  colia 
caratteristica  p — 1  e  la  parte  decimalo  K,  che  dicesi  complemento  arit- 
metico di  A;  e  quindi  si  slabilisce  che  il  logaritmo  tutto  negativo  di  un 
fratto  decimale  proprio  ha  la  cartUt eristica  eguale  al  numero  del  posto 
della  cifra  significativa  dell'  ordifie  più  elevato  diminuito  di  uno ,  e  la 
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ed  i  metii  aritmetici  0,84»0  9804  00 0,8450  9804  00; 

dunque  10*'»845o9  So  _7  presso  a  poco  o  sia  L7— 0»8450980. 

Sebbene  il  numero  5  sia  primo,  pare  il  suo  logaritmo   si  deriva   da 

10 
quello  di  10  eh' è  1;  perchè  si  ha  tf  — -^^  e  quindi  L5— LIO— L2— 1^- 

0,3010300-^0,6989700. 

Trovati  i  logaritmi  de*  numeri  primi  2 ,  3 ,  5 ,  7  ,  si  hanno  facilmente 
quelli  degli  altri  numeri  4,  6,  8,  9  compresi  fra  1  e  10;  giacché  per  la 
teoria  già  stabilita  al  num.**  188  dall'equazione  4 -"2*  si  deduce  L4— 2L2«» 
2x0,3010300—0,6020600;  l'equazione  6  —  2x3  dà  L6— L2  +  L3-' 
0,3010300  +  0,4771213-0,7781513;  l'equazione  8-2x4  dà  L8-L2  + 
L4  —  0,3010300  +  0,6020600  .  0,9030900  e  finalmente  9 -i  3*  dà  L9— 2L3 

—  2x0,47712125  —  0,9542425;  potendosi  in  generale  stabilire  che  i  lo* 
garitmi  de'  numeri  interi  di  una  cifra  sono  compresi  fra  0  e  1  cioè  re- 
sultano frazioni  decimali  proprie. 

Collo  stesso  metodo  d'inserire  successivamente  de'  medi  proporzionali 
geometrici  fra  10'  e  10*  cioè  fra  10  e  100,  e  de'  medi  aritmetici  fra  1 
e  2  sono  stati  trovati  i  logaritmi  de'  numeri  primi  compresi  fra  10  e 
100  cioè  di  due  cifre,  deducendo  in  seguito  da  questi  i  logaritmi  del 
numeri  non  primi;  e  si  è  stabilito;  che  1  medesimi,  come  quelli  che  sono 
compresi  fra  1  e  2,  si  esprimono  dell'intero  1  con  nna  frazione  decima- 
le. E  se  s'inseriscono  medi  proporzionali  geometrici  fra  10*  e  103  cioè 
fra  100  e  1000  e  medi  aritmetici  fra  2  e  3 ,  si  trovano  I  logaritmi  dei 
numeri  compresi  fra  100  e  1000  cioè  di  tre  cifre,  che  si  esprimono  del- 
l'intero 2  con  una  frazione  decimale,  e  cosi  di  seguito. 

194.  Si  è  convenuto  di  chiamare  caratteriitica  la  parte  intera  del  lo- 
garitmo di  un  numero,  che  dev'essere  eguale  al  numero  delle  sue  cifre 
diminuito  di  uno  ;  cosi  i  numeri  interi  di  una  cifra  hanno  la  caratteri- 
stica %troy  gl'interi  di  due  cifre  la  caratteristica  1,  quelli  di  tre  cifre  le 
caratteristica  2,  ed  in  generale  l'intero  di  n  cifre  ha  la  caratteristica 
n — 1.  Perciò  qualunque  numero,  che  non  è  potenza  intera  di  10,  dovrà 
avere  come  lugarilmo  un  intéro ,  che  ne  forma  la  caratteristica ,  ed  un 
fratto  decimale,  riducendosi  il  logaritmo  alla  sola  caratteristica  per  le 
potenze  intere  della  base  10,  cioè  l^per  10,  2  per  100,  3  per  1000,  ed 
in  generale  n  per  10".  Per  lo  che  si  capisce  che  il  logaritmo  del  pro- 
dotto di  un  numero  qualunque  a  per  la  potenza  nitm«  dì  io  ha  la  stessa 
parte  decimale  di  La;  giacché  denotando  per  m  la  caratteristica  e  per 
A  la  parte  decimale  di  La,  si  ottiene  giusta  '1  n."*  188  L(10»xa)  — 
LlOn  +  La  — n+m  + Al  e  quindi  la  sola  caratteristica  m  si   aumenta 

di  n.  Lo  stesso  ha  luogo  rispetto  al  quoiiente  di  un  numero  a  per  10", 

a 
nel  quale  caso  si  diminuisce  la  sola  caratteristica,  essendo  L  -rrri  ^  L  a 

—  LIO"  — m-f  A— n. 

195.  Il  metodo  esposto  per  ritrovare  i  logaritmi  è  si  lungo  da  stancare 

27 
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Tavola  d$'  Co-Logaritmi  a  40^ 


Valore 
di  f 

1"  cifra  sigDìr.  di  JV 
al  posto  dei 

Co-Log.  di  N 

1 

decimi                |          9  +  A 

2 

cente$imi 

8  +  A 
7  +  A 

3 

millesimi 

4 

diecimillesimi 

6  +  A 

5 

centomillesimi 

»  +  A 

6 

miliou^$imi 

4-f  A 

7 

dieeimilionesimi 

3  +  A 

8 

centomilionesimi 

2  +  A 

ec. 

ec. 

ec* 

Per  rendere  giusto  il  resoltamento ,  chiamando  n  il  numero  de'  Co-lo- 
garitmi sommati ,  si  prescrive  di  sottrarre  n  x  10  ;  e  non  potendosi  ciò 
effettuare,  si  sottrae  il  maggior  multiplice  possibile  f^XiO ,  riguardando 
il  residuo  come  Co-logaritmo  a  (» — ^)10.  Se  la  proposta  frazione  deci- 
male ha  iero  ne'  primi  nove  posti,  si  ha  p— 10 ,  ed  il  Co-logaritmo  re^ 
sulta  0+A  cioè  con  zero  caratteristica  e  la  parte  decimale  A;  naa  »el  caso 
di  p— 11,  il  suo  Co-logaritmo  è  negativo  10 — ll-fA>  perciò  si  cade  nello 
stesso  inconveniente.  In  questo  caso  conviene  di  prendere  il  Co-logaritmo 
ad  un  numero  maggiore  di  10 ,  ciò  che  si  farà  seoz'alcuna  difficoltà ,  a- 
fendo  riguardo  ai  principii  generali  già  stabiliti  pe'  Co^logarilmi  a  qua- 
lunque numero  C» 

Applicazioni  del  4^  Caso. 

1."  Si  cerchi  il  logaritmo  di  iV— 453x0,6x0,4.  Secondo  la  teoria  dei 
logaritmi  (n.""  188)  si  ha  L  iV-L453+L0,6-f  L0,4  ;  «d  impiegando  i  Co-L 
a  10  per  gli  ultimi  due  si  ottiene 

L  4tt3-  2,6560982 
-f  Co-L  0,6—  9,7781513  a  10 
.  +CO-L  0.4—  9,6020600  a  10 

Co-L  N  -22,0363095  a  20 
sottraendo       20 

si  ha  L  JV  -'~2,0363095.~' 
Sa  fosse  dato  JV— 453  X  0,06  x  0,04,  si  avrebbe 

L  453-  2,6560982 

+CO-L  0,06-  8,7781513 

+CorL  0,04-  8,6020600 

20,0363095,  e  sottraendo  20, 
L  iV  -  0,0363095. 
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3/  SI  eerehi  il  logaritmo  di  i^»0,6K432xO,0067. . 

Co*t  0»65432—  9,8157903 
+CO-L  0,0067  -  73260748 
Go-L  N  .17,6418650  a  30; 

noD  potendosi  dalla  somma  de*  doe  Go-logariimi  sourarre  3x10—20»  s* 
sottrae  II  10  »  ciò  che  si  effettaa  con  tagliare  la  cirra  1  di  diecina  della 
caratteristica  17,  e  si  riguarda  7,6418650  come  Co^L  a  10. 
3.*"  Si  cerchi  il  logaritmo  di  JV*-0,0065433xO,0006xO,00000  000009. 
Per  le  prime  due  fraziool  si  prendono  i  Co-logaritmi  a  10,  e  per  la 

3*  a  30;  quindi  si  ha 

Go-L  0,0065432  -  7,8157902  a  10 

+C0-L  0,0006  »  6,7781513  a  10 

+G0-L  0,00000  000009-  9,9542425  a^20^ 

Co-L  N  ^24,5481840  a  40, 

la  somma  resulu  un  Co-L  a  10+10+20—40,  ma  troncando  20,  si  ha  il 
reaidao  4,5481840  OhL  a  20. 

4/  Si  cerchi   il   logaritmo  del  prodotto  JV-^  0,00000  00000  0063  x 
0,00000  0004. 
11  1^  Co-logaritmo  si  prende  a  ^0  ed  il  2^  a  10,  e  si  ha 
Co-L  0,00000  00000  0063-7,7993405  a  20 
+CO-L  0,00000  0004  -1,6020600  a  10 

CO^LIV  -9,40U005  a  30 

da  coi  nessuna  volta  si  può  sottrarre  il  10,  che  perciò  resta  Co-logarit- 
mo a  30. 

Gli  autori  nelle  introdazioni  alle  tavole  de'  logaritmi  prescrivono  di 
prendere  il  Co-logaritmo  a  100  nel  caso  che  non  possa  prendersi  a  10 , 
come  poò  vedersi  nella  pag.  xjjj,  13  della  3*  edizione  di  Gardiner.  Onde 
nel  nostro  caso  si  avrehhe  nella  sapposizione  di  C  — 100  per  p  — 13  la 
caratteristica  100 — 13—87,  e  per  p—9  la  caratteristica  100—9—91,  cioè 
Co-L  0,00000  00000  0063-"  87,7993405 
+GO-L  0,00000  0004  —  91,6020600 

Co-L  JV  -179,4014005  a  200 

che  poi  si  riduce  a  79,4014005  cioè  ad  un  Co'L  a  100  per  la  sottrazione 
di  100  dalla  caratteristica.  Però  non  credano  i  principianti  che  quéUo 
precetto  sia  euensiale ,  potendosi  prendere  il  complemento  logaritmo  a 
qualunque  siasi  numero  C,  come  sopra  sr  è  veduto;  nemmeno  è  necessa- 
rio di  prendere  nello  stesso  cakolo  i  vari  Co-logaritmi  in  riguardo  silo 
stesso  numero ,  potendosi  Impiegare  dei  numeri  diversi ,  come  pure  si  è 
notato.  Basta  soltanto  che  si  tenga  conto  di  questi  numeri  per  conoscerne 
la  soiMBa  relativamente  a  cui  resulta  il  Co-logaritmo  finale  del  calcolo; 
e  noi  vedremo  in  seguito  eh' è  lo  stesso  dire  9,4014005  Co-logaritmo  di 
iV  a  30  0  pure  79,4014005  Co-logaritmo  di  JV  a  100,  verificandosi  sem- 
pre 30—9-100—79—21. 

Finalmente  se  il  logaritmo  della  frazione  decimale  propria  si  deve  nel 
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calcolo  da  od  allro  sottrarre,  in  questo  caso  con?iene  far  aso  di  quello 
tatto  negativo  •— (ji — Ì+K)  della  formala  (B),  che  giusta  la  regola  del 
segni  (n.^  18)  si  cangia  nel  positivo  p — 1+if;  6  per  ragione  di  IT— 1 — A 
si  deve  prendere  il  complemento  ad  1  delle  cifra  logaritmiche  scritte 
nelle  tavole  allato  del  numero  della  frazione  proposta ,  il  che  si  elTeltat 
a  colpo  d'occhio,  contraendo  Tabito  di  scriTere  il  complemento  a  10  del- 
l'ultima cifra  a  destra,  e  a  9  delle  seguenti  (aritm.  n.®  16). 

Avendo  riguardo  al  maggiore  comodo  de'  calcoli ,  ci  facciamo  qui  ad 
inserire  la  seguenta 

Tavola  de*  logaritmi  negativi  delle  fraxioni  decimali 

poHtivamente  preti. 


Valore 
dip. 

1 

1*  cifra  signif.  di  iV 
al  posto  dei 

Log.  di  Ff 
positi V.  preso 

decimi 

O  +  JT 

2 

cenieeimi 

i^K 

3 

millesimi 

2  +  ir 

4 

diecimilletimi 

3  +  K 

tt 

centomillesimi 

4  +  jr 

6 

milionesimi 

5  +  ir 

7 
8 

diecimilionesimi 

6  +  jr 

eentomilùmesimi 

T-ì-K 

1     ec. 

ec. 

ec. 

453 
Così  nel  caso  di  &—  0*0072  ^'  ^^^'®°®  Lo— L453*— L0,0072;  e  scritto  il 

logaritmo  di  453,  pel  logaritmo  negativo  di  0^0072  si  scrive  la  cara  Ite- 

.ristica   2  ,  ed   in  vece  delle  cifre  logaritmiche  allato  di  72 ,  che   sono 

8573325 ,  si  scrive  5  complemento  a  10  dell'  ultima  cifra  5  »  7  compie* 

mento  a  0  di  2,  6  complemento  a  9  di  3  ec.  come  si  vede  qui  sotto 

L453    —    2,6560982 

— L  0,0072^+2,1426675 

L6        -    4,7987657" 

5."  Caso,  Sia  il  numero  dato  un  fratto  ordinario ,  e  si  sopponga  il 

b  b 

fratto  proprio  ^.  Secondo  la  teoria  de'  logaritmi  si  ha  L^  — L6 — Ld ,  e 

questa  differenza  resulta  negatira ,  essendo  per  ipotesi  d>b  ;  dunque  i7 
logaritmo  di  una  frazione  propria  è  negativo,  ' 

Il  metodo  de'  complementi  può  ancora  estendersi  alle  frazioni  ordina- 
rie, aggiungendo  10  ai  loro  logaritmi  per  renderli  positivi,  e  si  dirà 


2ti 

b 
Go-Lj«>Lfr-hlO  — Ld;  asti  per  maggior  semplLciU,  arendo  aotlo  gli  oc- 
d 

cbi  nelle  tavole  le  cifre  di  L  d,  si  fa  mentalmente  la  loro  aottratione  da 

10  con  prendere  il  complemento  a  10  della  sola  1^  cifra  a  destra  ed  il 

complemento  a  9  delle. segaenti,  inclusa  la  caratteristica  propria  di  Ldf 

e  le  cifre  di  complemento  si  scrivono  sotto  quelle  corrispondenti  di  L6. 

Siccome  il  numero  in  questo  modo  scritto  corrisponde  a  10 — Ld  cioè  a 

h 
Go-Ld  rispetto  a  10, così  la  somma  di  L(  +  Co-Ld  darà  il  Co-L^alOs 

Quindi  ne'  calcoli  logaritmici  delle  fraxioni  ordinarie,  si  prescrivono  le 
atesse  regole  de'  Co-L  de' decimali,  cioè  se  si  sono  introdotti  nella  som- 
ma un  numero  n  di  Co-L,  si  deve  dalla  slessa  sottrarre  n  x  10  o  pure 
il  maggior  multiplice  possibile  di  10  per  ottenere  il  logaritmo  esatto  del 
Domerò  che  si  cerca,  o  pure  il  suo  Co-L  ad  un" numero  cognito;  e  noi 
altronde  faremo  vedere  nel  ^  problema  eh' è  la  slessa  cosa  conoscere  il 
logaritmo  di  un  numero  o  il  suo  Co-L,  purché  si  sappia  relativamente  a 
qnale  numero  si  considera  il  Co-L  finale. 

1432  ,.    • 

Si  cerchi  per  es.  il  logaritmo  di  "m^^'  trovato  il  logaritmo  di  H32, 

L    1432  —  3,1559430  vi  si  deve  scrivere  al  disotto  il  Golog.  di 

4-  Co-L  56783  -  5,2457817  56783,  per   cui  avendo  sotto  gli  occhi  lo 

1432  quattro    cifre  logaritmiche  2183  della  co- 

C0'l»'^S^^'^9A^i72à7,  lonna  3  ,  si  deve   scrivere  7  complemento 

^^^^^  a  10  di  3  ,  1  complemento   a   9  di  8  ,  8 

complemento  a  0  di  1  ,  7  complemento  a  9  di  2  }  poi  per  le  ci- 
fre  comuni  754  della  colonna  0  si  scrivono  i  rispettivi  complementi  a  9 
cioè  5  per  4,  4  per  5»  2  per  7,  e  per  la  caratteristica  4,  che  compete  al 
numero  di  cinque  cifrct  si  scrive  in  fine  5  complemento  a  9,  e  si  ottie- 
ne 8,4017247  eh' è  il  Co^logaritroo  a  10  della  data  fraxione;  e  si  avreb- 
be lo  stesso  resulUmcnto,  cercando  il  Co-L  di  0,02521882  eh' è  il 
fratto  decimale  cui  si  riduce  l'ordinario« 

Può  succedere  che  si  voglia  il  logaritmo  della  potenza  frazionaria  — 

b 
L  5  —  0,6989700  della  frazione  propria  -.  Allora  si  deter* 

Col  6  ~  2,2218187  a  3  j 

Co-L  ^  —  2  9208187  ™'°*  '^  solito  il  Co-L  -,  che  si  deve  in  se- 

6  Q  ** 

f  m 

^  3)5,8416374  8^^^^  moltiplicare  per  --  ;    cosi   il    finale 

C-Lo  (5)* -1.9472124.8  ? 

Co-L  f  -  j   viene  a  riferirsi  ad  un  numero, 

ch'è  la  parte  —  di  quello ,  eoi  si  è  riferito  il  Co-L  d ,  il  quale  numero 
poò  essere  frazionario.  Ad  evitare  questo  si  prescriva  in  generale  di  prev- 
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derc  il  (jo-L  d  al  n  a  mero  n,  finché  ne  resalti  il  Co-Lf  ^  )    al  nomerò 
ny^  «^  —  in,  eh' è  necessariamente  intero;  e  si  è  Tatta  I*  applicazione  di 


questa  regola  pel  caso 


"  (if  • 


Siccome  la  sottrazione  di  an  logaritmo  da  10  per  ritrovare  il  Co-loga- 
ritmo è  assai  facile,  e  ben  presto  si  contrae  T  abito  di  trascrivere  le  ci~ 
fre  del  Co-log.  come  se  si  leggessero  nelle  tavole,  così  per  iscansare  le 
altre  sottrazioni  nei  calcoli  de'  logaritmi  si  prescrive  la  regola  generale 
di  prendere  in  tutti  i  casi  i  Cù-logaritmi  invece  de*  logaritmi  da  sottrarr 
re;  e  ciò  all'oggetto  di  ridarre  si  fatti  calcoli  all'operazione  aniforme  della 
•  L  27465»  4,4387796  somma.  In  qnesta  guisa  si  farà  ancora  uso 
+  Co-L  1821—6,739690!  de'  Co-:ogaritmi  de' denominatori  per  le  fra- 
27465      '  ^•®"'  improprie,  che   si  sommeranno  coi  lo- 

L -^-T-  — 1,1784607    garitmi  de'  numeratori;  e  togliendo  una  die- 
^^^^  Cina  della  caratteristica  della  somma,  si  ot- 

terrà il  giusto  logaritmo  della  frazione  impropria  :  così  per  il   logaritmo 

,.  27465 

di      „       si  avrà  l,178f697  cancellando  una  diecina  dalla  caratteristica  , 

come  si  sarebbe  ottenuto  colla  sottrazione  del  logaritmo  del  denominatore. 

Finalmente  se  si  deve  cercare  il  logaritmo  di  un  numero  intero  unito  ad 
un  fratto  ,  si  riduce  da  prima  V  intero  a  fratto ,  e  poi  si  cerca  il  loga- 
ritmo della  frazione  impropria,  che  ne  resulta. 

199  Problema  2."  Dato  un  logaritmo,  trovare  per  mezzo  delle  tavole 
il  numero  corrispondente  N. 

Questo  problema  comprende  vari  casi  ,  che  sono  relativi  a  quelli  del 
problema  1°;  e  noi  li  riuniamo  quante  volte  il  metodo  pratico  resulta 
comune.  Bisogna  premettere  che  nelle  tavole  si  cerca  la  sola  parte 
decimale  del  logaritmo  per  conoscere  le  cifre  di  iV,  che  la  caratteristica 
serve  per  determinare  II  numero  delle  cifre  intere  di  N  ,  giacché  si  sa 
essere  la  caratt eristica  eguale  al  numero  delle  cifre  intere  di  N  meno 
uno  (n."  194);  onde  si  stabilisce  in  generale  che  Ff  deve  risultare  di  un 
numero  di  cifre  intere  espresso  dal  numero  della  caratteristica  aumen^ 
tate  di  uno. 

4»  e  ^  Caso,  In  1°  luogo  abbia  il  dato  logaritmo  sette  cifre  decimali. 
Si  cerchino  le  prime  tre  cifre  nei  numeri  isolati  della  colonna  0 ,  fra  i 
quali  si  devono  per  necessità  rincontrare ,  crescendo  i  numeri  isolati  di 
seguito  da  ODO  sino  a  999;  poi  si  cerchino  le  ultime  quattro  cifre  loga- 
ritmiche nella  stessa  linea  orizzontale' delle  cifre  comuni  già  ritrovate  o 
nelle  linee  di  sotto.  Se  le  ultime  quattro  cifre  si  trovano  esattamente  in 
una  di  queste  linee,  allora  si  devono  prendere  le  quattro  cifre  della  co- 
lonna N  nella  stessa  linea,  e  la  quinta  eorrisponde  a  quella  con  cui  é  se- 


r 

ì 
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gnau  la  eolonna  delPallime  quattro  cifre  in  alto  e  io  basso  ;  in  questa 
guisa  si  avranno  cinque  cifre  per  lo  numero  cercato  TV,  e  la  caratteri- 
stica farà  conoscere  il  numero  delle  cifre  intere*  Cosi  sia  il  dato  loga- 
ritmo 4,3304949;  trovate  le  prime  tre  cifre  330  nei  numeri  isolati  della 
colonna  0  alla  pag.  xu  della  3*  edizióne  dì  Gardiner ,  si  discoprono  le 
ultime  quattro  cifre  4949  nella  2*  linea  al  di  sotto  nella  colonna  4;  quindi 
si  prendono  le  quattro  cifre  2140  della  colonna  iV  e  Tultima  cifra  4  della 
colonna  verticale  delle  quattro  cifre  logaritmiche  4949,  e  si  ottiene  il  nu- 
mero 21404.  Siccome  la  caratteristica  è  4,  cosi  il  numero  deve  avere  cin- 
que cifre  intere,  ciò  che  dà  precisamente  iV— 21404. 

Se  il  dato  logaritmo  fosse  3,3304949;  il  numero  dovrebbe  avere  quat- 
tro cifre  intere  e  sarebbe  iV— 2140,4;  onde  posta  la  stessa  parte  decimale 
del  logaritmo  si  avrebbe  per  2  caratteristica  JV— 214,04;  per  4  caratte- 
ristica iV— 21,404  e  per  0  caratteristica  iV— 2,1404.  Se  la  caratteristica 
è  maggiore  di  4,  si  scrivono  degli  zeri  a  dritta  delle  cinque  cifre  per 
fare  che  iV  abbia  11  conveniente  numero  di  cifre  intere  ;  cosi  pel  Ioga* 
ritmo  5,3304949  il  numero  deve  avere  sei  cifre  intere  ed  essere  JV— 214040, 
e  per  6  caratteristica  sarebbe  iV~  2140400,  per  7  caratteristica  iV— 
21404000,  ec.  ciò  che  dipende  dal  principio  stabilito  al  n.**  J94. 

Se  le  ultime  quattro  cifre  sono  nella  colonna  0,  la  quinta  cifra  del  nu- 
mero corrisponde  a  aro ,  che  sarà  operosa  o  no  ,  avendo  riguardo  alla 
caratteristica:  oosì  per  il  logaritmo  4,3304138,  trovandosi  le  quattro  ci- 
fre 4138  nella  2*  linea  al  di  sotto  di  330  nella  colonna  0,  si  avrà  il  nu- 
mero 21400  intero;  se  la  caratteristica  fosse  maggiore  di  4,  si  dovreb- 
bero aggiungere  degli  altri  zeri;  ma  per  la  caratteristica  S  si  avreb- . 
Ile  iV— 2140,  e  per  ^  caratteristica  iV— 214. 

In  2^  luogo  abbia  il  dato  logaritmo  otto  cifk>e  decimali ,  che  formino 
un  numero  minore  di  0,03342376  parte  decimale  del  logaritmo  di  108  000 
limite  delle  tavole,  che  trovasi  allato  del  n.**  108  nel  principio  delle  ta- 
vole di  Gardiner  o  nella  ChiliadB  I  di  Callet,  terminandosi  le  tavole  col 
logaritmo  del  numero  precedente  107999.  In  questo  caso  si  comincia  dal 
cercare  le  prime  quattro  cifre  nei  numeri  isolali  della  colonna  d  che  sono 
di  quattro  cifre  dalla  pag.  clxxy  della  3*^  edizione  di  Gardiner  e  dalla 
pagina  segnata  in  alto  N,  996  di  Oallet;  e  poi  si  cercano  le  ultime  quat- 
tro cifre  nella  linea  delle  cifre  isolate  o  nelle  linee  di  sotto  come  si  è 
prescritto  per  il  logaritmo  di  sette  cifre  decimali,  be  le  ultime  quat- 
tro cifre  esattamente  si  ritrovano  in  una  di  queste  linee,  allora  si  devono 
prendere  le  cinque  cifre  della  colonna  iV  e  la  sesta  cifra  della  colonna 
Terticale,  io  cui  sono  registrate  l'anzidette  ultime  quattro  cifre;  in  questa 
guisa  si  ottiene  i|  numero  N  di  sei  cifre,  e  p«*r  mezzo  della  caratteri- 
stica si  regolano  le  cifre  intere.  Sia  dato  il  logaritmo  4,00430847:  tro- 
vate nella  pag.  glxxvii  della  3*  ediz.  di  Gardiner  o  nella  pag.  N,  1008 
di  Callet  le  prime  quattro  cifre  0043  nella  colonna  0 ,  si  hanno  nella 
stessa  linea  le  ultime  quattro  0847  nella  coloooa  segnata  7;  siccome  od 
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proluogameoto  di  questa  linea  corrisponde  nella  colonna  N  ano  spasio 
bianco,  cos)  si  deve  per  causa  deirabbassamenlo  della  linea  prendere  11 
namero  superiore  10099  e  T  ultima  cifra  7,  per  lo  che  si  ricava  il  nu- 
mero 100997;  ed  avendo  riguardo  alla  caratteristica  4,  sarà  iV— 10099,7. 

Se  il  numero  corrispondente  al  dato  logaritmo  fosse  sempre  minore  del 
limite  delle  tavole,  e  perciò  compreso  nelle  medesime  »  allora  secondo  i 
principii  sopra  stabiliti  questo  logaritmo  dovrebbe  comprendersi  esatta- 
mente nella  serie  dei  logaritmi  delle  tavole ,  come  potrà  verificarsi  col 
fatto  operando  sopra  numeri  minori  del  limite  delle  tavole ,  di  coi  i  rl- 
sultamenti  sono  pure  minori  dello  stesso  limite ,  e  non  si  trova  al  più 
che  la  differenza  di  uno  nell'ultima  cifra  logaritmica.  Ma  se  il  resulta" 
mento  del  calcolo  è  un  numero  maggiore  del  limite,  il  suo  logaritmo 
non  potrà  comprendersi  esattamente  nelle  tavole  ;  e  come  questa  circo- 
stanza spesso  si  veri  lìce  ,  perciò  nel  seguente  caso  daremo  le  regole  per 
ritrovare  il  numero,  di  cui  il  logaritmo  non  è  in  modo  esatto  compreso 
nelle  tavole. 

S**  Caso.  Sia  dato  un  logaritmo,  di  cui  le  ultime  quattro  cifre  non  si 
trovino  esattamente  nelle  tavole:  egli  è  chiaro,  che  il  numero  corrispon- 
dente iV  dev'essere  al  di  là  di  10800Q,  ch*è  il  limite  delle  tavole  ;  e  se- 
guendo il  metodo  inverso  del  3o  caso  del  problema  l'\  dobbiamo  slabi- 
lire  le  regole  per  trovare  iV. 

Ritrovate  nella  colonna  0  le  prime  tre  o  quattro  cifre  comuni,  si  pren- 
dono nella  stessa  linea  o  al  di  sotto  le  quattro  cifre  che  sono  più  pros- 
sime in  meno  alle  quattro  ultime  cifre  logaritmiche  date;  e  si  determina 
colle  regole  del  1*^  e  2<*  caso  il  numero  analogo.  Questo  numero  si  può 
riguardare  come  intero  ,  e  la  diflferenza  dello  ultime  cifre  logaritmiche 
come  la  parte  proporzionale  corrispondente  ali*  aumento  del  numero  in- 
tero per  i  posti  decimali,  ch'é  stata  calcolata  colla  formula  a?— (n' — n)D 
(o.^  197).  Io  quepta  formula  D  esprime  la  differenza  marginale  dei  due 
logaritmi  contigui  l'uno  minore  e  l'altro  maggiore  del  dato,  n' — n  le  ci- 
fre decimali  da  determinarsi,  ed  x  la  differenza  delie  ultime  cifre  loga- 

w 
ritn)iche  già  ritrovata;  quindi  si  avrà  n' — u—  ^.  Siccome  x  e  D  espri- 
mono dei  decimali  dello  stesso  ordine,  ch'ò  quello  dell'ultima  "cifra  loga- 
ritmica, cosi  fa  d'uopo  secondo  le  regole  della  divisione  decimale  aggiun- 
gere alle  cifre  di  x  tanti  zeri,  quante  sono  le  cifre  decimali  che  si  de- 
siderano nel  quoto,  riduceqdosi  una  tale  divisione  a  quella  delle  sole  ci* 
fre  significati  ve  di  oc;  e  /)  considerali  come  interi  (arimi,  n.i  101  e  102); 
quindi  si  prescrive  di  aggiupgcre  alle  cifre  significative  di  x  uno,  due, 
o  tre  zeri  e  dividere  questo  numero  per  la  differenza  marginale  ,  deno- 
tandosi la  frazione  decimale  n* — n  cioè  l'aumento  del  numero  intero  dal 
quoto  di  una,  di  due  o  di  tre  cifre.  Conosciute  in  questa  guisa  le  cifre 
significative  di  N,  si  dovrà  regolare  il  loro  posto  per  mezzo  della  carat- 
teristica; e  nieqte  importa,  che  le  cifre  di  n*^"^  ricavate  dal  calcolo  ap- 
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partengano  a  det«rminati  postf  decimali,  esseodo  eomane  la  pa'te  deci- 
male dei  logaritmi  per  simili  numeri  (n.**  194). 

ID  1^  luogo  sia  il  dato  logaritmo  di  sette  elfre  decimali  espresso 
da  5,6780076. 

Trovate  nella  pag.  lxxxfi  della  3*  edizione  le  cifre  comuni  678  della 
colonna  0,  si  vedono  nella  linea  di  sotto  le  quattro  cifre  0902  immedia- 
tamente inferiori  a  0976,  e  si  prende  il  numero  47663  corrispondente 
a!  logaritmo  «,6780902.  Scritte  le  quaUro  cifre  0902  sotto  0076,  si  ri- 
cava la  differenza  74 ,   e  la   differenza  marginale  é  92 ,   cioè  si   ha 

X      0,0000074      74     ,.  .,     , 
«-0.0000074,  D-0,0000092  e  n'-ii-  -g  -  ^^  ò65oÓ92  "*  qì»^^''^*^"*^*® 

740  per  92,  si  ha  il  quoto  0,8;  dunque  il  numero  resulta  4t693,8  in- 
dipendentemente dalla  caratteristica,  anzi  nemmeno  si  scrive  là  Virgola, 
ma  soltanto  le  cifre  del  numero  di  seguilo  476538  ;  e  nel  nostro  cas>» 
della  caratteristica  »  si  ha  iV»476538. 

Siccome  nella  tavoletta  della  differenza  marginale  92  si  trovano 'dCt-ìtte 
le  cifre  significative  delle  parti  proporzionali  sino   al  posto  dell'Ultima 
cifra  logaritmica,  essendosi  trascurata  la  cifra  di  appresso  con  aggiun- 
gere I  alla  precedente,  quando  si  trascura  5  o  più  di  5;  così  invece  di 
5  6780976      dividere  740  per  92,  si  può  cercare  nelle  parti  proporzionali 
0902      le  parte  74,  e  quante  volte  si  trova  esatta,  si  prende  la  cifra 
74      allato,  ch'esprime  il  quoziente  richiesto:  nel  nostro  caso  si 
74      trova  esattamente  74  e  si  prende  8  che  denota  il  quoto  di 
^      740  per  92. 
tt.^  476538         Dato  il  logaritmo  2,7574982  determinare  il  numero  cor- 
rispondente. Nella  pag.  cu  si  trovano  nella  colonna  0  le  cifre  comuni  757 
e  nella  7*  linea  al  di  sotto  le  ultime  quattro  cifre  immediatamente  infe- 
riori 4947,  e  si  ha  il  n.'^  57213.  La  differenza  delle  ultime  quattro  cifre 
logaritmiche  è  35,  la  differenza  marginale  76,  e  volendo  altre  due  cifre» 
si  deve  dividere  3500  per  76 ,  che  dà  il  quoto  46  ;  dunque  le  cifre   del 
numero  cercato  sono  5721346,6  per  Mgiodé  della  caratteristica  2  si  ot- 
tiene iV-572,1346. 

Si  può  ancora  risparmiare  la  divisione  come  sopra ,  riguardando    la 
diflferenza  logaritmica  35  come  la  somma  delle  due  parti  proporzionali 
competenti  alle  due  cifre  dei  decimi  e  dei  centesimi)  quindi  si  prescrive 
^  di  cercare  nella  tavoletta  della  differenza  marginale  76  la 

'      4947     P'*"^  proporzionale  immediatamente  più  piccola  di  35  che 
— j=:     nel  nostro  caso  è  30  cui  corrisponde  la  cifra  4  dei  decimi, 
3Q     e  l'eccesso  5  di  35  sopra  30  si  riguarda  come  il  riporto 
—Zq   della  2^  parte  proporzionale  della  cifra  incognita  dei  cen- 
45  tesimi.  Questa  2^  parte  proporzionale  deve  avere  secondo 
n.«  5721346   le  regole  una  cifra  infuori  deirultimo  posto  logaritmico  che 
da  nei  s'ignor»;  onde  per  conservare  almeno  il  posto  della  cifra  di  ri- 
porto 5  si  prescrive  di  aggiungervi  uno  zero,  e  di  considerare  50  come 
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parte  proporziooale  della  cifra  dei  cenlesiini;  e  nella  alessa  taioletta  si 
trova  la  parte  46  più  piccola  di  50  e  la  cifra  6  dei  ceolesimi.  Con  que- 
sto metodo  si  haooo  le  due  cifre  46  sopra  iroTale  colla  divisione  di  3500 
per  76;  ed  è  precisamente  l'inverso  di  ciò  che  si  è  praticato  nel  3**  caso 
del  problema  1**. 

Si  consideri  il  logaritmo  0,8682037. 

Prendendo  il  logaritmo  immediatamente  inferiore  0,8682035  ,  si  ha  il 
numero  73825,  e  la  1*  differenza  logaritmica  2;  cercando  nella  tavoletta 
delia  differenza  marginale  58  la  parte  2,  si  vede  che  la  stessa  non  vi  è 
compresa,  essendo  6  la  più  piccola:  ciò  prova  che  la  sesta  cifra  del  no- 
merò è  xero  ;  aggiungendo  uno  a  2 ,  si  riguarda  20  come  la  2^  diffe- 
renza, per  ragione  di  17  si  prende  la  cifra  3,  e  si  ha  iV— 7 ,382503  col- 
Tequivoco  di  1  neirultima  cifra.  Onde  si  prescrive  in  generale  di  pren- 
dere la  cifra  0  tutte  le  volte  che  la  l**  o  2^  o  3*^  differenza  resulta  più 
piccola  della  parte  della  tavoletta  corrispondente  alla  cifra  1. 

Sia    dato    il    logaritmo    3,8315722.    Determinalo    il    numero  678534 
come  sopra ,  si   cerchi   nella  differenza  marginale  64   la   parie   50,  si 
trova  51    che   ne   differisce   di   1  ,  coi   corrisponde  la  cifra  8,  e  si   ha 
8  8315722      ^^—^785,348  coli'  equivoco  di  1   in  più  per  V  ultima  cifra. 
'       5691      ^®    P^^    P^^    ^^    ^^    volesse    prendere    T  inferiore    45  ,    si 
"^1      avrebbe  la  cifra  7  col  residuo  5,  che  si   potrebbe   rigoar- 
26      dare  come  riporto  della  3*  parte  proporzionale  cunipelenle 
"50    alla   cifra   dei   millesimi ,  cui  si   aggiungerebbe  lo  %tro  ; 
n.**  678534    e  cercando  50  nella  tavoletta,  potrebbe  prendersi  7  per  45 
o    8   per   51.    Questa   3"   cifra    però    è    assolo  la  mente    falsa  ;    perchè 
poste  le  prime  selle  cifre,  si  ottiene  la  stessa  parte  decimale  del  loga- 
ritmo, qualunque  sia  il  valore  delPottava  cifra,  come  si  è  dello  nel  3**  caso 
del  problema  1**.  Quindi  non  si  deve  mai  oltrepassare  la  7^  cifra  in   sì 
falli  calcoli ,  e  nel  caso  preseolo  si   prenderà  ^-^6785,348  0  pure  iV— 
6785,3^7  coll'equivoco  di  1  neirultima  cifra. 

Si  capisce  da  ciò  che  nel  caso  di  un  logaritmo  con  sette  cifre  decimali 
dopo  di  aver  trovalo  le  prime  cinque  cifre  del  numero  si  può  colle  la- 
volcllc  dello  parti  proporzionali  avere  la  sesta  cifra  esatta  e  la  sctiima 
proba bilinenle  coll'equivoco  di  1;  e  quindi  non  si  può  operare  con  esat- 
tezza per  mezzo  delle  tavole  che  sopra  i  numeri  che  non  hanno  più  di 
Hci  0  sette  cifre. 

In  2**  luogo  abbia  il  dato  logaritmo  otto  cifre  decimali  componenti  un 
numero  minore  di  0,  03342376,  e  sia  espresso  da  3,03320374.  L'opera- 
zione ò  la  stessa  di  quella  che  si  è  fatta  per  il  logaritmo  di  selle  deci- 
mali; avendo  trovato  nella  colonna  0  le  prime  quattro  cifre  comuni  0332, 
si  prendono  nella  slessa  linea  le  ultime  quattro  cifre  immediatamente  io- 
fcriori  0253,  e  si  ha  il  numero  di  sei  cifre  107045.  Detcrminata  la  dif- 
ferenza logaritmica  121  ,  si  cerca  403  ,  nella  tavoletta  della  differenza 
marginale  che  vi  ò  esattamente  compresa  e  dà  la  7*^  cifra  3;  dunque  si 
ha  A-i0i9,453. 


m 

Se  la  prima  dilferenia  logaritmica  non  si  comprende  di  una  maniera 
esatta  nella  tavoletta  ^naloga,  allora  si  prende  la  più  prossima  in  meno 
e  la  cifra  corrispondente,  e  scrivendo  ano  zero  allato  del  residnc,  si  pro- 
cede collo  stesso  metodo  a  ritrovare  ona  seconda  cifra.  Sia  dato  11  loga- 
ritmo 0,03320382:  prese  come  sopra  le  ultime  quattro  cifre  0253,  si  ha 
il  numero  107945  e  la  differenza  logaritmica  129;  per  129  si  prende  121 
e  la  cifra  3 ,  per  80  si  prende  81  e  la  cifra  2 ,  cioè  si  ottiene  /V— 
1,0704532.  (A) 

Pel  logaritmo  4,03320380  si  ha  JV— 10794,533  coli' equivoco  di  1  su 
l'ultima  cifra,  come  si  è  detto  nel  3"  caso  del  problema  1^  (D) 

Se  la  2*  parte  proporzionale  non  si  trova  nelle  tavolette  esattamente  o 
colla  differenza  di  tino,  allora  si  prende  al  solilo  la  piti  piccola,  e  sì 
procede  a  ritrovare  ona  3"  cifra:  così  nel  caso  del  logaritmo  3,01059021, 
si  ha  A— 1024.69875  coll'eqnivoco  di  1  nella  9*  cifra.  (C)  Onde  nel  caso 
di  no  logaritmo  con  otto  cifre  decimali  dopo  di  avere  trovato  lo  prime 
sei  cifre  se  ne  possono  coli' uso  delle  tavolette  delle  parti  proporzionali 
ritrovare  altre  tre,  resultando  sempre  esatta  la  settima,  di  ordinario  an- 
cora esalta  Tettava  o  coH'equivoco  di  1  ;  e  si  stabilisce .  che  si  può  in 
simile  caso  operare  con  esaltezza  sopra  i  numeri  che  hanno  otto  o  nove 

cifre. 

(A)  0,03220362     (B)  4,03320380    (C)  3,01059021 
0253  0253  9250 

129  133  371 

121  121  339 

80  120  32d 

81  121  297 
n^.  10794532             p^.  10794537  ^3q 

212 
n^".  102469875 
Il  metodo  adunque  di  si  fatti^  calcoli  resulta  io  stesso,  sia  che  il  dato 

logaritmo  abbia  sette  o  otto  cifre  decimali:  trovate  immediatamente  nelle 
tavole  le  prime  cifre  del  numero  relative  al  logaritmo  prossimamente  in- 
feriore, si  ha  la  prima  difltorenza  logaritmica,  che  si  deve  cercare  nella 
tavoletta  della  differenza  marginale;  se  vi  è  esattamente  compresa,  l'ope- 
razione è  finita,  essendo  la  cifra  corrispondente  l'ultima  del  numero  cer* 
eato*  Se  ciò  non  ba  luogo,  si  prende  nella  tavoletta  la  parte  inferiore  più 
prossima,  e  la  cifra  analoga  si  scrive  di  seguito  alle  prime  cifre  trovate. 
Ottenuta  la  seconda  differeza  logaritmica,  vi  si  aggiunge  uno  xero,  e  si 
cerca  di  nuovo  nella  stessa  tavoletta;  se  questa  2*  differenza  vi  si  com- 
prende esattamente  o  ad  uno  presso,  si  prende  la  cifra  analoga,  come  ul- 
tima del  numero  cercato,  altrimenti  si  prende  la  differenza  minore  più 
approssimata  e  la  rispettiva  cifra.  Cosi  si  prosegue  collo  stesso  tenore, 
avendo  soltanto  riguardo  a  finire  T operazione,  quando  le  cifre  trovate  non 
devono  più  corrispondere  esatte  secondo  le  regole  di  sopra;  e  per  la  parte 
proporzionale,  che  deve  dare  T ultima  cifra,  si  suole  di  ordinario  prendere 


nellf  taTotoUe  la  maggiora,  qaando  la  ataasa  è  più  approaaimata  Mia 
minore.  SI  preacrifa  fotaoto  di  darà  fioa  aU'operaiiooa  io  riguardo  alla 
1*  differeasa,  qaaqdo  eaaa  ai  trova  esattamente  nella  tavoletta;  e  per  la 
)r  0  3^  differenza,  quando  vi  si  (rova  di  upa  maniera  esatta  o  approssi- 
mata  di  tmo:  imperciocché  le  cifre  della  1*  differenza  aopo  tutte  scritte 
nella  tavoletta,  e  si  supplisce  VQlMnaa  cifra  significativa  incognita  delle 
%\ife  collo  zero.  Quando  poi  non  si  vogliono  delle  ulteriori  cifrerai  può 
ancora  prendere  la  1*  differenza  approssimata  di  uno  e  la  cifra  analoga, 
dovendo  prolMibi)mente  easera  la  cifra  seguente  5  o  maggiore  5;  cosi  nel- 
Tesempio  superiore  del  logaritmo  9,8315722  per  la  i*  differenza  31  ai 
trova  nella  tavoletta  di  64  la  parte  32  e  la  cifra  6,  e  può  prenderai 
iV- 6785,35  Invece  di  6785,348  o  6785,347. 

4^  e  5^  Ca$o.  Sia  dato  Invece  del  logaritmo  di  N  il  ano  Co-logaritmo  ad 
un  numero  C,  e  si  proponga  di  ritrovare  N, 

Siccome  la  parte  decimale  di  Co-logarltnio  N  è  quella  stessa  che  nelle 
tavole  corrisponde  al  logaritmo  N,  così  questo  caso  si  riduce  ai  precer 
denti;  per  lo  che  si  deve  nelle  tavole  cercare  1* anzidetta  parte  decimale, 
e  prenderci  colle  regole  gii  stabilite  le  cifre  che  vi  corrispondono,  che  sono 
quelle  donde  N  resulta.  Determinate  le  cifre  di  iV,  per  mezzo  della  ca- 
ratteristica i  del  dato  Co-logaritmo,  si  determina  il  posto  decimale  p  della 
1^  ciff*  significativa  di  iV,  dovendosi  1*  altre  ci^re  scrivere  di  seguito  alla 
prima:  conciossiacchè  per  il  4**  caso  del  problema  1<*  si  ha  C<p-p«-t,  da 
cui  si  ricava  p^C — •  cioè  il  posto  decimale  ^lla  4^  cifra  iignificativa 
di  N  è  indicato  dall^eeeeuo  del  numero  relativamente  a  cui  esiste  il  dato 
Cologaritmo  sopra  la  caratteristica  dello  steuo  Cjo-logaritmo, 

Quésta  regola  è  generale  e  può  astendersi  ai  Co-logaritmi,  che  proven-» 
gono  da  frazioni  ordinarie,  perchè  col  mezzo  delle  tavole  si  ottengono  1^ 
prime  cifre  delle  frazioni  decisnali,  In  cui  possono  convertirsi  le  ordina^ 
rie;  ed  altronde  ai  è  veduto  nel  5^  caso,  che  1  Co-logaritmi  delle  frazioni 
ordinarie  corrispondono  a  quelli  delle  frazioni  decimali  equivalenti. 

Si  capiaca  adunque  che  le  cifre  del  numero  N  si  trovano  collo  ateaao 
metodo,  essendo  dato  il  suo  logaritmo  o  pure  il  Co-logaritmo:  la  dìWtm 
ronza  solunto  consiste  nel  l'assegnare  il  posto  della  1*  cifra  significativa 
a  sinistra,  che  dipende  sempre  dalli^  caratteriatlca  t,  easendot  +  1  il  nn* 
mero  del  posto  nel  caso  del  logaritmo  con  cominciare  a  contare  uno  per 
il  posto  delle  unità  verso  la  sinisira  per  la  ragione  del  numero  t-j-l  di 
cifre  intere,  e  Cr-i  in  quello  del  Qo-logaritmo  con  contare  uno  per  il  po- 
eto de*  decimi  verso  la  dritta. 

Sia  dato  7,6418650  Co-logaritmo  di  2\r  a  10.  Facendo  il  caleolo  com^ 

7,641  Stoo       0^1  caso  de'  logaritmi,  si  ha  il  numero  4383844.  Siccome 

8606       10 — 7—3,  così  la  1*  cifra  significativa  d?ve  occupare  Q 

44       terzo  posto  decimale,  ch'è  quello  dei  millesimi,  e  si  ha 

40       JV— 0,004383944;  e  questo  resultamento  corrisponde  all'ap. 

Io     plicazione  2'  ie\  4**  caso  del  problema  1°,  in  cui  si  ha 

40.     iv-  0,65432  X  0,0067  -  0,004383044 . 


Trattandosi  degli  ordinari  Co-logaritmi  a  IO,  ai  contrae  beo  presto 
da'  calcolatori  V  abito  di  conoscere  per  metto  della  caratteristica  a 
colpo  d'occhio  il  posto  della  I*  cifra  signiflcativa  dì  y,  e  ciò  si  effet- 
tua con  trattenere  a  memoria  le  caratteristiche  notale  nella  tavola  de*  Co- 
logaritmi a  10  nel  4°  caso  del  problema  1". 

Sia  dato  il  Co-logaritmo  a  10  espresso  da  8,4017247.  Operando  come 

8,4017247      qol  allato  si  trova  11  n.»  252188.  e  per  la  2'  differente  lo- 

'{^2^      ga ritmica  30  si  -può  prendere  17  e  si  ha  la  cifra  1 ,  o  pure 

141      35,  che  sembra  più  approssimata,  e  si  ha  la  cifra  2;  quind^ 

^^      si  ottiene  iV~0,02tt21882  che  corrisponde  a  meno  di  un  cen- 

30  1432 

n^  252188    tomilioneslmo  alla  fratione  ordinaria  ^APfootConi^si^  veduto 

ou7otl 

nel  5®  caso  del  problema  1*^. 

Si  abbia  4,5481840  Co-logaritmo  a  20. 
4, 5481840         Essendo  20-4—16,  si  argomenU  che  la  1*  cifra  signiG- 
If^     estiva  di  iV^  è  al  lO^"  posto  decimale ,  e  si  ha  iV- 
3^      0,00000  00000  00000  35333  28  corrispondente  ali 'applica  tiene 
^Q^    3"^  del  4**  caso  del  problema  1»,  in  cui  s|  ha  JV- 0.0065432  X 
98    0,0006  X  0,00000  OOCOO  9  -  0,00000  00000  00000  35333  28. 
n.'' 3533328        Sia  dato  9,4014005  Co-logaritmo  a  30. 

La  parte  decimale  è  compresa  esattamente  nelle  tavole  e  si  ha  il  numero 
2520;  siccome  30— 0—21,  cosi  si  ottiene  JV— 0,0000000000000000000025) 
che  corrisponde  al  numero  N  dell' applicatione  4^  del  caso  4'*  del  pro- 
blema l.^* 

Se  fosse  stato  proposto  79,4014005  Co-logaritmo  a  100,  essendo  100*- 
79  —  21,  si  avrebbe  ricavalo  come  sopra,  che  la  1*  cifra  significativa  di 
If  deye  occupare  il  posto  24*"°  deoimale. 

AETICOLO  II. 

/>e'  logaritmi  $9condo  U  inelodo  di  Eulero. 

SOO,  Slimo  pregio  dell'opera  far  conoscere  il  metodo  semplice  ed  ana« 
litico  secondo  coi  Leonardo  Enlero  espone  la  teorica  de'  logaritmi  ('). 
Egli  soppone  in  1*  luogo  una  quantità  a  determinala,  che  conserva  sem-r 
pre  11  medesimo  valore,  e  la  chiama  quantità  costante;  [suppone  in  2* 
Inogo  una  quautità  x  indeterminata,  eh' è  una  specie  di  quantità  univer- 
sale capace  di  comprendere  tutti  i  valori  determinati,  e  la  chiama  quantità 
variarle;  e  riguardando  la  variabile  z  come  esponente  della  costante  a, 
stabilisce  Tespressione  o^  »y,  in  cui  y  dev'essere  ancora  variabile  connessa 
coi  cangiamenti  di  i,  che  perciò  si  denoia  y  col  nome  di  funzione  df  ^ 
Pifatto  se  per  s  si  prendono  successivamente  i  valori  ioleri  1,  2,  3,  4,  ec. 
i  valori  di  y  sono  espressi  dalla  successive  potente  di  a  cioè  da  a',  a*,  a^^ 

(*)  IfMrodttclio  in  analy$(m  infinHorum^  Cap.  vi,  Hb.  i**. 


23» 
aA,  ec:  prendendo  per  z  i  numeri  negativi  — i,  — ^2,  — 3,  — 4,  ec.  i  ta- 

« 

lori  di  y  sono  le  succcssìtc  potenze  negative  di  a  cioè  a"*»  —  -.  a""*  — 

—,  a-3  —  — ,  a""*  —  -;»  ce;  se  si  fa  «  —  0,  si  ouiene  y  — a*»  — 1;  e  so- 

112  13 

slitncndo  in  fine  per  s  le  successive  frazioni  ^,  j,  ^»  ^.  j,  ce  si  otten- 

gono  per  y  ì  valori  a»— V/fl»  o'  — V^  o,  a^— \/a«,  a4— \/  a3,  ec 
Tatti  questi  valori  di  y  dipendono  dalla  grandezza  della  quantità  costante 
o,  ed  egli  è  chiaro  che  nel  caso  di  a— 1  si  ha  sempre  a<  —1*  — y  — 1, 
qualunque  sia  il  valore  di  2;  se  si  prende  per  a  un  numero  positivo  mag- 
giore di  uno,  il  valore  di  y^a*  sarà  maggiore  di  1  e  crescerà  al  cre^ 
scer  del  numero  positivo  z,  divenendo  infinito  nel  caso  di  z-^go  ;  ma  nel 
caso  di  z  negativo,  l'anzidetto  valore  di  y  sarà  una  frazione  propria,  che 
diverrà  successivamente  più  piccola  con  prendere  per  z  ì  numeri  nega- 
tivi -^1,  — 2f  — 3,  — 4,  ec.  ed  avrà  zero  per  limile  nella  supposizione 

1  1 

di  z—  —  «  ,  essendo  a-"*  — —  —  — — 0  (n.®  59). 

a*       00 

11   contrario  ha  luogo,  prendendo  per  a  una  frazione  propria   positiva, 

1  1 

perchè  neir ipotesi  di  a<i  si  ha  ->l,  e  supponendo   -  —  6,   si  ottiene 

1 
a  — r ■="&"«:  onde  per  z  positivo  si  ha  a*  —  (6-«)x— &-s,  che  decresce 

fi\-z        1 
al  crescer  di  s;  e  per  z  negativo  a-*  — (6-»)"*-— l  i  1     ""  rr"""6* 

(  n.**  90  ) ,  che  cresce  ,  crescendo  z.  Se  la  costante  a  è  negativa  ,  pren- 
dendo per  z  ì  numeii  interi  positivi  1,  2,  3,  4,  ec  i  valori  di  az  saranno 
so^'getti  a  dei  gran  salti  con  divenire  alternativamente  positivi  e  nega- 

z-4 
•  )•  — 4-a*  I  — flS 

Ora  per  ottenere  i  valori  positivi  di  y  si  è  stabilito  di  prendere  per  a 
un  numero  |)ositivo  più  grande  di  uno,  affinchè  per  tutti  i  valori  di  z 
compresi  fra  i  limiti  H-oo  e  — od  r equazione  y^az  potesse  dare  sem* 
pre  i  valori  positivi  di  y  compresi  fra  i  limili  4-  00  e  0;  giacché  si  è 
veduto  che  z  —  x  dà  y— «,  z  —  0  dà  y  —  I,  e  z*-  —  co  day  —  0.  Onde 
si  può  reciprocamente  conchiudere  che  prendendo  per  y  un  valore  posi* 
tivo  qualunque,  dovrà  sempre  esistere  un  valore  corrispondente  di  z,  che 
verifica  l'equazione  a*  —  y;  questo  valore  di  z,  che  può  riguardarsi  co- 
me fumatone  di  y,  si  chiama  ordinariamente  logaritmo  di  y,  scrivendosi 
l>y  f  e  la  costante  a  ha  il  nome  di  bcue  de*  logarilmi.  In' questa  guisa 
Tequazione  o>  —  y  diviene  il  principio  fondamentale  della  teorica  de' In- 
garitiìii,  e  determinata  da  prima  la  base  a  logaritmica  con  prendere  un 
numero  positivo  maggiore  di  uno,  si  dice,  che  il  hganttno  di  un  nu- 


livi  nel  seguente  modo  ^T,     f  ""  i  «■=-«» 


(— a)4  — -ha^  ec. 
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mero  qualunque  positivo  j  è  quelVeiponente  z  ihttiee  delia  yoUma  a  cui 
fa  d'uopo  elevare  la  baee  a  per  resultare  az  —  y.  ' 

201.  Posto  ciò,  possiamo  ricavare  i  teoremi  fondameniali ,  qualunque 
sia  il  valore  preso  per  la  base  o;  ed  io  1"  luogo  supponendo  j^—l,  Te- 
quazione  a*  -^  1  non  può  sussistere  che  col  valore  di  i  — 0;  perciò  es- 
sendo a°  — 1  si  ha  secondo  la  convenzione  stabilita  LI  — 0.  Si  sup- 
ponga in  2*»  luogo  y  — a,  T  equazione  identica  (12  —  a  sussiste  col  valore 
di  a  — 1>  cioè  si  ha  a'  — a  0  sia  La  —  t;  e  supponendo  y— 0,  dev'es- 
sere a"^  ^0  cioè  LO—  —  ».  Quindi  si  stabilisce  che  in  qvalunque 
sistema  di  logaritmi  si  ha  il  logaritmo  delV  unità  eguale  a  xero ,  il 
logaritmo  della  base  eguale  ad  uno  e  il  logaritmo  di  xero  eguale  all'in' 
finito  negativo.  Se   poi    si    v^ole  supporre  «/—a*" ,  Tequaziune  a<  —  a'" 

identica  dà  x— m^  e  Lo"*—»!;  come  pure  nel   caso  di  |f— a"'",  si  ha 

1 

«—  -  m  e  La— "— L-^j  — — «i;  dunque  in  generale  •(  logaritmo  di  una 

potenza  qualunque  positiva  o  negativa  della  base  è  eguale  ali* esponente 
della  potenza  positivo  0  negativo. 

In  riguardo  ai  logaritmi  delle  potenze  e  radici  di  un  numero  diverso 
della  base  si  osservi  potersi  1*  equaz'one  fondamentale  a^  —  y  ,  che  dà 
Ly— X,  convertire  nell'altra  amx  .  y">,  elevando  ambidoe  i  membri  alla 
potenza  msima^  da  cui  si  ricava  Ly"— 'tnz— mxLy  cioè  il  logaritmo  della 
potenze  di  qualunque  numero  è  eguale  al  prodotto  del  logaritmo  del 
semplice  numero  per  Vesponente  della  potenza;  0  pure  estraendo  la  ra- 

i       i  -1 

dice  msima  dell'equazione  a<  —  y  si  ottiene  a*"  — y*^,   e   quindi  Ly*"  — 

Li/  y— — ~" — »  0  sia  il  logaritmo  della  radice  di  un  numero  è  eguale 

al  logaritmo  del  semplice  numero  diviso  per  Vesponente  o  indice   della 
radice, 
E  da  ciò  ne  conseguita  che  i  logaritmi  di  differenti  potenze  del  me- 
ni     e. 

desimo  numero  indicate  day"  e  y     sono    tra   loro  come   gli  esponenti 

-  e  ^;    perché    si   ha    ty"--Ly   e   Ly' -"  Ly,  dunque  Ly"^  :   Ly' 
n        q  •*  9 

m         p ,         m    p 
::  -Ly  :-Ly  ::  -  :  -• 

n    ^    q    ^      n     q 

Suppooghiamo  adesso  conosciuti  i  logaritmi  di  due  numeri  cioè  Ly— 2 
e  Lv— X,  che  per  la  convenzione  di  sopra  devono  rispettivamente  prove- 
nire dalle  due  equazioni  ax  —  y  e  a«  —  v.  Se  si  moltiplicano  per  ordine 
queste  due  equazioni,  si  ricava  as  +  «  — yv;  e  quindi  si  ha  L(yi;}— js-fa; 
— Ly+Lv  cioè  il  logaritmo  del  prodotto  di  due  numeri  ò  egttale  alla  som- 
ma de'  logaritmi  de'  due  fattori,  E  se  si  dividono  Tuna  per  l'altra  le  due 

a*        y     .  y  y 

equazioni,  si  ottiene.  "^  ^  ""  cioè  a*— x-.  -,  e  si  ha  L  ~— « — ac—  Ly 
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—  Lv  o  sia  il  logarittM  di  una  ffaxion§  i  eguale  al  logaritmo  del  nu- 
meratore meno  quello  del  denominatore. 

202.  Queste  regole  servono  per  dire  il  vero  o  calcolare  i  logaritmi  dei 
naineri  non  primi,  allorché  si  conoscono  quelli  de'  numeri  primi.  Sicco- 
me il  numero  y  dev'essere  eguale  ad  una  potenza  di  a,  di  cui  il  suo  lo- 
garitmo esprime  il  grado  ;  cosi  i  soH  numeri ,  che  sono  potenze  esatie 
della  base,  hanno  per  logaritmo  un  numero  razionale.  Ed  egli  è  chiaro, 
che  i  numeri  espressi  dalle  potenze  intere  positive  o  negative  della  base 
hanno  i  logaritmi  interi  compresi  fra  0  e  -f-OD  o  fra  0  e  —  oe;  ed  i  nu- 
meri espressi  dalle  potenze  frazionarie  positive  o  negative  hanno  f  loga- 
ritmi frazionari  compresi  fra  gli  stessi  limiti.  Laonde  se  un  numero  b 
non  è  potenza  della  base,  il  logaritmo  dffr  non  ò  espresso  da  numero 
razionale:  ma  nemmeno  questo  logaritmo  può  essere  un  numero  irrazio- 
nale; perchè  nell'ipotesi  di  L6— v^n  dovrebbe  sussistere  l'equazione  a^"— ifr» 
ch'è  impossibile,  essendo  a  e  b  numeri  razionali.  Si  è  perciò  che  i  loga- 
ritmi di  tali  numeri,  come  quelli  che  non  possono  rappresentarsi  da  nes- 
sun numero  razionale  o  irrazionale,  si  rapportano  alla  classe  delle  quan- 
tità trascendenti ,  e  si  calcolano  per  approssimazione  per  mezzo  de'  de- 
cimali ,  essendo  tanto  più  vicini  ad  essere  esani,  quanto  maggiore  è  il 
numero  delle  loro  cifre  decimali-  Il  metodo  di  calcolare  il  logaritmo 
del  numero  b,  che  non  è  potenza  esalta  delta  base,  si  riduce  alla  succes- 
siva estrazione  della  radice  2**;  imperciocché  supponendo  conosciuti  i 
logaritmi  di  due  numeri  ,  il  medio  ariimelico  de'  due  logaritmi  es- 
prime il  logaritmo  del  medio  geometrico  dei  due  oameri.  Ed  in  vero 

—  ;  L(tfv)     *-f« 
essendo  Ly— 2,  Lv— x,  si  ottiene  L(yu)— z4  x,  e  LV/yu—    ^     "  "J*"* 

Ljf+Lv 

' — T~".  Quindi  se  il  numero  proposto  a  è  compreso  fra  i  limiti  a*  e  a3, 

2+3      5 
di  cui  i  logaritmi  sono  2  e  3,  si  otterrà  Lv/a*— L(o*v/a)*-  -~~  ""  «  t  e 

^        2 

6  sarà  racchiuso  fra  limiti  più  ravvicinati  cioè  fra  a"*  e  a*i/a  0  fra  a*\/a 
e  aS;  in  qualunque  dì  questi  due  casi  prendendo  di  nuovo  I  medi  prò. 
porzionali  si  ravvicineranno  sempre  più  i  limiti  ,  e  successivamente  si 
potrà  giungere  ad  avere  dei  limiti,  che  differiscono  di  una  quantità  mi- 
nore di  qualunque  assegnabile*  In  tale  stato  il  numero  proposto  ò  si  può 
senza  errore  sensibile  confondere  coi  limiti  ;  e  siccome  i  logaritmi  dei 
limiti  sono  cogniti,  cosi  si  avrà  infine  il  logaritmo  del  numero  ò  con  quel 
grado  di  approssimazione,  che  è  piaciuta  al  calcolatore  Si  è  con  questo 
metodo  che  Brlggs  e  Vlacq  hanno  calcolato  le  tavole  ordinarie  de'  loga- 
ritmi per  la  iMse  10,  quantunque  In  appresso  abbiano  i  matematici  ima- 
ginato  de'  metodi  più  semplici  ed  espeditivi. 

Finalmente  si  noti  ch'essendo  il  sistema  logaritmico  fondato  snll'equa- 
sione  o'  —  y  nell'  ipotesi  di  a  positivo ,  impossibile  riesce  di  ottenere  y 
negativo  con  qualsisia  valore  di  z  intero  0  fratto ,  positivo  o  negativo  ; 
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per  lo  ehe  si  stabilisce  che  t  numeri  negativi  non  hanno  logaritmi^  o 
eia  Veepreetione  L( — h)  si  deve  riguardai  come  ae$urda^  ciò  che  fu  sog- 
getto di  contesa  fra  Leibnitz  e  Bernonlli. 

203.  Intanto  si  può  osservare  che  il  metodo  di  Eulero  è  identico  a 
quello  antico  dì  considerare  le  due  progressioni  fra  loro  corrispondenti  : 
conciossiachè  Tequazione  fondamentale  a*  —  y,  prendendo  per  %  i  succes- 
sivi valori  0,  1,  2,  3.  4,  5,  ec.  darà  i  rispettivi  valori  di  y  espressi  da 
a**— 1,  as  a«»  a^,  a^,  o^,  ec;  onde  si  ha  la  pro^l>es8ione  aritmetica,  che 
eomincia  da  sarò,  per  denotare  i  logaritmi  »  e  la  progressione  geometri- 
ca, che  comincia  da  tino,  per  esprimere  i  numeri,  corrispondendosi  i  ter- 
mini in  questa  gilisa 

Logaritmi  -^  0 . 1 . 2  .  3 .  4 . 5  ec. ...  Numeri  -h-  1  :  a  :  a*  :  a^  :  a4  :  a»  :  ec. 
e  queste  si  possono  estendere  da  U¥o  a  — »,  e  da  1  ad  a'^^ ,  asse- 
gnando a  z  i  successivi  valori  — 1,  — 2,  —  od. 

Di  piò  il  metodo  stabilito  per  avere  i  logaritmi  de'  numeri  compresi 
fra  1  e  a,  fra  a  e  a*,  fra  a*  e  a^,  ec.  si  riduce  al  metodo  d'interpolare 
le  due  progressioni  con  inserire  un  gran  numero  di  medi  proporzionali 
fra  \  rispettivi  termini  delie  stesse  (n.**  193)  ;  perchè  V  interpolazione  si 
effettua  con  inserire  successivamente  un  medio  geometrico  fra  I  due  nu- 
meri che  servono  di  limiti ,  ed  on  medio  aritmetico  -fra'  1  due  logaritmi 
analoghi. 

In  fine  TimpossìlMlCà  de'  logaritmi  de'  nomeri  negativi  si  deriva  por» 
dal  confronto  delle  due  progressioni,  non  potendosi  mai  ottenere  numero 
negatlto  nella  progressione  geometrica  fra  I  limiti  — «  e  +Q0  dell' arit- 
metica, che  comprendono  tutti  i  numeri  immaginabili. 

204.  Potendosi  prendere  pei*  valore  dèlia  base  a  qualunque  numero 
positivo  maggior  di  uno^  egli  è  chiaro,  che  possono  esistere  tanti  siste- 
mi differenti  di  logaritmi,  quanti  sono  1  valori  di  a,  o  sia  il  numero  del 
sistemi  logaritmici  è  infinito:  ma  vi  è  un  nesso  costante  fra  i  logaritmi 
del  medesimo  numero  presi  in  due  sistemi,  come  pure  fra  i  logaritmi  di 
due  numeri  presi  nello  stesso  sistèma ,  e  noi  veniamo  stabilendo  i  due 
seguenti  teoremi. 

Teorema  1.^ 

/  logaritmi  dello  eteeeo  numero  preei  in  due  eistemi  hanno  un  rap- 
porto eostante,  qualunque  sia  il  numetà. 

Si  denoti  un  numero  qualunque  per  n,  e  chiamando  a  ebìe  rispettive 
basi  di  due  sistemi  logaritmici,  si  supponga  Ln  — r  per  la  base  a,  e 
Ln  — #  per  la  base  b.  Secondo  la  cotivenzione  adottata  si  hanno  le  due 
equazioni  a**  —  n ,  6*  —  n,  che  al.  riducono  alla  sola  or  -^U  ,  da  cui  e- 

straendo  la  radice  del  grado  r,  si  ottiene  a— M*.  Questa  equazione,  come 

quella  che  non  contiene  n,  fa  vedere,  che  la  frazione  **  deve  avere    un 

r. 

'SO 
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Talore  cosUnle,  qaaluoqoe  sia  il  naniero  pi^eso  per  m  dJfatto  ndllpotesi 
di  tto  altro  ooroero  n\  8op|N>neDdo  lM*^r^  per  la  base  a  e  Ln'^a'  per 
la  base  h,  le  due  eqaaziooi  af-^n*  t  bff  ^W  daranno  origine  ali*  unica 

equazione  a— ò**'  ;  e  comparando  le  due  equazioni  a^J^  e  a«>ò^,  si  ri- 

caverà  6'—  6''  o  sia  -  —  -•  Lo  che  ec. 

r     f* 

Questo  teorema  ci  mette  in  istato  di  eonfertire  i  logaritmi  di  totti  i 
numeri  calcolati  per  un  sistema  per  es.  di  base  a  in  quelli  di  un  altro 
sistema  di  base  h.  A  quest'oggetto  si  consideri  il  logaritmo  della  nuova 
base  h  nel  sistema  della  base  a,  e  si  dica  Lo— p  per  la  base  a,  essendo 
d'altronde  L(-^l  nel  sistema  della  base  h;  per  lo  che  in  forza  del  pre- 
sente teorema  si  stabilisce  la  frazione  -  eguale  al  rapporto  del  logaritmo 
B  di  qualunque  numero  per  la  base  h  al  logaritmo  A  dello  stesso  nu- 
mero per  la  base  a,  cioè  la  proporzione  izpixBiA^  che  dà  B— -  Ya, 
Dunque  fa  «t  moltipUea  il  logaritmo  di  un  numero  della  ba$e  a  per  la 
frazione  - ,  ei  ha  il  logaritmo  dello  $te$»o  numero  per  la  base  b  ;  e  to 

r 
i 

froMioné  -  dieéei  modulo  de*  logaritmi  del  eietema  di  boee  b.  Cosi  nel 
caso  di  a— 10,  h»*%  si  ha  p— L2  per  la  base  10—0,3010300,  e  quindi 

il  modulo  ~  —  0  3010300  ^^>3^^^^^»  ^^^  moltiplicando  per  3,3219280 

i  logaritmi  ordinari  delle  tavole,  si  ottengono  1  logaritmi  da'  numeri  per 
il  sistema  della  base  2. 

Tborbha  2.^ 

/  togaritmi  di  due  numeri  diverti  preei  nello  steeto  eistema  hanno  un 
rapporto  coi (aiife,  qualunque  eia  il  tietemaé 

Questo  teorema  si  può  riguardare  come  un  conseguente  del  teore- 
ma 1^;  giadché  poste  le  stesse  deoominaiionl  di  sopra ,  dair  equazione 

ff      •'  s      r        ^   Ln  (base  h)      Ln(base  a) 

-  —  -  del  1*  teorema  si  deduce  -,  —  —  cioè  r— nr n  •"  ;    f,u  «^"Ti* 

r     r*  a'      f  Ln'(base  b)      Ln*(  base  a  ) 

lo  che  ec. 

205.  Spiegata  la  teoria  de*  logaritmi  (n.®  201],  egli  è  facile  di  trasfor- 
mare alcune  espressioni  logaritmiche  complicate  in  altre  più  semplici;  e 
noi  proponghiaroo  i  seguenti  esempi  per  rendere  familiari  si  fatti  calcoli. 
!.•  L(o*c<l....)— La+L6+Lc+Ld+  ec. 

abe 
2.**  Irr  —  L(aòc)— L(<le)-La+L6+Le— Lil— La. 
ae 

3.*  L(o■•6"c^  ..)-Lo"'+ L6"+Lc'+  ec.  -mLa+nL6+rLc+  ce. 
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5.?  L^-^-L  —r-LWa+e))— L(m+n)-U+Wa+c)— L(m+n). 

•••  L(a«— «*)-L((a+«){a--aj))-L(a4-«)+I-(«— a). 

1  i  .     * 

4  i  3  /       3\  15  . 

•.*  L(a*—««r-L((a—»)(a*+.a«+«')r-i»L((a—iF)(a»:h <!«+«»)) - 
i»L(a— JP)+mL(a*+a«+«*}- 


10.«  14/(0»— ««)"-L(a«— «5}^-  -  L(<>— «)+  -  Ma«+a«+ar*). 


S  I 


^     i/(a«— »*) 

**•    Jt-    L  ■!■  ^\«  -L(a«— «»)•— L(a+aP)*-L((a+«)(a-.«))'— L(a  +  «)•  - 
(a  -f  flP; 

11  13 

j  L(a+af)+  jL(a— «)— ÌL(a+«)—  r  L(a— «)—  jL(a+a?). 

206.  Le  tavole  de'  logaritmi  sodo  di  on  grandlasimo  oso  per  abbre- 
viare i  calcoli  Domerici»  come  qaellecbe  in  forza  del  problema  1^  (na- 
mero  108]  fanoo  conoscere  1  logaritmi  de'  opmeri  dati,  e  per  il  proble- 
ma 2^  (d.°  100)  *i  numeri  corrispondenti;  ma  sopra  tutto  si  vede  la  loro 
utilità  nel  calcolo  delle  potenze  e  delle  radici  e  principalmente  di  quelle 
di  grado  elevato ,  cbe  si  riducono  in  effetto  a  semplici  moltiplicazioni  e 
divisioni,  come  potrà  oss^ryarsi  nei  seguenti  quesiti. 

PnOBLPHA  1.^ 

Sia  il  fimnaro  d$$U  aUtanU  di  una  prmnneia  e^pnuo  ito  n ,  a  alla 
fine  di  ciascun  anno  la  popolaxion^  ii  QummiH  di  "  in  rigwttdo  all'in 

Uro  niimero.  Si  domanda  il  numero  degli  abOanH  alla  fine  di  i  anni^ 
Secondo  la  condizione  del  quesito  il  onraero  degli  abiunti  alla  fine  del 

!•  .0.0  ma  iH-^-^J^^^  .n.  fin.  del  %'  .n»o  =^^+1)  +  «iHl) - 

n(r+i)r+n(r+l)      n(r+i)(r+l)     ^/r+lV     „    «      ^,^0 

n(r+i)t      n(r+i)*      «r(r+i)«j-«(r+l)*    n(r+<)*(r+l)      /r+l\5 

— ;r-+— Ts r^ 7^ — ^\~ì  *  '^• 

(r+l\r 
-—  j  f  cbiamando  x  i|  numero 

cercato  degli  abitanti.  Per  evitare  il  calcolo  della  potenza  f  si  ricorre  ai 
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)'— Lfi+Li  ^—  y  — Ln-J-IL -• 

Ln+((L(r+lj'-Lr).  qaiodi  dopo  di  «vere  scritto  i  logaritmi  di  r+1  e  r  se 
ne  prende  la  differenza,  che  si  moltiplica  per  t,  ed  aggiangendo  al  pro- 
dotto il  logaritmo  di  n,  la  somma  esprime  il  logaritmo  del  namero  cer- 
cato x;  per  lo  che  ritrovando  per  meizo  delle  tavole  il  namero  corri- 
spondente a  qaesto  logaritmo,  si  conosce  il  valore  di  x. 

ApplieaxiQne.  Sia  n— 100  000,  r— 30,  I— 100;  facendo  il  calcolo,  si  ha 

L31-  1,491361694 
-fCo-L  30»  8,522878745 
'31 

^  3ir  ^^^^^^^ 

fOOL  ~-  1,4240439 
+L100000-  5,0000000 


La;-  6,4240439 
0318 

IST  jB-2654874 
115 
60 
64. 

Dunque  alla  fine  di  un  secolo  il  numero  degli  abitanti  sarà  un  poco 
più  di  ventisei  volte  e  mezzo  più  considerabile. 

Si  poteva  in  questo  calcolo  sottrarre  il  logaritmo  di  30—1,477121255 
del  logaritmo  di  31,  ma  noi  abbiamo  preferito  l'uso  del  Co-logaritmo  di 
30,  che  dà  lo  stesso  rf^ultame^to,  cancellanSo  la  diecina  nella  caratteri- 
stica ;  come  pure  i  logaritmi  31  e  30  si  sono  presi  con  nove  decimali , 

31 

affinchè  dopo  la  moltiplicazione  di  Lrr  per  100  si  ottenga  il  prodotto 

con  sette  decimali  all'oggetto  di  ritrovare  sei  o. sette  cifre  per  x- 

r-fl 
L' equazione  logaritmica  del  quesito  proposto  L«  —  Ln  -f  (L  -  -   serve 

per  risolvere  tutti  i  quesiti  analoghi,  che  si  riferiscono  alle  quattro  quan- 
tità X,  A,  ty  r,  qualunque  sia  l'incognita  fra  esse;  così  supponendo  r  In- 

r  +  l      Lx — Ln 
vogjnita  si  ha  L —  — ,  e  per  mezzo  delle  tavole  si  trova  il 

r-fl  r+± 

valore  h  della  quantità  ,  d(i  cu(  per  mezzo  d€ill'6qi\azione  — —  —  A 

si  deduce  il  valore  di  r«-  r — r.  In  questo  caso  il  calcolo  logaritmico  ci 

A—  1 

fa  risparmiare  un'estrazione  di  radice  del  grado  t;  giacché  l'equazione 

(r+  l\f  r+l         *  X 
j   si  deve  mettere  sotto  la  forma  di  — —  —  J/^'r  .  ed  in 
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vece  di  estrarre  la  radice  1"**  de|  fratto  ^«   si  fa  la  semplice  divisione 

de]  logaritmo  di  -  per  I,  eome  si  vedrà  oel  segaepte  quesito. 

Pboblbha  2.* 

S$s9ndo  itaia  dopo  U  dilwno  la  terra  ftjfqpolafa  fiat  tre  figli  di.  Noè 
€  dalle  loro  tre  mogli,  n  cerea  in  quale  rapporto  avrebbe  dovuto  creeeere 
ciascun  anno  la  popoloMione  pef.  esservi  un  milione  di  uomini  dopo  due 


ComparMdo  colla  foraNila  gtMntet  el  hi  •—•»  x^lOOO  000,  f — 200, 
•  si  deve  deternioare  r  col  calcolo  logaritmieo  di  appresso 

L  or  — 5,0000000 
—  L  n -0,7781512 

L- -5,2218488 

—  L-. 9,^51002- L  — 

0835  D.^"  1051M3 

255 
245 


110 
122|. 

r+i 
Siccome  la  caratteristica  è  aero,  cosi  si  ha  —  —1,001953  — A,  e  r  — 

A^"0;05i953-**'  *^^  ~-  -**  '"  '*'"•• 

Dunque  per  una  sì  grande  popolazione  il  genere  amano  non  si  avrebbe 

1 

dovuto  aumentare  che  dì  ià  Jn  ogni  ^pno.  e  posta  la  lunga  vita  dei  primi 

aomioiy  questo  accrescimento  è  assai  verisimile. 

Pboblbha  3.^ 

Jn  una  provin§U$  il  numero  degli  uomini  si  raddoppia  alla  fine  di  i 

anni,  e  si  cerea  V  aoereseimento  annuale, 

r+ 1 
In  questo  caso  si  ha  «  — 2fi,  el'eqnasione  Ljc— Ln  +  tL diviene 

L(2»)-Ln  +  tL^^cioéL2  +  Ln-Ln  +  tL^-^,  che  ridotta  dà  L2-. 

■  i     '    r 

r+1  r+i'      L2 

<L  -j7-  o  sia  L  — —  —  —  come  si  avrebbe  avu^o  dall'equazione  2n  — 

(r+lvt  ^r+l\l 

— j7- j   9Ìo^  3^-t  (  "^  ì  f  cfc«  compete  al  presente  quesito. 
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Per  9*100  si  fa  il  segoenie  calcolo 

L2  -  0,3010100 

r^  L2  -  0,00301030 

0791  D.''  10069tM(5 

239 
216 

230  : 
216 

r-fl  11 

cioè  — j—  —* •fi, 0069555,  e  quindi  f  —  j^  —  ^  ^009555  -  *^3,7  ec. 

—  144  presso  a  poco;  danque  coiraamento  aoonale  espresso  da  7r:1«  po- 
polazione si  raddoppia  alla  fine  di  an  secolo.  Si  capisce  da  ciò,  come  dice 
il  sig.  Eulero,  che  sono  molto  ridieoU  1$  obiezioni  di  quell'increduli,  che 
negano  la  posibilità  di  aver  potuto  un  iolo  uomo  popolare  in  ti  poco 
tempo  la  terra. 

ARTICOLO  III. 

DelVequaxioni  esponenziali, 

207.  Finora  abbiamo  considerato  i  logaritmi  come  quelli ,  che  ebbre* 
▼iano  i  calcoli,  ciò  che  ne  forma  un  oggetto  di  grande  utilità;  ma  indi- 
spensabile diviene  il  loro  uso  nella  risoluzione  dell'equazioni,  che  con- 
tengono rincognita  nel  posto  di  esponente.  Si  consideri  in  particolare  l'e- 
qaazione  e^  —  d.  In  cui  e  e  d  sono  quantità  cognite  e  x  incognita:  sicco- 
me nessuna  dell'ogerazioni  algebraiche,  che  sono  l'addiziono  o  sottrazione 
la  moUipllcazione  e  divisione,  1* alzamento  a  potenza  ed  estrazione  di  ra- 
dice pn^  apprestare  il  mezzo  di  eonoscere  il  valore  di  x;  cosi  la  quan- 
lit|i  p^  si  riguarda  come  una  funzione  trascendente  di  x,  che  si  denota 
col  nome  di  quantità  esponenziale,  e  l'equazione  cJ^  —  <i  si  dice  ejponefi- 
xiale.  Si  distinguono  varie  specie  di  equazioni  esponenziali  secondoofaè  1*6- 

sponente  resulta  dalla  sola  incognita  come  in  e'  —  (i>  0  pure  da  una  quan- 
te 
e 
tilà  cognita  coir  esponente  incognito,  come  ha  luogo  nell'equazione  e  — /*, 

In  cui  e'  forma  l'esponente  di  0;  e  noi  dobbiamo  stabilire  il  metodo  ge- 
nerale per  risolverle  tutte. 

Nella  teoria  de'  logaritmi  si  è  dimostrato  il  principio  che  |1  logerttmo 
della  potenza  di  una  quantità  è  eguale  al  prodotto  dell'esponente  pel  sem- 
plice logaritmo  della  quantità  (n.i  198  e  201)  ;  facendo  uso  di  questo 
principio,  si  possono  prendere  i  logaritmi  dei  due  membri  dell'equa- 
zione esponenziele,  e  cosiderare  ip  vece  della  slessa  l'equazione  loga- 
ritmica, in  cui  l'incognita  resulta  coefficiente  di  un  logaritmo  cognito, 
e  colle  note  regole  se  ne  può  ricavare  il  valore:  io  questa  guisa  l'equa- 
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zione  proposta  e^^d  kì  cangia  in  Le«  — Ld  cioè  mLe-^Ld,  e  qaiodi  si 

ha  «  —  ]r~.  lu  questo  caso  adanqae  i  logaritmi  dod  si  impiegano  per  com- 
pendio del  Calcolo,  ma  sono  fanziooi  proprie  di  d  e  di  e,  ch'esprimono 
il  Talora  dell'  esponente  incognito  x^  e  senza  II  loro  oso,  impossibile  sa- 
rebbe stata  la  risoluzione  di  slmili  equazióni.  Si  avverta  intanto  che  per 
risolver^  l'equazioni  esponenziali  si  possono  prendere  i  logaritmi  in  qua- 
lunque sistema,  perchè  il  principio  sopra  indicato  in  riguardo  ai  legarit- 
ml  delle  potenze  conviene  ad  ogoi  sistema;  e  per  altro  si  è  dimostrato 

che  II  rapporto  r^  si  mantiene  costante,  qualunque  sia  il  sistema  in  cui 

ni  prendono  i  logaritmi  de'  due  numeri  diversi  dee  (n.°  204«  Teor.  2"). 
Per  farne  un'applicazione  si  proponga  il  seguente  quesito:  un  numero 

di  uomini  $1  aumenta  in  ogni  anno  della  quantità  ',  e  fi  cerea  in  quanti 
anni  diverrà  decuplo.  Questo  quesito  è  compreso   nell'equazione  ^  — 

n|  -^  j  di  quelli  del  n.^  123;  e  facendo  dp^lOn,  si  ha  la  particolare 

/  f  I   4  \  *  /  l'-i-  4  \ 

equazione  lOn— n[ j  o  sia  1Ò««[ j  eh* è  esponenziale,  essendo  la 

Incognita  espressa  dall'esponente  t.  Prendendo  I  logaritmi,  si  ha  LIO— 

f+l  LIO  . 

IL cioè  L  10-f  (L(r+1)— Lr),  e  r-rrTTrT"-  Sia  r— 100,  siccone 

r  Hr+i^— LI" 

LlO-1,  LlOl-2,0043214,  e  LlOO-2, cosi  si  ha  t"^  ^■^^^.-231,40  ec. 
Dunque  alla  fine  di  231  anni  e  mezzo  in  circa,  posto  l'accrescimento  an- 
nuale di  rrTr-,  quel  numero  d(  uomini  diverrà  decuplo. 

208.  L'equazioni  esponenziali  possono  presentare  delle  forme  più  o  meno 
complicate,  ma  la  prima  operazione  per  risolverle  è  sempre  la  stessa,  che 
consiste  in  prendere  i  logaritmi  dell'uno  e  l'altro  membro,  bastando  In 

seguito  le  regole  algebraiche  ordinarle  per  trovare  il  valore  dell'  incognita* 

msB 

a 
SU  proposta  l'equaiioDe  esponenziale  ~-—;^«o:  prendendo  i  logaritmi, 

h 

si  ha  La  — hh  —Le,  o  sia  mxLa — {nz — i]L&— Lo»  cioè  fnxLa— 
nxUf  +  Ub^LCf  che  può  mettersi  sotto  la  forma  (mLo — nLb)x^Lc~AJ>, 

d.  cai  si  deduce  «-;;^^. 

L'equazione  logaritmica,  che  proviene  da  quella  esponenziale,  può  essere 

a 

»— — 

superiore  al  l*'  grado:  sia  l'eqaaxione  b     *«>  e^'x^~^,  da  cui  si  deduce 
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H)"- 


tnxLe-{-[x^p)Lf,  o  sia  nL6 L6— f»u:Lc+a?L/'— pL^;  mol- 

X 


tiplicando  pera;, si  ha  hdblJb^aUb'^mx*Lb-\-x*Lf—pxLf,cìoéx*{mLc+Lp — 
d;(nL&+j)L/')-i— aLòch'è  oo'eqaaz/  di  S*" grado. Volendola  risolvere,  si  mette 

sotto  la  forma  tt^^xl  ^^ — A-C  l""-7-~7T7.  ch«sl  compara  colla  formala 

— (fiL6+pLf) 
generale  (A)  di  2"  grado  jp'-Ftx— ^  (n."  134),  facendo  p— ,    .  .^ — 

— aL6  ^  !.. 

f  —    -      - .;  e  sostitaendo  nella  formala  (B)  «— — àP=iV^  ec.  si  ha 

ntb+pLf 
2{mLc+Lf) 


209  Finalmente  l'equazione  esponenziale  può  essere  della  forma  e  ->/'» 
in  cui  Tesponenie  di  e  è  la  quantità  esponenziale  e^  :  in  questo  caso  pren- 
dendo i  logaritmi,  si  ottiene  e'Lc— L/",  e  questa  equazione  logaritmica  è 
pure  esponenziale.  Per  risolverla  si  pòssoho  di  nuovo  prendere  i  Ioga* 
ritrai  de*  suoi  due  membri  con  rignardare  i  logaritmi  di  e  e  ^  a  guisa 
dì  numeri ,  di  cui  si  devono  di  nuovo  ritrovare  i  logaritmi  in  forza  del 
problema  1®  (n.<^  198),  cercandoli  come  numeri  nella  colonna  If  delle  ta- 
vole; in  questa  guisa  si  h«nnò  i  logaritmi  de'  logaritmi  di  e  e  di  f,  e  si 
scrivono  Log.  log.  e.  Log.  log.  f.  Quindi  T equazione  exLc^Lf  si  con- 
verte in  L(eirLc)— Log.  log.  f  o  sia  L  e^+Log.  log.  e— Log.  log. /",  che 
dà  xLe+Log.  log.  e  «-Log.  log.  ^,  e  da  cui   finalmente  si  ricava  xb— 

Log.  log.  ^— Log.  log.  e 

.  Laonde  si  vede,  che  qualunque  sia  il  posto  che 

L  e    « 

occupa  l'incognita  come  esponente  di  esponente,  è  sempre  possibile  di  ri- 
trovarne il  valore,  prendendo  successivamente  i  logaritmi  dell'equazioni 
logaritmiche  esponenziali,  che  ne  provengono;  ciò  che  dà  origine  a  loga- 
ritmi di  logaritmi ,  di  cui  sempre  si  possono  determinare  i  nuovi  loga- 
ritmi, finché  si  giunge  all'altima  equazione,  che  contiene  l'incognita  nel 
posto  di  coefficiente. 

Si  è  principiato  adunque  dal  considerare  i  logaittmi  per  rendere  più 
semplici  i  calcoli  numerici,  rlduòendosi  per  mezzo  di  essi  la  moltiplica- 
zione e  divisione  a  somma  e  sottrazione,  e  l'operazioni  complicate  delle 
potenze  e  radici  ad  una  sola  moltiplicazione  e  divisione;  si  è  veduto  in 
seguito  che  coll'uso  de'  logaritmi  diviene  più  semplice  il  trattamento  di 
molte  equazioni  e  formule  algebraiche;  e  finalmente  si  è  scoperto,  che  i 
logaritmi  riguardati  come  una  classe  flarticolàre  di  quantità  sono  essen- 
zialmente necessari  per  risolvere  l'equazioni  esponenziali;  onde  l'algebra 
si  è  messa  in  istato  di  sciogliere  me  Iti  problemi,  che  a  questa  specie  di 
equazioni  danno  ondine. 


[ 


f 
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ARTICOLO  IV. 

Delle  formule  deUe  progrestiom  geometriche, 

210.  La  teorìa  deU'eqaaiioai  espoDenziali  ci  mette  in  istato  di  risolvere 
in  modo  completo  rispetto  alle  progressioni  geometriche  lo  stesso  proble- 
ma delle  aritmetiche  (n.''  i66),  che  consiste  in  determinare  dae  elementi 
qualunque,  dati  gli  altri  tre  fra  i  cinque,  che  sono  il  1**  termine  a,  l'ul- 
timo t,  i!  quoto  q,  il  numero  dei  termini  n,  e  la  loro  somma  $.  Concios- 
siachè  la  formula  del  termine  generale  «  — ag'-'  (n.*  18i)  e  quella  del 

termine 8ommatorio«—i! —  (n.^  184;  danno  ciascuna  quattro  formule  ; 

g— 1 
e  sostituiti  nella  2^  i  valori  di  t,  a,  q  presi  dalla  1*.  si  ottengono  suc- 
cessivamente le  altre  dodici  formule;  ma  tutte  le  volte  che  si  considera 
n  come  incognita,  essendo  n  nel  luogo  di  esponente,  l'equazione  diviene 
esponenziale,  e  si  devono  impiegare  i  logaritmi  per  risolverla. 

In  1**  luogo  si  prenda  la  formula  del  termine  generale  f— ag"-»,  e 
considerandovi  di  seguito  I,  a,  nyq  come  incognite,  si  ricava  T  «— o^"-  *. 

lì'' a — 5:7-.III»Lr-L(ag"— )...Lt-La-hL^"-'...L«-La+(«— l)Ly, 

^    L^-La  ♦   Lt— La  ,  „   „  «  ^^ 

n-1— j^...n;.l  +  -j;^.iyo9--^;eg.|^-. 

tq-—a    .  ^ 
In  2<>  luogo  la  formula  del  termine  sommatorio  a—  — j  cioè  f^— a  — 

tq—a,  considerando  successivamente  $,  a,  t,  q  come  incognite,  dA  V* 

tq — a                                     i                                    a+*9 — * 
J—  ^— r.  VI  G'mtq^iq+i.  Vlr  «g  — O  +  'J-^**.*— ••• 


VIir»g— <g  — a— a Ci— t;^— i— a, ...  g—  j^* 

In  3®  luogo  nell'equazione  ag— a—fg — a  del  termine  somniptorio  si  so- 
stituisca il  valore  di  t^aq^'^'  o  sta  la  1*  formula,  per  ottenere  $q — 
s^aq^"*  X q-^a  cioè  ag— a— og" — a;  nella  quale  si  devono  successiva- 
mente considerare  come  incognite  s,  a,  n,  q;  cosi  si  deduce  IX^  elq — 1) 

^aq^^.,.eJ'-!t=^J^^Kxos^^^^  ed  a^''^"*^ 


XI®  og^^ag— f-l-a ,    prendendo  i   logaritmi   dei  due   membri  ,    L(ag°) 

— L(«g— a+a),  cioè  lia+Lg^— L(a9— a+a)  o  sia  La+nLg— L(a^^— a+a) ,  e 

L(*g — <+a) — ^La 
qumdi  n— jt .  XII"  Supponendo  q  Incognita  »  l'equazione 

$q — a— ag* — a  appartiene  al  grado  n*»*»©  ,  che  può  mettersi  sotto  la  for- 
ma  ag"— ag-fa— a— 0,  e  dividendo  per  a,  si  ha  g"^-  gH — 0;  que- 
sta equazione,  sostituiti  1  valori  numerici  di  n ^  e ,  a,  dovrà  risolversi 
colle  regole  dell'equazioni  numeriche  dei  gradi  superiori. 
In  4"  luogo  si  sostituisca  nell'equazione  di  sopra  sg — a  — Ig — a  il  va- 
(  t 

loro  di  a—  u^;  che  è  la  II"  formula  per  avere  «g— tg— «  —  irirT»  ^^ 

31 
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coi  facendo  STiUìire  la  fraiione,  si  ottiene  «9"— t^^-"  — tg'^ — (;  e  con- 
siderando di  segoito  eenie  incognite  j,  t,  n,  q^  si  dedace  Xill''  j(g'>_9*'-  M«, 

prendendo  I  logaritmi,  U— L9"-'+L(f^H-«g+<),  0  siaLt  — (n— 1)L9+ 

*-l*y— '«iy +  «}.».«— 1— 1 ...n  — 1  + . 

L,q  hq 

XVi^  r equazione  nell'ipotesi  dell'incognita  q  è  del  grado  ntin^^  e  si  mette 
sotto  la  forma  i^"— r^"— «g*  -  »  +t«^0,  cioè  («— O^"— <?"•*'  4-*  — 0;  di- 

Tidendo  per  #— «.  si  ha  9" -^»-«  +  — -—0,  che  dovrà  risolversi 

nel  caso  particolare  dell' eqaazione  numerica. 

In  5**  luogo  nella  stessa  equazione  $q — #««<9-*-a  sì  sostituisca  il  fa- 
n-i 

lore  ài  qm^  y  i^  che  è  la  lY*  formula  ^  e  per  rendere  più  semplice  il 

calcolo  si  faccia  uso  degli  esponenti  frazionari  infece  del  segno  radicale 

1  1  1 

n — 1                             »— 1  fi — 1 

(n.«  94),  sostiiuendo  ^-i- —  .cosi  si  ricafa  —^ a-^^*  ^ 

n — 1  n — 1  n— 1 

a  a  a 


I 


moltiplicando  per  a*^-',  si  ha  per  ragione  detta  somma  degli  esponeoCi 

1        n^i  +  i         »  «-L-        .-i-       Jl        _!L 

1  +  - — J-* -— — 7requazione  «»-«— «a""" »  —  (■-■— ò"-' 

n— 1         ti— 1         n— 1  ' 

in  cui  si  defono  supporre  successi f amente  come  incognite  «,  (,  a,  n.  In 


questa  guisa  si  deduce  XV 


>'IP  f  Vt"-«  —  a«-«  J^t*^'  ^  a"-'  cioè  a-^ 


.  XViir  e  XIX**  Supponendo  incognita  I  0  o,  l'equaiione 


._  '  I 

#•*  —  I      ^a^i 

•        — »  _»  Il  1  n 

si  deve  sempre'mettere  sotto  la  forma  H*-'— r*-«**ja»^^-.c"-«  cioè 

'         i+JL-      _L-      1*1-    »  »  « 


,f»-i_t      "-«-«a"-'— a      »-»...|"-«(f^O-*a"-' (»—«);  alzando  i 
due  membri  alla  potenza  ti— 1,  si  ha  f(«— l)"""'  — a(«— a)"— ',  0  sia 
«(«—O""*'— «(«—«)"•"■—  <>f  che  resulta  sempre  del  grado  mimo.  xx«  L'e- 

qoazione  «(«— 0 "•""'— oC»—»)"-'  pn^  trasformarsi  'n  -  "  (  — r  ) 


prendendo  i  logaritmi,  si  ha  LI— La— (n^l)(L(s — a) — L{s — l)}  e  quindi 
L(— La  LI— La 

n— 1— r: — rr~r7r"7;»  •••  n— 1  + 


L(j— a)— L(J— I) •  L(f— a)— L(«— I) 

Le  venti  formale  cosi  ritrofate  si  possono  per  comodo  de*  calcoli  (di- 
slribulre  nella  seguente 
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TaiwAa  d^lU  %0  forfmtU  detto  pro^fiiorM  geometrica. 


DATI 


I,  q,  n 

t,  «,  9 
^,  n,  i 


T  R  o  y  A  R  B 


a—' 


.n-.  I 


■ 


a,  g,  n 
a,  n,  f 


t  — ^— 


9,  «,  »    I 


^ 


a.  t,  9 
a,  f.  f 

a,  9,  9 
tf  q,  i 


L(  — |.a 


"T^*»»~"^^^^^^^" 


Lj 


tt'-La 


ti  — 


L  e*  g — 9  +  a) — Lg 


11-1  + 


Lg 
Lg 


a,  I,  n 

a,  f,  • 

o,  n,  s 


^ 


-K'r 


«■^ 


a 
f — a 


g» g+ -0 


f— f 


r--'+ 


t 


-0 


a,  t,  q 


a»  t,  n 


a,  q,  n 
t,  q,  n 


f — 


tq 


g-i 


t       —a 


f  «• 


s 


t      —a 

g-1 
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2 li;  Ci  facciamo  ora  a  soggiangere  per  esercizio  de'  giovani  le  se- 
guenti applicazioni. 
1*  Dati  a  — 2,  9—5,  (—19531250,  trovare  n  e  a •  Nella  Uvola  si  ha 

L( — La 
n— 1+  ,  perciò  si  deve  fare  il  seguente  calcolo 

L  19531250-7,2007248 

44 
ili 


7,29073001 
— L  2  -0,3010300 

6,9897000 
e  per  ragione  di  L  5  —0,6989700  si  ottiene 
6,9897000  tq-^a     97656250-^2      97656248 

*^  0,6989700       ^  '  9—1  5—1  4 

24414062,  come  ha  laogo  nella  progressione  geometrica  «f  2:10:50:250:ec. 
2."  Dati  a— 2,  (—^250,  s— 1562 ,  trovare  n,  q.  La  formula  della  U- 

Lr— La 

vola  è  la  seguente  n— 1+— ; — =- — -    per  coi  si  farà  onesto  calcolo 

L(«— ^0; — L[S — t) 

L  1250-3,0969100 

— L  2-0,3010300 

2,7958800 

L  1560-3,1931246 
— L  312-2,4941546 

0,6989700 
^     2,7958800  f— a      1560 

*•"*+ 0,6989700 r^+^"* 5  ^"^ZT^'sìi''^*  "^"^  ^«  ^"^«o  nella 

progressione  sopra  considerata. 

4  3^67 

3.=*  Dati  a— 3,  g— «»  «—  -«7-,  ritrovare  n,  t.  Nella  tavola  si  ha 

L(«9— «+a)— La    ^        .     ,      .    ,     .                      13468      8367 
«— r- ,  facendo  il  calcolo  di  »ff^'+«— ""«I^ gT"  +  3 

13468—10101+729      14197- 10101      4096 
— 243 "■ 243 ""  243"'  **  pr««dono  i  logaritmi 

L  4096-3,6128599 
— L    243-2,3856063 

4096 
L  2^^-1.2267536 

— L  3  -0,4771213 


0,7496323 

L  4»0,6020600 

— L  3-0,4771213 


.  4 

L  --0,1249387 
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0,7490383 
e  si  ha  ^"^  r Toiio^o-r  ~'^*  Facendo  la  divisione,  si  ha  il  quoto  0  ed  il 

residuo  I;  ma  questo  piccolo  residuo  proviene  da  ciò  che  i  logaritmi  non 
sono  esatti,  potendosi  mtenere  una  maggiore  approssimazione  degli  stessi 
con  ulteriori  cifre  decimali ,  e  questa  circostanza  spesso   si  verifica  in 

a+«or-«  4096    4 

simili  calcoli.  L*altra  formula  della  tavola  <— dà  l— Trri-*  5 

q  ■         243     3 

1024 

•-  "^f  e  questi  elementi  appartengono  alla  progressione 

15    64     256     1024 
**»'*=3  =  9'-27  '-ir- 

Che  se '1  numero  n  de'  termini  resultasse  frazionario,  si  dovrebbe  in- 
terpetrare  giusta  gli  stessi  principii  stabiliti  approposilo  delle  progres- 
sioni aritmetiche  (oJ  168  e  169),  potendo  per  le  geometriche  aver  luogo 
una  teoria  analoga. 

Capo  l^lll* 

PKLLE  HEGOLE  DI  PROPORZIONE. 

212.  I  rapporti  geometrici  o  per  quoziente  e  le  proporzioni ,  che  già 
abbiamo  di  una  maniera  generale  considerato  sopra  i  numeri  astratti»  si 
possono  estendere  ai  numeri  concreti ,  fissandone  la  particolare  unità 
(aritm.  num.^  123);  e  cosi  hanno  origine  le  regole  di  tre,  di  compagnia^ 
di  alligaziofie ,  ec.  che  sono  di  grande  uso  nelle  scienze  fisico-matemati- 
che 0  meccaniche  e  nella  civile  società,  come  quelle  che  costituiscono  la 
base  de'  calcoli  del  commercio,  de'  banchi,  e  dell'aritmetica  mercantile. 
Queste  regole,  che  si  sogliono  di  ordinario  ridurre  ad  un  esercizio  pra- 
tico, si  devono  da  noi  riguardare  teoreticamente ,  e  si  possono  tutte  de- 
durre da'  principii  delle  proporzioni  geometriche. 

I  numeri  concreti  possono  esprimere  qualunque  specie  dì  quantità,  ma 
il  rapporto  si  considera  fra  le  quantità  della  stessa  specie,  che  diconsi  omo- 
genee, e  non  già  fra  quelle  di  differenti  specie  o  eterogenee:  così  si  com- 
parano le  distanze  colle  distanze,  i  volumi  coi  volumi ,  i  pesi  coi  pesi , 
le  monete  colle  monete,  le  densità  colle  densità,  le  velocità  colle  veloci- 
tà ,  ec.  aifinchè  i  due  termini  del  rapporto  abbiano  la  stessa  unità  ;  ma 
non  mai  le  distanze  co'  pesi  o  i  pesi  colle  monete,  essendo  diversa  l'u- 
nità di  tali  numeri.  Ma  ì  rapporti ,  come  quelli  che  esprimono  quante 
volte  runa  quantità  comprende  V  altra  omogenea ,  si  riduruno  a  numeri 
astratti,  e  sono  tutti  comparabili  fra  loro  (aritm.  nV  130). 

Questo  principio  si  deve  riguardare  come  la  base  della  teoria  delle 
proporzioni  applicata  alle  regole  di  tre,  che  servono  nell'uso  civile  e  nelle 
matematiche  miste,  adoperandubi  in  queste  discipline  frcijucuteuionte  del- 
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ri-quazioDi  con  quantità  eterogenee,  che  sembrano  a  prima  vista  assur- 
de, e  si  devono  pib  presto  riguardare  come  compendiose ,  che  denotano 
rapporti  di  quelle  quantità  cioè  numeri  astratti;  e  noi  veniamo  da  prima 
esponendo  la  regola  dì  tre  8el(a  comunemente  atfrea ,  da  cui  le  altre  si 
possono  derivale. 

Regola  di  tre  semplice- 

213.  Tutti  i  problemi,  che  danno  l'eguaglianza  di  due  rapporti  per 
quoziente  o  sia  la  proporzione  geometrica,  di  cui  si  conoscono  tre  termi- 
ni,  si  risolvono  colla  regola  di  tre  semplice ,  che  insegna  a  ritrovare  il 
termine  incognito;  e  noi  no  abbiamo  fatto  an  cenno  nell'aritmetica  ap- 
proposito  delle  valutazioni  («ritm.  n.^  131).  Tolendo  in  modo  completo 
siabilirne  la  teoria,  si  rifletta  dover  essere  in  ogni  regola  di  tre  dato  il 
rapporto  di  dne  numeri  omogenei  cogniti  a  e  a'  espresso  dagli  stessi  na- 
meri  a  e  a'  considerati  come  astratti,  e  questo  rapporto  resultare  eguale 
ad  un  altro  di  due  numeri  fra  loro  omogenei ,  di  cui  uno  per  es.  b  è 
cognito,  e  l'altro  ce  incognito,  esprimendosi  questo  secondo  rapporto  dai 
numeri  astratti  b  e  x.  Inoltre  renunciazione  del  problema  d[ev*essere  di- 
stinta in  due  periodi,  di  cui  ciascuno  è  formato  da  due  numeri  concreti 
eterogenei  denotanti  delle  cirpostanze  fra  loro  connesse  come  il  peso  di 
una  sostanza  ed  il  denaro  del  costo,  il  numero  degli  uomini  ed  il  tempo 
impiegato  per  un  lavoro ,  e^.  che  devono  essere  rispettivamente  disposti 
nello  stosso  ordine  ne'  due  periodi;  e  poi  possiamo  rappresentare  gli  ete- 
rogenei connessi  nel  1^  periodo  per  a  e  6 ,,  e  (quelli  nel  2^  collo  stesso 
ordine  per  a'  e  x.  Ora  in  riguardo  all'eguaglianza  de'  due  rapporti  pos- 
sono snccedere  due  casi,  che  sono  i  seguenti. 

1^  Caso.  Hegola  di  tre  diretta, 

a       b 

Sia  -;  *~  ~  •  ^^^  ^^  ax'^a^b;  in  questo  caso  a  ed  a'  si  dicono  diretta- 
ci      a> 

mente  proporzionali  a  6  ed  x,  e  la  regola  di  tre  prende  il  nome  di  diretta: 
perchè  nello  scrivere  la  proporzione,  avendo  riguardo  ai  due  periodi  del- 
l'enunciazione, i  ternaini  del  2°  rapporto  si  devono  prendere  collo  stesso 
vrdinc  dei  termini  del  l**;  e  si  può  stabilire  in  generale,  che  qìMlunque 
sia  *l  modo  di  disporre  i  termini  della  proporzione ,  sempre  de*  termini 
connessi  nello  stesso  periodo  l'uno  dev^essere  estremo  e  Valtro  medio. 
2^  Caso,  Regola  di  tre  inversa, 

a     X 
Sia  ~.-"r ,  0  sia  ab'^x:  seguendo  l'ordine  de'  termini  de^due  periodi 

dell'enunciazione,  il  rapporto  di  aia'  non  è  eguale  ma  inverso  i^  queUu 
di  b:x.  Imperciocché  la  divisione  di  1  per  qualunque  q^oantità  costituisce 

6 

l' inverso  4ella  stessa  quantità,  e  quindi  1  :  --  o  sia  la  frazione  rovesciata 

ss 

X  h  ^    a    X 

a  è  l'inverso  della  frazione  -;  ma  secondo  l'ipotesi  si  ha  — ,—7 /dunque 

9  X  *  a     0 
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-7  è  pore  l' inverso  di  -  t  0  come  dicesi  -;  è  U  ragione  invena  0  reciproca 

b 
di  -,  e  i  due  termini  a  e  a*  sono  reciprocamente  proporzionali  a  ò  e  or, 

cioè  nella  supposizione  di  a  doppio,  triplo ,  ec.  di  a'  sarà  h  metd,  terza 
parte ,  ec.  di  x.  La  regola  ds  ire  prende  in  questo  caso  il  nome  d'  (H- 
verea ,  ed  i  termini  connessi  nello  stesso  periodo  delP  enunciazione  de- 
vono essere  ambidae  estremi  0  pore  medi  delta  proporzione.  Volendo  scri- 
vere i  termini  secondo  J'ordine  deirenuncìazione  come  nella  regola  di  tre 

diretti»  si  potrebbe  filile  aia'  i:  t:  -;  giacché  r  :      esprime  là  ragione 

i     i       so      b 
inversa  di  bix,  essendo  t  :  -  ::  .—  :  ,  -  ::  a?  :  6;  b  il  potrebbe  ancora 

0    a:      ox    bx 

1    1 

scrivere  -  :  —  ::  6  :  x,  che  si  riduce  ad  a*  :  a  ::  6  :  ^. 
a    a'  ' 

Si  capisce  da  ciò,  che  la  distinzione  di  regola  di  tre  diretta  ed  inversa 
non  ha  affatto  riguardo  alla  proporzione,  ch*è  sempre  la  stessa;  ma  sol- 
tanto si  riferisce  alla  disposizione  de*  termini  de'  due  rapporti  eguali  re- 
lativamente all'ordine,  ch'essi  conseivano  no'  due  periodi  dell' enuncia- 
zione. Onde  geoeralmentf  si  prescrive  secondo  *l  dettato  del  n.»  i72  di 
dividere  il  prodotto  de*  medi  per  l'estremo  cognito i  te  V  incognita  è  ter- 
mine estremo;  opure  il  proiotto  degli  estrenti  pel  medio  eogìiito,  se  I* in- 
cognita è  termine  medio.  Il  valore  di  x  cosi  ricavntn,  sebbene  fosse  nu- 
mero astratto  nella  proporzione ,  pure  dovrà  corrispondere  al  numero 
concreto  incognito  dell'enunciazione,  di  cui  il  rapporto  al  numero  con- 

b    X 
creto  0  omogeneo  sari  espresso  dalla  frazione  In  numeri  astratti  -  o  -. 

X     b 

E  qoi  cade  in  acconcio  l'osservare»  che  nella  pratica  sogliono  di  ordi- 
nario disporsi  i  termini  secondo  i'  ordine  de'  due  periodi ,  in  guisa  che 
r  incognita  corrisponda  al  4°  posto  nella  proporzione  della  regola  di  tre 
diretta  a  :  a*  ::  b  :  x,  ed  al  3"  in  quella  dell' ijiversa  a  i  a'  ::  x  :  b,  I^o  che 
è  da  rigoardarsi  come  utile  alla  forma  meccanica  de'  calcoli,  trauundosi 
molto  più  di  persone  che  non  sentono  molto  avanti  nella  teorica  delle 
proporzioni.  L'algebrista,  come  colui  che  sa  potersi  la  medesima  pro- 
porzione scrivere  in  otto  modi  differenti  (n."  171),  non  si  applica  mai  al 
posto  dell'incognita;  ma  dopo  di  avere  scoperto  l'eguaglianza  de'  rapporti 
nei  modo  diretto  0  inverso,  bada  soltanto  a  disporre  gli  eterogenei  con- 
nessi l'uno  come  estremo  e  Taltro  come  medio  nel  1"  caso,  ed  anibiduO 
come  estremi  o  medi  nel  2^  caso,  potendo  in  tatti  e  due  i  casi  l'incognita 
occupare  qualunque  posto. 

Applicazione  4^.  Sono  state  comprate  4%1  salme  di  frumento  per  on»^ 
ce  484,  quanto  dovranno  eoetare  967  salme. 

Chiamando  x  il  numero  incognito  delle  once ,  si  hanno  i  due  periodi. 
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che  in  un  modo  generale  abbiamo  sopra  considerato, 

i,"*  Per.*'  121  sai.  484  on. ...  2.**  Per.*»  267  $aL  x  on. 

m 

e  siccome  il  rapporto  delle  salme  è  direttamente  canale  a  quello  delle  once, 
an  numero  doppio  o  triplo  ec.  di  salme  costando  un  numero  doppio  o 
triplo  ec.  di  once,  cosi  ha  luogo  la  regola  di  tre  diretta,  e  quindi  si  sta- 
bilisce la  proporzione  121  :  267  ::  481  :  x,  in  cui  121  :  267  esprimcin  nu- 
meri astratti  il  rapporto  delle   salme  e  481  :  x  quello  delle  once.  Dalla 

267.484 
proporzione  si  ricaTa  ap**        ■ — -«lOdS;  dunque  484  salme  costeran- 
no 1068  once- 

S^.  Un  determinato  lavoro  è  stato  eseguito  da  4S  uontini  in  4%  giornif 
in  qtianti  giorni  lo  termineranno  60  vominif 

1  **  Per.®  43  uom.  12  g. ...  2.**  Per.*  60  tiom.  x  g. 
Siccome  un  numero  doppio  di  uomini  impiegane  metà  di  tempo  per  lo 
slesso  lavoro,  perciò  il  rapporto  degli  uomini  è  inverso  dell'altro  del  giorni, 
ed   in  questo   caso  si  verifica  la   regola  di  (re   Inversa  ;  quindi  sì  ha 

43.12  ,  ,  ^ 

43  :  60  ::  ar  :  12,  ed  g*^    ^    —  8  s/s  ,  cioè  60  uomini  impiegheranno  8 

giorni  e  y»  di  giorno. 

.?''.  Se  20  uomini  hanno  fatto  4 SO  canne  di  un  dato  lavoro,  56  uomini 
q*uìnte  né  faranno?  1.**  Per."  20  uom.  130  <ra.  ...2.**  Per.*  1(6  uom.  x  ea. 

Essendo  la  regola  di  tre  diretta,  si  può  stabilire  la  proporzione  56:20 

86.130 
::  XI  130,  e  si  ha  ^  — ~aìv — r-364;  e  quindi  56  uomini   faranno  364 

canne. 

^,  Un  vascello  ha  de'  viveri  pet  44  giorni^ ,  il  comandante  prevede 
di  dover  restare  in  mare  per  20  giorni:  a  quanto  deve  ridursi  la  razione 
di  ciascun  individìw? 

In  questo  quesito  non  è  data  la  quantità  della  prima  razione,  ma  sic- 
come si  tratta  di  dovere  determinare  la  seconda  in  rapporto  alla  prima, 
cosi  SI  può  supporre  uno  la  prima  razione  ed  x  la  seconda;  e  sì  hanno 
i  due  periodi  1.°  Per.**  14  giar.  1  ra«...,2.°  Per."  20  gior.  x  rax. 

La  proposta  regola  di  tre  è  inversa,  riducendosi  a  cagion  di  es.  per 

un  numero  doppio  df  giorni  la  razione  a  metà  ;  quindi  si  stabilisce  20  : 

14       7  7 

14  ::  I  :  a?  —  ^«^  — ,  cioè  la  2*  razione. dovrà  essere  T^j della  1*. 

Segolo  di  tre  composta, 

t 

214.  Alcune  volte  i  problemi,  che  trattano  di  eguaglianza  di  rapporti, 
racchiudoffto  più  di  tre  termini  cogniti  :  ma  la  loro  enunciazione  resulta 
da  due  periodi  di  numeri  concreti  rispettivamente  omogenei  ;  e  ciascun 
rapporto  sarebbe  eguale  a  quello  del  termine  incognito  col  suo  omogeneo, 
se  si  rendcrsseie  eguali  le  circostanze  indicate  degli  altri  termini  omogc- 
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nei.  Per  {scoprire  '1  metodo  generale  di  simile  regola  si  rappreseniino  i 
due  periodi  co'  termini  omogenei  espressi  dalle  stesse  lettere  in  questo 
modo  1®  Periodo  a,  e,  d,  m,h  ...  2®  Periodo  a',  e*,  d\  m\  x  (A)  e  si  faccia 
variare  soltanto  il  1°  rapporto,  eguagliando  le  altre  circostanze  con  sap- 
porre e-* e',  d^d\  m  — m':  lo  che  dà  origine  al  quesito  modiflcoto  in  * 
questi  due  periodi  l*'  P.eriodo  a,  e,  </,  m,  6 ...  2**  Periodo  a\  e,  d,  m,  u  che 
si  riduce  ad  una  J'  regola  di  tre  semplice^!"  Peric)J^4ò  ..•  V  Per.  a\  u 
denotando  per  u  il  termine  incognito  che  vi  eoni^^flt:  e  nell'ipotesi 
dell'eguaglianza  diretta  de'  due  rapporti  si  ottiene  la  proporxione 

ha' 

aia'::  b  :  H  —-^. 

a 

^  «  Si  faccia  ora  variare  nel  sistema  (A)  de*  due  periodi  il  2"*  rapporto  di 
e  :  e',  o  sìa  si  roodÌGcHi  di  nuovo  il  quesito,  stabirendo  il  2**  periodo  pre- 
cedente per  1®  e  formando  il  2®  con  cangiare  e  in  e',  u  in  y  in  qaesto 

ba* 

modo:  1**  Periodo  a', e,  d,  m,  u'—  — ...  2*  Periodo  a',  e\  d,  m,  y. 

Il  quesito  cosi  modificato  si  riduce  ad  una  2*  regola  di  tre  semplice: 

.  ha* 

1**  Periodo  e, — ...2°  Periodo  e',  y,  io.cni  y  esprime  l'incognita  corrispon- 

dente  ;  e  supponendo  direttamente  eguali  i  due  rapporti,  si  ha  la  propor-    '^* 

ba'  6a'  e' 

zione  e  :  0*  ::  —  :  y  — . 

a     '         ae 

Si  modifichi  di  nuovo  il  quesito  con  istabUire  il  2^  periodo  precedente 

per  l<*e  fare  varive  nel  2^  li  li  ^^^Jf^kk' m;  cosi  si  hanno  i  due  peHodi 

ha'  e' 
i^  Periodo  a\  e\  d,  m,  y  — ...  2* Periodo  a\  e\ d\ m, g,  ed  una  8*  rego- 

ba*  e' 
la  di  tre  semplice  i«  Periodo  d, ...  2®  Periodo cT,  2 esprìmendo  m  la  nuova 

,                          t                                                          t   >       ba*  e* 
incognita;  è  nell'ipotesi  de'  rapporti  diretti  si  ha  d  i d'  :; :  e    — 

ba*  e*  d' 


aéd 

Finalmente  per  far  variare  l'attimo  rapporto  si  stabilisca  al  solito  il  2** 

periodo  precedente  per  !<*,  e  si  cangi  m  in  m*  per  avere  il  2*  periodo  del  que- 

ba*  e*  d* 

sito  modificalo:  1»  Per."a',  e',  d',  w,  i 7^  .♦.  2*  Per.»  a»,  e',  d',  m',  a?. 

«  dea 

Questo  y  periodo  racchiude  tutti  I  termini  dati  connessi  coir  incognita 
X  secondo  l'enunciazione  primitiva  del  ifuesito,  perciò  vi  si  stabilisce  l'in- 
cognita x^  ed  esattamente  corrisponde  al  2*^  periodo  del  proposto  quesito; 
onde  si  risolve  colla  seguente  4*  regola  di  tre  sémplice 

ba*  e*  d*  • 

V  Periodo  m,      ^^■^.  ...  2"  Periesdo  m',  m^  €  wk  caso  de'  rapporti  diretti, 
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òa'  e'  d'  6a'  e*  d' m'  .         ,  . 

si  oitleoG  m  :  m*  :: 7— ,:  t.= ; eh'  é  il   Yalore  del   lermine 

acd    "  aedm 

incognito  del  quesito  proposto. 

ba'  e'  d*m'  ,  a  e  d.m     b 

L'equazione  «  — messa  sotto  la  forma    .  ,  ,1 — ;•--  0  sia 

^  aedm  a*c*d*m*     x 

a  \/  e   \/  d  \/  tn       h 

~,  X  "■»  X  7»  X  ZjtM  "  ^®  cedere,  che  la  ragion  composta  delle  ragioni 

dirette  dei  termlM^gniti  omogenei  de*  due  periodi  dell'enunciazione  é 
eguale  al  rapporto  di  6  :  a;  (n."  178):  quindi  si  prescrive  di  comporre  le 
regioni  $emplici  de'  rispettivi  omogenei  cogniti  ^  e  formare  V  unica  pro- 
porzione aedm  :  a'  e'  d'  m*  ::  ^:  x»  che  dà  il  medesinM)  valore  di  x  rica- 
vato dalle  successive  regole  di  tre  semplici,  ed  una  tale  regola  di  tre 
prende  il  nome  di  compoeta,  «« 

Nella  fori&ola  generale  abbiamo  supposto  essere  tutti  diretti  i  rapporti 
de'  rispettivi  omogenei  col  rapporto  di  fr  :  op,  ma  se  hanno  luogo  de<  rap- 
porti inversi,  allora  nella  variazione  degli  omogenei  del  rapporto  inverso 
la  regola  di  tre  semplice  diviene  inversa,  e  si  procede  nello  slesso  modo 
di  sopra  :  cosi  supponendo  inversi  I  due  rapporti  di  0  :  e*,  e  di  m  :  m\  la 

(a'  ha*  e 

2*  règola  di  tre  inversa  dà  e  :  e'  ::  y  :  — ,  od  jf  —  — :  ;  la  3*  regola  di 

a  ac 

ha*  0  ha'  ed'  ba'cd' 

tre  diretta  d  :  d'  ::   — r  :  i  —  — n-ie  la  4* inversa  dà  m  :  m'  ::  x:  — rr 

ac*  ae*  d  ^  ac'd 

bu'cdm  ,       ac'dm*        b   ,  ,  a  \/c*\/d  yj  m' 

0  sia  ar^  — rr-r, da  cui  si  deduce     ,  ,,      —-cioè-  X  -X  -A  —  — 
ac*dm  a'cd'm       x         a*  f\c  /\  d*  /\  m 

b 

~.  Si  capisce  da  ciò  che  il  rapporto  ài  kim  è  eguale  alila  ragion  com- 

X 

poeta  delle  ragioni  dirette  aia\  d:d*  e  delle  ragioni  inverse  di  e: e*,  di 
fn:m',\e  con  questa  ragion  compoeta  può  farsi  unica  proporzione 
ac*dm*;a*ed*m::b:x9  che  risolve  II  quesito. 

Posto  ciò  possiamo  di  una  maniera  generale  stabilire,  che  dopo  di 
aver  formato  i  due  periodi  dell* enunciaxione  $i  devono  tuccestivamente 
comparare  i  particolari  rapporti  con  quello  di  b  :  x  per  conoscere  i  di- 
retti e  gV  inverai  t  e  scrivere  a  corrispondenza  in  due  colonne  verticali 
gli  antecedenti  e  i  conseguenti,  badando  d* invertire  lordine  dei  termini 
nelle  ragioni  inverse;  poi  si  devono  comporre  le  rcigioni,  moltiplicando 
per  ordine  gli  arUecedenti  e  i  conseguentit  per  avere  i  primi  due  termini 
della  proporzione;  finalmente  secondochè  gli  antecedenti  delle  ragioni  di- 
rette sono  stati  presi  dal  4^  o  dal  S^  periodo,  si  deve  scrivere  in  terzo 
luogo  il  termine  b  0  pure  x  ;  ed  in  questa  guisa  con  unica  proporzione 
si  risolve  il  quesito  proposto*  Difatto  nella  formala  generale,  in  coi  tulli 
i  rapporti  aia',  e:  f,  d  : d\  m : m*  sono  diretti,  si  dirà^^cfm : a*c*dm*  iibix, 
e  si  verifica»  che  de*  termini  connessi  nello  stesso  periodo  cioè  a/cdm  e  6, 
a^c^d'm*  e  x,  uno  dev'essere  estremo  t  l'altro  medio  nella  proporzione, 
come  si  è  notato  nella  regohi  di  tre  semplice  diretta  ;  e  nella  formula, 
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io  cui  i  rapporti  e: e',  m:fn*  sono  inversi,  si  farA  la  ragion  composta  di 
a:a\  e': e,  d:d',  m'im,  e  si  dirà  ac'dm*:a*cd*m  ::h:x. 

Se  poi  tatle  le  ragioni  senapUci  sono  inverse  di  quella  di  Òix^  allora 
fatto  il  rapporto  composto  (icdm  :  a'c"d*m%  secondochè  si  sopo  presi  i 
conseguenti  delle  ragioni  semplici  dal  l"*  o  dal  2®  periodo,  si  scriverà  in 
3"  loogu  6  0  x;  io  qnestg  modo  si  avrà  acdm  :  a'e'd'm'  :i  x  :  b,  ed  egli 
è  chiaro  che>  i  termini  connessi  nello  stesso  periodo  cioè  aedtn  e  b,  d'c'cf'm' 
e  X  devono  tutti  due  essere  estremi  o  medi  nella  proporzione ,  a  tenore 
di  ciò  che  si  è  prescritto  nella  regola  di  tre  semplice  inversa. 

Applicazione  4,^  Se  20  uomini  in  4S  giorni  hanno  fatto  460  canne  di 
lavoro,  S4  Uomini  in  49  giorni  quante  ne  faranno? 
1°  Ppr.*  20  uom,  15  gior.  160  ea,  ...2**  Per.*  31  uom»  19  gior.  x  ca. 

Essendo  i  rapporti  de'  numeri  degli  uomini-  e  de'  giorni  ambidue  di- 

31.10.160 
retti  con  quello  delie  canne,  si  avrà  20x19  :  31x19  ::  160  :  os— — ■     .j  ■■ 

2 
—314  -  =  —314  ca.  1  pai  ù  on.  9  li.  7  pu.,  2. 

Che  se  si  volesse  risolverei  quesito  colle  particolari  regole  di* tre, 

eguagliando  da  prima  le  circostanze  de'  giorni,  avrebbe  luogo  la  1'  re- 

31 .  160 
gola  di  tre  semplice  20  :  SI  ::  160  :  «—  — r^r —  lavoro  di  31  uomini  in 

15  giorni;  e  fac^pdo  variare  il  numero  15  de'  giorni  in  19 ,  si  avrebbe . 

,    «ì  .-     Ai.     31.160  31.19.160 

la  2''  15  :  19  ::  — rj —  :  «—  — Ì5~75 —  ^®"™®  sopra. 
•  * 

i.^  20  Uomini  hanno  fatto  460  canne  di  lavoro  in  45  giorni,  S4  uo- 

2 

mini  per  fare  3Ì44  canne  e  jz  quanti  giorni  dovranno  impiegare? 

2 

1**  Per.**  20  uom,  160  ca.  15  gior. ...  2"  Per.*»  31  uom.  314  7^  ca,  x  gior. 

Es9endo  il  rapporto  degli  uomiDÌ  inverso  di  quello  de'  giorni ,  ed  il 

4712 

rapporto  delle  canne  diretto,  si  avrà  31x160  :  20X-7^  ;;  15  :  x  — 

lo 

20.4712.15 

T5T3I .  160  ""  ^^' 
S,^  40  Uomini,  che  fatkana  9  ore  per  giamo,  hanno  eseguito  un  dato 

lavoro  in  46  giorni;  4S  uomini,  faticando  7  ore  per  giorno^  per  eeegùire 

lo  stesso  lavoro  quanti  giorni  dovranno  impiegare? 

1**  Per."*  40  u«t».  9  or,  15  gior, ...  %**  Per.®  la  uom,  7  or,  x  gior. 
Siccome  I  rapporti  degli  uomini  e  delle  ore  di  fatica   sono  ambidue 

inversi  del  rapporto  dei  giorni,  perciò  si  avrà  40x9  :  13x7  ::  x  :  15.... 

300.15  3,1  31  ^, 

ar—  — — -  —  59  jt  0  sia  59  giorni  e  rr  9^  giorno^  intendendo  per  gior- 
no la  durata  della  loro  fatica  ch'è  di  7  ore-  Difatto  la  condiziouc  del  1" 


252 
periodo  di  9  ore  di  faiica  per   15  gioroi  si   può  ridurre  alla  4arala  di 
15x9—  135  ore,  ed  allora  si  ha  la  regola  semplice  inversa  40  :  13  :: 

X  '.  135,  che  dà  X'^kX^  jr ,  oorrispoadeodo  questo  numero  di  ore  a   59 

31 
giorni  e  ^^  rido|ii  a  7  ore  per  giorpo. 

4.^^40  Uomini  hanno  costruito  un  muro  lungo  4 SO  canne,  largo  S 
palmi,  alto  8  cann§  in  65  giorni,  travagliando  9  ore  il  giorno;  ii  do- 
manda quanti  giorni  dovrebbero  impiegare  1S  uomini  per  costruire  un 
muro  lungo  160  tanne  ,  largo  5  palmi ^  alto  6  carni»,  travagliando  10 
orp  per  giofno, 

1"  Periodo  40  ffom.  130  ca,  3  pai.  8  ca.  9  or.  ^  gior. 
^'^  Periodo  15  100         5  0       10         x 

I  due  rapporti  degli  uomini  e  delle  ore  sono  inversi  di  quello  dei  gior- 
ni, per  lo  che  si  avrà  la  ragion  composta  di  15  :  40,  130  :  160,  9  : 5,  9 : 6, 
10  :  9,  e  quindi  15x130x3x8x10  :  40x100X5X6x9  ::  65  :  x.240  gior. 

Regola  co^giun^. 

215  É  un'operazione  molto  ovvia  ne'  banchi  quella  di  determinare  ii 
rapporto  di  due  monete  di  differenti  paesi,  allorché  è  da^  una  serie  di 
rapporti  cun  altre  monete,  In  ftiodo  che  le  due  corrispondono  agli  estre- 
mi della  serie.  SI  dica  per  es.  essere  equivalenti  n  rubli  di  Russia  a  N 
scillini,  n*  scillinì  a  N*  franchi,  n"  franchi  a  N"  fiorini  di  Amsterdam , 
n'"  fiorini  a  ^'"  ducati  di  Napoli ,  e  si  cerchi  il  rapporto  del  rublo  ah 
ducato. 

Chiamando  a,  6 ,  e ,  <i ,  e  i  valori  Intrinseci  delle  successive  unità  di 
moneta  espressi  in  numeri  omogenei,  si  ha  la  serie  deirequazionì 

na-'Nb,  n'6-iV'c,  n"c--Y"d,  n"*d-iV"« 
che  moltiplicate  per  ordine  con  togliere  i  fattori  comuni  6,  e,  d  de'  due 
membri,  somministrano  nxn'xn"xn'"a-iVX^'XiV"XiV'"a ,  quindi 

a     ^vx^Y;><iv;;x/r' 

e        fix»»'x»*"xw'*' 

Questo  resultamento  corriiipo|ide  alla  rogione  composta  di  tutte  le  ra- 
gioni intermedie  a  :  6,  b:  e,  e  :  d,  die:  i  imperciocché  l'enunciazione  di 
4>opra  si  riduce  alle  segueuti  proporzioni  a  :  6  :;  iV  :  n ,  6  :  e  ::  iV'  :  n', 
c:d::  N"  :  n",  die::  IH'"  :  n'"  e  quindi  in  forza  del  n."*  179  ne  deve 
resultare  ti  :  e  ::  iVx/VxiV"xiV"*  s  nx»*xn''x"*".  L^  stessa  regola  si 
può  applicare  a  due  misure  o  pesi  qualunque,  e  come  quella  che  resulta 
dalla  unione  di  molti  rapporti,  porta  il  nome  di  regola  congiunta, 

flegofa  di  Società.  . 
210.  Negli  affari  di   negozio  e  di  commercio   si  fa  spesso  un'  associa- 


iWi 
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zioDe  di  alcani  ÌDdividui,  di  cui  ciascuno  meita  un  dato  capitale  per  un 
determinato  tempo;  e  si  tratta  in  fine  di  distribuire  ai  soci  il  guadagno 
o  la  perdita  secondo  i  priocipii  della  giustizia  ,  avendo  riguardo  ai  ri- 
spettivi capitali  e  tempi:  la  regola  che  insegna  ad  effclluarc  una  tale  di- 
stribuzione ,  prende  il  nome  di  Società ,  e  noi  ci  facciamo  a  stabilire  la 
formula  generale  della  slessa. 

Siano  tre  gli  associali ,  i  rispettivi  capitali  espressi  da  e  ,  c\  e";  i 
tempi  da  t,  C,  <";  il  guadagno  o  la  perdila  totale  da  G;  ed  i  guadagni 
o  le  pprijite  corrispondenti  da  x ,  x\  x'\  Se  ci  piace  di  denotare  per  u 
il  guadagno  o  la  perdita  che  coinpeys  all'  unità  di  moneta  ncll'  unità  di 
tempo,  si  avrà  il  guadagno  o  la  perdita  della  somma  e  nell* unità  di 
tempo  espresso  da  cu,  verificandosi  la  proporzione  1  :  e  ::  u  :  cu  ;  ed  il 
guadagno  o  la  perdita  della  somma  e  nel  tempo  t  espresso  da  Xm»clu 
per  ragion  della  proporzione  1 : 1  ::  cu  :  ctu;  della  stessa  maniera  si  pro^a 
essere.  sc^^e'Vu ,  a;"— c'T'u.  Siccome  per  la  natura  del  quesito  si  ha  la 
somma  de'  particolari  guadagni  o  delle  perdile  eguale  al  guadagno  o  alla 
perdita  totale  cioè  a;-fa;'+a?'*— ^^  cosi  per  la  sostituzione  de'  valori  si 

G 
ottiene  olu+crt«+c*'r«— tf,  da  cui  si  ricava  il  valore  di  ti  — 


ct+cr-{-cT* 

sostituendo  questo  valore  nel  Inespressi oni  di  x,  x\  x*\  si  ottiene 

etG         ,  crG  e*r*G 

c<+cr+c*«r  "•  ^  "".c/+cY+c"t'  '"  ^  "■  cì+c't'-f  c'T' 
Per  lo  che  si  possono  dedurre  le  tre  seguenti  proporzioni  co*  primi  due 

Se  t  :  X 
C  r  :  X* 
c"<"  :  oj" 

Collo  stesso  metodo  si  do\rebbe  procedere  nel  caso  di  un  numero  maggiore 
di  soci;  perciò  si  stabilisce  io  generale,  che  in  si  fatta  regola  dì  società 
detta  composta  si  devono  prima  i  capitali  moltiplicare  per  fi  rispettivi 
tempi  »  e  poi  formare  le  pì-oporzioni  con  dire  la  somma  totale  de*  prò- 
dotti  sta  al  guadagno  o  alla  perdita  totale  come  ciascun  prodotto  parti- 
colare al  guadagno  o  alla  perdita  corrispondente. 

^e  si  fa  nelle  formule  generali  della  società  composta  la  supposizione  di 
t^V'^V,  togliendo  il  fattore  comune  t  al  numeratore  e  denominatore  di 

^  ,  -     .  .  cQ  e*G  c'*G 

ogni  frazione,  ne  resulta  a:—     ,    /^   .  ....  «•—  -— -; — -  ....  ;p'.- 


c+c*+o"  c-hc'+c"  ••••  '^  "  e-\-c''^c*'' 

e  si  ricavano  le  tre  proporzioni  c+c'+c"  :  G  :: 


La  regola  di  società  nel  caso  de'  tempi  eguali  prende  il  nome  di  sem- 
plice, che  si  risolve  per  mezzo  delle  proporzioni  con  dire  la  somma  to- 
tale de*  capitali  sta  al  guadagno  o  alla  perdita  totale  come  ciascun  ca- 
pitale al  guadagno  o  alla  perdita  corrispondente, 

E  6C  poi  ci   piacesse  di  supporre  nelle  stesse  formule   ge.neroli  dell^ 
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società  composta  e— c'—c",  si  avrebbera  le  tre  proporzioni 

r  :»• 

ed  un'altra  specie  di  regola  di  società  semplice  per  il  caso  de*  capHali 
eguali ,  che  si  risolverebbe  colle  proporzioni  della  somma  da'  tempi  al 
guadagno  o  alla  perdita  totale  come  ciaeeun  tempo  al  guadagno  o  per- 
dita corrispondente. 

217.  La  regola  di  società  si  può  ancora  dedarre  immediatamente  dalla 
regola  di  tre,  e  precisamente  quella  di  società  semplice  dalla  regola  di 
tre  semplice  diretta  ;  imperciocché  la  regola  di  società  semplice ,  come 
quella  tbe  insegna  a  dividere  il  guadagno  o  la  perdita  totale  in  parti 
proporzionali  a'  semplici  capitali ,  si  riduce  al  seguente  problema  gene- 
rale :  Dividere  il  numero  dato  Q  in  un  determinato  numero  di  parti  x, 
x%  j",  che  abbiano  rispettivamente  gli  stessi  rapporti  de*  numeri  dati  e, 

4  6'    *  X* 

e\  e";  ciò  che  dà  origine  alle  seguenti  proporzioni  e  :  x  i:  l  ^„',  ^„ 

f  e     »  X 

Siccome  nella  serie  de*  rapporti  geometrici  eguali  la  somma  degli  ante- 
cedenti sta  alia  soojnia  de'  conseguenti  come  qualunque  antecedente  al  suo 

Se  :  X 
e'  :  X* 
e"  :  a?" 

(e    :  X 
0  sia  c+c'4-c'^  :  G  :; 


e 

X 

e' 

X' 

e" 

a?" 

cb'è  li^  regola  sopra  stabilita  per  la  società  semplice. 

Come  pure  la  regola  di  società  composta  dipende  dalla  regola  di  tre 

composta,  dovendo  i  rapporti  delle  parti  variare  contemporaneamente  in 

rogione  de'  capitali  e  de'  tempi.  Ed  in  vero  nella  comparazione  delle 

parti  X  e  x*-  si  hanno  i  due  seguenti  periodi  della  regola  di  tre  composta 

1°  Periodo  e  .  r .  a? ...  2®  Periodo  e' .  «'  .  x' 

che  per  la  supposizione  di  !*•('  divengono 

lo  Periodo  e  .  f .  re ...  2**  Periodo  e' .  (  .  y 

e  y  esprime  la  parte  corrispondente  al  capitale  e'  nello  stesso  tempo   t 

e'x 
di  e;  onde  si  verifica  la  1*^  regola  di  tre  semplice  e  :  e*  ::  x  :  y —  *"-';  e 

stabilendo  di  nuovo  i  due  periodi  in  questa  guisa 

ti* 3! 

1**  Periodo  e',  I,  yrt  —  .«.2*  Periodo  e',  V,  x* 

e 

c*x  e'Vx 

si  ha  la  2*  regola  di  tre  semplice  t  :  t'  ::  —  :  aj*—  — -"osia  etiQ*V:ixix' 

e  et  » 

cioè  il  rapporto  delle  parti  a?  e  x'  è  composto  de*  due  rapporti  de'  capi- 
tali ex  c\  e  de*  tempi  C  :  r.  Nello  stesso  modo  si  prova  dover  essere 
et  :  c"l"  ::  x  :  x",  comparando  le  due  parti  x  e  x";  dunque  le  parti  x,  x\  x" 
funservano.le  ragioni  composte  de'  capitali  rispettivi  e  dei  tempi,  e  si 
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^,*  ;    '. 

CI     »  JC 

che  collo  stesso  prfncipio  del  n.°  177  possono  meltersi  sotto  la  forma 

e  i   :  X 

ct+c't'+e"r  :  x-^x'+x**  ::  {c't*  :<r*  ....  cZ-j-cT+CT  :  fc  :i  ?  cT  :  «' 


Se  {    :  X 
cW  :<r*  .... 


c'r'  :  a: 


ch'è  la  formala  generale  sopra  stabilita  perla  regola  di  società  composta. 

A^licaxione  /.*  Tre  soci  hanno  «tiesjo  in  commercio  il  i^  la  iomma 
di  once  4S8,  13  tt.  »  g.,  ti  V"  di  722,  16  tt.  6  g.,  il  3»  di  527,  11  tt. 
4  g.,  ed  hanno  guadagnato  once  053,  14  tt.  tt  g;  si  tratta  di  distribuire 
il  guadagno  in  ragione  de*  tre  capitali, 

11  quesito  SI  riferisce  alla  regola  di  società  semplice,  perchè  non  si  fa 
alcuna  menzione  dei  tempi,  e  quindi  si  sottintende  la  loro  eguaglianza. 
Trattandosi  intanto  di  numeri  composti  di  moneta,  conviene  meglio  ridurli 
all'ordine  infimo  (aritm.  n.°  125),  ciò  che  rende  i  colcoli  più  semplici, 
doTendosi  altrimenti  procedere  col  metodo  delle  ralutazioni  come  nell'e- 
sempio 4°  del  n**  131  dell'aritmetica.  Per  iu  che  esprimendo  le  monete 
in  grani  e  comparando  culla  formula,  si  ottiene 

G+o'+c"^1025055  6-392085 

{275065  :  x 
433566  :  x' 
316424  :  s" 

392085x275065 
X  — _ -     —  175  on.  10  tt.  12  gr.  4  p. 


per   dedursé 
40Ì3 


sc'^ 


1025055 
392085X433560 

1025055 
392085x316424 


-276 


-201 


11 


21 


19 


13 


7593 
5175 

7593 
5989 
7593 


1025055 
e  queste  tre  parli  insieme  sommate  costituiscono  G'^once  653,  14  tt,  5  g. 

J8."  Il  /"  «ocio  ha  messo  once  458.  13  tt.  5  g^.  per  due  anni  e  tre  me- 
si; il  5"  socio  o^ice  722,  'l8  tt.  6  g.  per  un  anno,  sette  mesi  e  dodici 
giorni;  il  3"  socio  once  527,  11  tt.  4  g.  per  otto  mesi  e  dieci  giorni;  si 
tratta  di  dividere  il  guadagno  once  653,  14  tt.  5  g.  ai  sudelti  tre  soci. 

La  regola  si  rapporta  alla  società  composta,  e  si  devono  prima  ridurre 
le  once  a  grani ,  ed  i  tempi  a  giorni  per  evitare  le  frazioni  (aritm.  nu- 
meri 124  e  125):  onde  si  ha  É?*-392085  gr.,  cf+c'r+c"t''-554244062. 
Le  proporzioni  secondo  la  formula  sono  ^ 

1  22280^650  : x 

(    79106000 


554244062  :  392085  :x{  252335412 
392085  .  2228C2650 


X* 


X  — 


af  — 


X   •* 


554244062 
392085  .  252335412 

554244062 
392085  X  79106000 

554244062 


—  262  on.   20  tt.   15  gr.   4  p. 
15    7    5 


-297 


-  93 


8 


178182472 
554244062 
140211206 

554244062 
235850384 

554244062 
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e  qoeste  Irt  partì   anice  danno  la  somma  onet  653 ,  14  U.  5  g.  eh*  è  il 
guadagno  totale. 

E  qui  giova  il  notare,  che  nella  regola  di  società  composta  o  semplice 
non  è  necessario  di  conoscere  gli  rflretti\i  capitali  e  tempi  o  i  soli  capi- 
tali, ma  soltanto  i  loro  rapporti;  perchè  la  formula  generale  deriva  dalle 
proporzioni  et  :  c'V  :  e*'i"  ::  x  :  x'  :  x*'  in  cui  i  capitali  ed  i.  tempi  en- 
trano pe*  loro  rapporti  e  non  pei  valori,  verificandosi  lo  stesso  nella 
hempUce  società  ,  che  dipende  dalle  proporzioni  e  :  e*  :  e"  ::  x  :  x'  :  x*\ 
come  può  vedèi'^i  nella  seguente  applicazione. 

o  *.  /  capitali  di  tre  soci  stanno  come  i  numeri  2 : 5 : 9,  ed  i  riipettioi 
tempi  come  4:7:3;  ai  deve  loro  dividere  la  perdita  di  4565  dìtemti. 
e  -2,  I  -I.  e  i  -  8^G-4565...  l    8:0 

c'-.5,  r^7,  cr-35 70:4565::  <35:«' 

e"-.  9,  r-  3,  c'T-  27  I  27  :  a?" 

50  35  '^  55 

0~52i  due.  ~-,  or'- 2282  due.  —,  «"-i770  due.  — . 
iV  70  iO 

4^,  Vn  negoziante  mette  in  società  l'nV^o  di  un  altro,  e  di  più  la  pro- 
pria fatica  personale^  eh$  per  convenzione  gli  fratta  —  sul  guadagno  to- 
tale. Come  si  dovrà  fra  i  due  soci  dividere  il  guadagno  6? 

Si  sottrae  prima  da  G  la  òafiéf  —,  che  tocca  al  1®  socio  per  la  sua  fa- 
lli "^ 

ìw        (iti         i  ì  /* 

tlca  persoAafe,  e  poi  si  divide  il  residuo  G — i— in  due  parti 

fn  fii 

<  ed  y  proporzionali  ai  rispeUivi  capiuli.   Per  lo  che  si  stabiliscono  le 
proporzioni 

!n(m— i)C 

e  compiendo  la  parte  del  !®^  si  ha  x  —        , \ 1 

m(n-|-#)    ^  m 

n(m  — t)G-f  (ri-»-i)g      (firn  + 1)  C 

m(n  +  ll  m(n  +  J)   '  ®  l'algebrista  può  ritrovare  i  me- 

desiipi  valori,  risolvendo  le  due  equazioni  x  +  y  — ^,  a;  — ny  +  -^. 

iw  * 

Apflicaiione.  Sia  n  — 3,  m  — 20,  6  —  3431.  Sostituendo  si  ottiene  «— 

2016,  1375  e  y-8t4,  8625. 

Begola  di  Alligazione, 

218  .Allorché  si  mescolano  delle  sostanze,  <rtie  non  provano  alcun'azione 
chimica,  il  volume  del  composto  resulta  dalla  somma  de*  volumi  delle  so-  ' 
stanze  componenti;  e  si  possono  proporre  vari  quesiti  in  riguardo  al  prezzo 


Q  al  grado  et  pilrezxa  dall'aiilU  dì  peso  o  di  volume  del  compesio  o  pure 
in  riguardo  al  peto  delllmiUl  di  volarne,  che  tatti  costituiscono  il  1*  caso 
della  regola  detta  dì  alli^caiéfi»^' cova»  quella  che  al  miscuglio  delle  so- 
stanze si  riferisce. 

4""  CdtÓ  di  alligazione. 

Siano  dati  i  pnizi  p,  q»  r,.ec.  delVunità  di  pe$o  o  di  volufM  di  di- 
vene sostanze  de^  meteólani,  i  rispettivi  pesi  o  vo/umt  x,  j,  u,  ec.  delle 
stesse ,  js  si  cerchi  il  prezzo  z  delVunità  del  composto ,  che  ddcesi  prezzo 
•nedio. 

Da'  dati  si  ricavai  essere  px,  qy,  ru,  ec.  i  prezzi  delle  determinate  quan- 
tità delle  sostanze  ed  x-{-y  +  u+.ec.  il  numero  di  peso  o  di  volume  del 
etmposto;  oad#  si  stabilisce  la  proporiionè  x-^-y  +  u  +  ecii  ::px  + 

•^«  +  ru  4-  ec.  :  «  -  ' — ^-^ • —  ,  che  si  deve  riguardare  come  la  for- 

mula  generale  del  1**  caso  deiralligazione.  '  ^ 

Esempio  ^".  Mescolando  4%  rotoli  di  zuccaro  a  6  U-,  48  rotoli  a  ò*  tu, 
e  40  rotoH  a  4  !(.,  quanto  resulta  il  prezzo  di  un  rotolo  del  composto? 

Comparando  colla  formula,  si  ha  y— 6,  fl  — tt,  r*-4... «  — i2,  jf— 18» 

202       • 
u*miO,  e  quindi  «—-rr-  — o  ti.,  1  g. 

I  metalli  non  si  trovavo  giammai  puri  belle  miniere,  come  quelli  ehe 
sono  mescolati  o  come  dicesi  in  lega  con  altri  metalli  eterogenei;  e  trat- 
tandosi de'  metalli  preziosi  cioè  dell'oro  ed  argento,  sebbene  l'arte  per- 
venga a  renderli  puri,  ciò  non  ostante  se  ne  fa  uso  nelle  manifatture  in 
istato  di  lega.  Per  lo  che  si  suole  di  ordinario  l'anità  di  peso  del  com- 
posta dividere  in  due  frazioni  decimali,  di  cui  la  prima  esprime  la  quan- 
tità del  metallo  fino ,  xhe  dicesi  il  titolo ,  e  la  seconda  o  sia  il  comple- 
mento della  prima  all'unità  la  quantilà  della  lega:  cosi  si  dice  per  es.  l'oro 
a  0,90  di  fino,  e  significa  che  ogni  unità'  di  ^est'oro  resulta  da  0,96 
di  oro  poro  e  da  0, 04  di  lisga  (arltm.  n.''  124).  Premesse  queste  nozioni, 
egli  è  chiaro ,  che  la  stessa  formala  ài  sopra  serve  a  ritrovare  il  grado 
di  finezza  o  il  titolo  del  miscuglio  di  più  metalli  dello  stesso  nome  a  dif^ 
ferenti  gradi  di  fino:  in  questa  guisa  designando  i  titoli  per  p,  q,  r,  ec. 
i  pesi  analoghi  del  metallo  per  Xp  y,  u,  ec.  ed  il  fino  dell'unità  di  peso 

'    px  +  qy  -{-  ru  -{•  ec* 
del  misenglio  per  z,  si  ayrir  ti  valore  di  z—  ^~    .      ,  -v"- 8'*  *^*" 

•B    I    y  "r  W   I    ec» 

bilito;  perchè  colla  moltiplicazione  del  fratto  decimale  esprimente  il  fino 
dell'unità  per  lo  nuiftero  del  peso  si  ricava  il  fino  contenuto  in  questo  nu- 
mero, di  modo  che  px  +  qy'hru-\r  ec.  denota  11  fino,  che  si  contiene  nella 
massa  totale  del  peso  jr  +  y  +  u  +  ec.  non  altrimenti  di  quello  che  si  è 
praticato  In  riguardo  ai  prezzi  ed  alle  quantità  delle  sostanze. 
Xs.*  T,  Si  hanno  tre  verghe  di  oro ,  là  /"  di  8  libbre  a  OJÌS  di  fino 

^3 


i 
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la  «"  di  Sia  0,9S  /l.  e  /o  3^  di  9  t.  a  0,96  f. ,  ti  tet»a  il  titolo  del 
loro  tniseuglio. 
Comparando  colla  forni  ala ,  si  ha  p  — 0,93,  9  —  0,95,  r-0,9d,  «  —  8, 

o     -     «          0.93x8  +  0,95x3+0,96x9      18,93 
y-3.  u-9,  X ^-^^^- ^2^—0,9465;  dun- 

qoe  ogni  libbra  del  iniscaglio  dovrà  contenere  0,9485  di  fino  e  0,0535 
di  lega. 

Nelle  scienze  natarali  e  nelle  malematiche  miste  si  comparano  i  pesi 
dei  corpi  ridotti  allo  stesso  vdlarae.  Che  prendono  il  nome  di  peii  speci- 
fici 0  relativi,  o  di  gravità  epecifiehe ,  e  per  maggiore  semplicità  si  con- 
siderano i  pesi  de'  corpi  ridotti  all'unità  di  volume.  Ora  la  fornuila  ge- 
nerale di  sopra  può  servire  a  trovare  la  gravità  specifica  del  composto  di 
varie  sostanze,  di  cui  si  conoscano  le  gravità  specifiche  ed  I  volami:  siano 
p^  q,  r,  ec.  le  particolari  gravità  specifiche;  x,  y,  v,  ec  i  rispettivi  vo- 
lumi; e  z  ià  gravità  specifica  o  il  peso  dell'anità  di  volarne  dèi  composto; 

px  +  qy-^ru-^-  ec. 
si  avrà  j;— — — ,      ■    .   Imperdlecchè   moltiplicando   la  gravità 

specifica  0  sia  il  pesa  dell'anità  di  volarne  pel  numero  del  volume,  si  ot- 
tiene il  peso  del  dato  volarne;  e  dividendo  il  peso  totale  j^x  +  ^y +  rtf+ec. 
del  composto  pel  volume  totale  «  +  y  +  v  +  «c.  dello  stesso  si  deduce  il 
peso  dell'unità  di  volume  o  la  gravità  specifica. 
.   Frattanto   questa   formula  si  deve  re  iti  Qcare  '  dietro   l'osservazione  a 

1 

pag.  86,  diminaendosi  il  volume  del  composto  della  parie  ,  rispetto  alla 

somma  de'  volami  de'  componenti,  dhe  perciò  si  esprinie  da  db+^+u+ec. 

«  +  y  +  «+ec.      (^— lK*  +  y  +  ««  +  ocO;.         .  j.    .  u    .      .    . 
• b "* b ' •  *  quindi  SI  ha  la  giusta 

formula  della  gravità  specifiea  cosi  espressa  z'^px  +  qy-^ru-bee.  : 

{&--lXg  +  y  +  u+ec)      6(pa?  +  g3it+rM  +  ec.) 

b  ""(6— IXaT+y+ti+ec.)* 

Finalmente  è  pregio  di  notare  che  a  questo  l''  caso  di  àlligaiione  si 
riduce  la  regola  de'  fisici,  astronomi,  ec.  di  determinare  '1  valore  medio 
de'  vari  resultainenti  delle  osservazioni  dirette  al  medesimo  oggetto,  che 
per  r  imperfezione  degli  stromenti  e  de*  nostri  organi  riescono  per  lo  piìi 
difformi  ed  inesatte.  Avendo  riguardo  alla  formala  generale,  p,  q,  r,  ec. 
designano  i  resultamenti  delle  varie  osservazidoi  ;  Xi  y,  u,  ce.  il  rispet- 
|ivo  numero  di  volte  in  cui  si  ha  lo  stesso  resultamento  p,  g,  r,  ec.  e  s 
il  medio  richiesto,  ch'è  esalto  o^più  approssimato  al  vero  valorei  perchè  < 
gli  errori  devono  probabilmente  essere  alcuni  in  eccesso  ed  altri  in  di' 
fatto,  e  quindi  nel  medio  si  compensano  esattamente  o  in  parte  gli  errori 
positivi  co'  negativi.  Si  è  per  questa  ragione  che  i  fisici,  gli  astronomi,  ec 
non  contenti  di  una  sola  osservazione  ne  fanno  molte  in  diverse  circo- 
stanze, affinché  potessero  notare  '1  medio  per  fondarvi  i  calcoli  e  le  teorìe- 
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t*  CasQ  di  aUigaxioné. 

Sopponeodo  ancora  il  miscaglio  di  ?  arie  sostanze  non  aoggelle  ad  azione 
chimica  come  nel  1°  caso,  sono  date  le  segnenti  quantità  i,  p,  q,  r,  ae. 
•  ai  devono  delarminare  a,  y,  ii,  9C» 

N,*  4J^  Stimo  dna  h  $o$ianM9  da  meteolarn,  a  qmndi  doH  p,  q,  a  i 
eonìpreso  fra  p  a  q,  «i  dehbtmo  ritn>vare  %  valori  di  x  a  y. 

Facendo  lo  stesso  raziocinio  del  1°  caso,  ai  ha  reqnaziooe  x  —  — r-^' 

ehe  contiene  le  due  inaognke  9  e  y;  perciò  11  problema  rasnlta  i ndeter- 
minato»  Difalto  per  conoscere  0  si  ha  x^  +  xy-^px  +  qy  0  sia  zy — qymm 

xy — qy     (« — q)y 
px — s«,  ed  j?— r^i — --          ;  quindi   assegnando,  ad  y  on   va- 
lore arbitrario  qaalaoqoe ,  sì  ricava  in  corrispondenza  il  valore  di  m. 
Si  vede  però  che  già  infiniti  valori  di  x  t  y  devono  essere  conaaasf 

Der  mezzo  dell'equazione  x  —  — U'^*  ^^^  ^i  P^^  mettere  aotto  la  forma 

X — 


--•-3J.,  da  caiairicaTala  prapo^zioiia  «:y:|x-r9:p-ri,oli&fa  eono« 

scere  soltanto  il  rapporto  de*  nnmerl  incogniti  2;  e  y;  e  quindi  possono 
prendersi  per  a?  e  y  tutti  gl'infiniti  sistemi  di  due  numeri  nel  rapporto 
di  X  —  qip  —  u  Da  ciò  si  piiò  derivare  la  regola  pratica  di  disporre  i 

^  e  di  prendore  le  differenze  positive  fra  x  con 
dascona  delle  quantità  p  t  q^  cioè  p — x^  x — q  nell'i potesi  di  p>x,  scrì- 
vendo quella  fra  <  ep  allato  di  q  ed  airinverso  in  questo  modo  z  |  ^"'^^Zz 

e  si  prescrive  di  prendere  x — q  per  m  connesso»con  p,  ep—rg  per  y  con* 
vesso  con  9,  e  si  avvefte  che  tutti  i  numeri  presi  nel  rapporto  di  x — q  :p— -s 
sciolgono  egualmente  il  quesito. 

Et.  /.^  Un  MTeroanÈB  ha  due  xpeeio  di  coj^,  la  4*^  a  U,  40  il  rotolo 
e  la  f^  a  tt.  7,  e  ne  vuol  fare  un  miseugli'ó  per  venderti  a  ti.  8  U  ro^ 
tolo:  quanto  ne  deve  prendere  di  ciatcuna  epeeie? 

Comparando  colla  formula,  si  ha  p^iO,  9— 7,  jr  — 8,  eai  dispone  così 

la  regola  pratica  8  1    .^'"^  perciò  si  ha  x^i,  y— 2,  cioè  deve  Qn^scolare 

un  rotolo  del  c^è  a  tt.  10  e  due  rotoli  di  quello  a  U.  7;  ed  tu  generale 
può  mescolare  qualunque  quantità  del  caffè  a  it.  7,  purché  prenda  la  metà 
deir.altro  a  tt.  10,  easeado  giusta  la  regola  xiy  ::  1:2,  comesi  sarebbe 

(«— g)y      y 

immediatamente  ricavato  dalla  formula  g—  ^  ^. 

p — X       2 

Es.  J8^.  Si  hanno  due  diverse  qualità  di  argento  la  4*  a  0,97  di  fino 

a  la  2*  a  0,8S,  e  ee  ne  vìàol  fare  un  miseuglio  a  0^93  di  fino: 'quanto  se 

ne  deve  prendere  dell*  una  e  delV altra  qualità  ì 
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Si  ha  p-o,rr...^-  o,8»..w -o,w  o,w  |  JgJ.jJSJ 

7        tf 

perciò  si  deTe  yerificare  {I  Mgaenle  rapporto  »:y::  ^^  :  j^  ::  7:5; 

dunque  si  può  prenderci  per  y  qualunque  oamero  e  ricavare  il  valore  ana- 
logo di  m  dalja  proporzione  «:3f::7:5.  Cosi  prendendo  sf«« 4,  dalla  prò- 

28         3 

porzione  «:4  ::  7:5  si  deduca  ^1  corrispondente  valore  ^'  ^"^  Tf  *"tt  li' 

e  li  z  lib^ire  di  argento  a  0,97  di  fino  «isebiate  con  4  libbre  a  0,88  fanno 

un  composto,  di  coi  ogni  libbra  contiene  0,02  di  fino,  cont'^  facile  di  farne 
la  prova  colla  formula  del  1*  caso. 

N.®  2*.  La  regola  stabliita  pel  miscuglio  di  dpe  costanze,  che  diciamo 
Mem^cB  f  serve  di  base  alle  altre'  óùmpoiU  di  tre  h  più  sostanze:  giacché 
essendo  date  a,  p,  f»  r,  ec.  ciasonna  quantità  maggiore  di  i  fi  fuò  suc- 
cessivamente comparare  con  tutte  le  minori,  ed  altrettanti  regole  semplici 
ne  resultano  per  quanta  sono  le  comparazioni.  Le  differenze,  date  dalla 
slessa  regola  si  scrivono  a  colonna  per  poterle  cangiare  a  piacimento, 
sostituendovi  numeri  dello  stesso  rapporto;  si  fa  la  somma  dei  numeri 
scritti  nella  stessa  (Ines  orizzontale,  e  si  hanno  cosi  i  numeri  deJBnitivi 
esprimenti  i  rapporti  delle  rispettive  incogniip.  Questi  rapporti  posso- 
no variare,  variando  i  numed  dei  particolari  rapporti  di  ogni  regola  sem- 
plice; per  lo  che  da  tre  sostanze  in  poi  resultano  indeterminati  ancora  i 
rapporti,  che  somministra  la  regola  composta,  polendone  darò  infiniti. 

£«.**  #**.  Si  kanno  tn  speeU  di  vino  la  4^  ad  an,  4  9  tu  40  il  bariU, 
la  V  ad  on»  4  é  tt,  3,  la  5^  a  U,  28 ,  è  wne  vuol  fan  un  miscuglio 
vendibih  ad  on,  4  e  tt.  6  il  barile 

lUducendo  t  preui  a  tari,  s)  forma  la  i*  regola  semplice  con  40  e  33, 
e  si  hanno  le  differenze  40— 38  «-4,  36-*33— 3;  la  2^  con  40  e  28  dA 

40««.«}*.«o 

le  differenze  4  e  8»  che  si  scrivono  come  qui  appresso   36    33.. .4 

28.: 4 

Sì  possono  prendere  adunque  3+8^11  barili  della  1*^  specie  e  4  si  della 
2*  che  della  3%  come  pure  tutti  i  numeri  che  sono  nel  rappòrto  di  11:4; 
e  variando  i  numeri  de'  due  rapporti,  come  per  es.  facendo  4:  3  ::  12:9, 
4:8::7:i4,  si  potranno  ancora  prendere  9  +  14--23  della  1*,  12  della 
2",  7  della  3*,  e  tntti  i  numeri  nel  rapporto  di  23:12:7;  ec.  In  una  pa- 
rola fissate  a  piacimento  le  quantità  della  2*  e  3*  specie,  per  mezzo  delle 
due  proporzioni,  si  determinano  le  dae  parti  componenti  la  quantità  delia 
1*  0  pure  all'inverso. 

E  con  un  metodo  analogo  si  deve  procedere  per  qualsisia  numero  di 
sostanze,  quando  un  solo  prezzo  fra  i  dati  per  es.  p  è  maggiore  o  pure 
minore  dei  medio  »,  resultando  x  composto  di  un  numero  di  parti  eguale 
al  numero  delle  regole  semplici. 
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L'  algebristi    iodipeodeotemeoie  dalla  regola  atahifiu  paò  eoDsidera- 

PX  +  7«  +  TU 

r«  n^l  ■  caso  di  te*  sostanze  la  formula  del  l"  caso  *  — j ; 

jc  +  y  +  M 

doè  reqaazione  ix-riy^-Ju— p«-f  9y  +  ru,  che  contiaoe  tre  incognite, 
qoiadi  capisce  «he  il  proUsma  é  indeterminato;  ed  assegnando  arbitra- 
riamente i  valori  di  dne' incognite  qualunque,  deduce  in  corrispondenza 
il  valore  della  tana,  che  deve  essere  positivo  per  soddisfare  al  quesito. 

(f-»-a)«+(f — t)u 
Cosi  ricava  per  es.  «— ,  e  nel   presente  c^so  di  s^36. 


3y  +  8ti 
p  — 40,  7—33,  r— 28  ottiene  X——-T — ,    potendovi   sostilujrfi  due  nu- 
meri qualunque  per  y  e  ».  Che  se  gli  piacesse  di  pnsndere  il  yalpre  di  y  — 

^  —  — n — »  ffei'jbbe  giocoforza  supporre  8«  <  4»,  cioè  u< 

*  per  avere  y  positivo;  ed  in  qqesla  guisa  darebbe  un  valore  qualunque 

ad  X,  un  valore  minore  di  ^ad  ti,  ricavando  dalla  fosmula  quello  di  y. 

E»,  t".  Si  hanno  quattro  spepi»  di  vino  la  4*  a  gr.  17  il  quartuccio, 
la  S^  a  g.  4S^  la^'a  gr.  40,  la  4^  a  gr.  8,  e  S9,ne  vuol  fare  un  mi- 
scuglio da  venderti  a  gr»  1t  il  quartuccio. 

in  questo  caso  si  formano  quattro  regole  semplici  fra  17  e  <0,  17  e  8,» 

Ì7...2...4 


iH  e  10, 15  e  8  nel  seguente  modo  12 


15 2...4 

8 5 « 

ed  a  prima  vista  sembra  che  ogni  quantità  dovesse  resultare  di  due  parli 
concatenate  rispettivamente  coi  rapporti  di  sopra  a  numeri  variabili,  come 
si  è  notato  nelì^es.  1*^.  ìfn  a  dire  il  vero  si  possono  io  più  modi  combi- 
Dare  i  numeri  de'  rapporti  senza  prendere  due  parti  per  ogni  incognita, 
purché  si  tenga  conto  de'  numeri  dello  stesso  rapporto  cioè  di  quelli  pò. 
sii  a  colonna;  lo  che  si  riduce  a  considerare  alcune  e  non  tutte  le  regole 
semplici  possibili;  cosi  può  prendersi  2  +  4—  0  della  1*  specie,  4  della  2*, 
5  della  3*,  5  +  3-8  della  4";  2  +  4  r- 6  deHa  1",  4  della  2",  l(  della  3*, 
5  +  3-8  della  4";  2  delU  1\  4  della  2^,  5  della  3%  3  della  4%  ec;  por 
tendosi  variare  i  numeri  dello  stesso  rapporto,  ec* 

p«  +  7y  +  ni  +  «> 

L' algebrista  considera  la  formula  del  1*  caso  *  — — : — ; a 

ap  +  y  +  tt+r 

quattro  incognite^  che  somministra  per  es.  x^ ' 15 

ed  assegnando  valori  arbitrari  per  y,  ti,  v,  deduce  il  valore  positivo  di  x. 

Così  nel  nostro  caso  di  p  — 17,  ^—15,  r— 10,  a— 8,  s  — 12  ottiene  x  — 

— 3y  +  2u  +  4t7 

,  ciò  che  importa  la  conditione  di  3y<2ti+U  osia  é\ 
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«  < — r — :  por  lo  che  assegnando  per  es.  i  valori  di  u->8,  v  — tt,  deve  pren- 

dere  y<'x  o  sia  y  <  19;  e  prendendo  difalto  y  — 7,  ricava  07  —  3. 

Questo  e  neo  altro  è  il  metodo  per  qoalsifia  nomerò  n  di  sost^iife, 
potendosi  sempre  risolvere  aritmeticamente  il  problema  per  mezzo  di  re- 
gole semplici;  mentre  T  algebrista,  contemplando  la  formula  generale  del 
i**  caso  a  n  incognite,  vi  scopre  un  problema  indeterminato,  in  cai  può 
assegnare  i  valori  arbitrari  di  ti— 1  incognite  soggetti  alla  sola  condizione 
di  dare  positivo  il  valore  dell' incognita  dedotto  primitivamente  della  for- 
mula- 

S.°  Ca$o  di  Hlligazione' 

Oltre  alle  quantità  s,  p,  9,  r,  ec.  sia  data  la  quantità  m  del  miscuglio, 
e  si  debbano  come  nel  2"  caso  determinare  le  incognite  x,  y,  u,  ec. 

N.^  1°.  Siano  cine  U  sostanze  da  meacolarjt,  0  sia  dati  z,  p,  q,  m,  si 
cerchino  ax.  e  ]/• 

Deterniintte  le  dao  differenze  z — f ,  p — z  ginsta  la  regola  del  N,*  1^ 
del  2*  caso,  se  ne  fa  la  somma  eh'  è  p — q,  e  il  quesito  si  riduce  in  arit- 
metica alla  seguente  enunciazione:  $$  per  ottenere  la  quantità  p — q  del 
mitcugHo  si  deve  prendere  z— -q  della  /*  sostanza  e  p — z  della  2",  quanto 
se  ne  ricerca  delVuna  e  dell* altra  per  fare  la  quantità  data  m?  E  piiossi 
tolta  l'operazione  disporre  in  questo  modo: 

•        »— <7:m::\  fn{p — z)  ' 

i  P — *  •  y  —  — ' 

{  ■       P-9 

Kgli  è  facile  di  concepire  che  il  problema  riesce  determinato,  non  ostante 
la  variazione  dei  numeri  z^-p  e  p — 1:  giacché  dovendo  questi  numeri  con- 
servare lo  stesso  rapporto,  si  possono  in  generale  esprimere  da  n{z—^), 
ìi{p — z),  che  daono  la  somma  n{p — q)  ,  ed  in  forza  del   numero   173 

le  due  preporziooi  fi(p — ^) •***••  1  II(^«).tt^  s*^"®  identiche  con  queUe 
di  sopra. 

L*algebrÌ8ta  risolve  immediatamente  1  quesito  per  mezzo  deUa  nota  for- 

px+qy 
mola  del  1"  caso  s—  —- — ,  che  dà  la  1"  equazione  («  +  y)*— pop  +  gy 

...  mz^px+py,  e  per  mezzo  della  2"*  x-fy— m.  Difalto  sostituendo  nella 
i*  il  valore  y»-m  — «  della  2",  oitione  mjs— px  +  mg — qx,  mz  —  mg 

m{z — q) 

— pj5 — qx,  e  quindi  «— ,  di  coi  la  sostituzione  nella  2*  dà  v  — 

p^q  9 

«•(«—9)      mp^mq-^mz  +mg      mip — z) 

••-^-r— T"  — -—; —  — — — ,  che  sono  gii  stessi  valori 

p— g  p — q  p — q 

dedotti  dalle  doe  regole  di  tre 
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Et'  4.»  Pà*ta  la  stessa  enunciazion§  dtlV  sssmpio  /^  dH  y,"  4?  dei 
i"  caso ,  si  (tgpunga  dover  euere  S9  rotoli  la  quantiià  de{  miscugliù 
del  caffè. 

Faceodo  la  regola  particolare 

8      T    «  (  39 


7.  *2 


1:»-7-13 


/  2  :  tf  —  ■-•  —  26 
V       •      3 

si  ottèDgoiio  f  valofi  di  x— 13,  2^—26,  che  si  sarebbero  immcdiataitientè 

dedotti  dalle  formale,  Sostituendovi  x-&8,  p— 10,  9—7,  m^39$  duiìquè 

éoUanto  con  13  rotoli  delta  1^  specie  e  26  della  2^  si  fé  II  mlsctigUu  di 

39  rotoli  giusta  le  condizioni  del  quesito* 

Ei.  J8."  Posta  la  stessa  enunciazione  delVetemiìio  2«  del  N^  /•  del  2* 
caso,  sia  data  la  qtianlità  m  del  niiscujtio  èfjuale  a  OS  libbre. 

81  stabilisce  la  seguente  regola 

1  0,83...0,0(>  V  7  :  X—  —  —  56 

«:96::^  4M 

(»  =  »-- TI-*». 

essendosi  per  maggiore  semplicità  trascurato  il  denominatore  100  ne'  dna 

antecedenti  delle  proporzioni;  perciò  con  prèndere  soltanto  66I- della  1^ 

qualità  di  argento  e  401.  della  2*^  si  forma  il  miscuglio  richiesto  di  961*  • 

Bs.  Si'*  Dote  le  gravità  specifiche  delVoro,  dell'argento,  e  4i  un  lorQ 

1  .       ' 

composto  nel  rapporto  dt  19  :  10  ~  :  17  ,  e  dato  il  volume  del  composte 

494  once  cube,  determinare  i  volumi  delVoro  ed  argento. 
Facendo  la  solita  regola 

19       ..6  *  3 


^^  I  10  «/5...2 


8  */3.-4M  ::  J5  Vs:* 
^  l  2       :  y. 


si  ha  ct^ZSÒ ,  y— Il4.  Dunque  io  questo  caso  si  determinano  in  etTetto 
i  volumi  de'  metalli  componenti,  che  sono  380  once  cube  di  oro  e  HI 
di  argento,  salvo  l'errore  proveniente  dalla  diminuzione  del  volume  della 
lega,  come  altronde  si  è  notaio.  Questo  esempio  corrisponde  precisamente 
al  problema  28^  del  n."  74  cioè  al  problema  della  corona  di  Archimede, 

e  giusta  la  segnatura  ivi  adottata  si  ha  p— 19,  9— 10  ~,  ti— 494,  —  —17 

u  n 

o  sia  m— 17x494 ,  che  sostituiti  nelle  formule  del  problema  28"  danno 

i  valori  superiori  ài  a  t  y, 

N.**  2.**  Collo  stesso  metodo  si  procede  in  aritmetica  nel  caso  di  tra  o' 

più  sostanze ,  si  fa  da  prima  la  regola  giusta  *1  dettato  del  N."  2"»  2* 

Mso ,  si  sommano  i  numeri  corrispondenti  alla  varie  sostanze  per  aver« 
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i\  1"  IbrmiM  della  proporziofiè,  «i  ttablllsce  come  2*  lermtne  '1  Domerò 
dato  m  dei  miscnglio,  il  3*  termine  è  'I  particolare  numero  della  sostan- 
za, e  si  ricafa  il  4®  cioè  Tincognita  del  presente  quesito;  giacché  per  la 
quantità  del  miscuglio  espressa  dal  1"  termine  si  ricercano  i  rispettivi 
jiomeri  delle  scostarne  fissati  dalla  regola  del  3**  caso ,  e  .colle  anzidette 
regole  di  tre  si  deducono  in  proporzione  i  numeri  pél  miscuglio  m.  Ma 
siccome  possono  tarlare  i  rapporti  de'  numeri  delle  sostanze,  dò  che  dà 
due  numeri  diversi  nella  regola  di  tre  pel  1**  e  3®  termine,  che  non  con- 
servano lo  slesso  referto  ;  così  resCando  contante  '1  2°  termine!  m ,  veri 
vengono  a  resultare  i  valori  del  4°  termine  o  sia  della  stessa  Incognita 
ne*  dilTercnti'  sistemi  de'  rapporti  de'  numeri  delle  sostanze  ;  mentre  nel 
caso  del  N."  1*  (Precedente  per  la  costanza  del  rapporto  de*  dùt  immeri 
delle  sostanze  si  ottengono  sempre  due  numeri  dello  stesso  rapporto  per 
i**  e  lì"  termine  della  regola  del  tre,  ciò  che  non  altera  la  proporzione. 

Et.  /."  Posti  gli  Etesii  dati  dtlVeL  f"  del  iV.»  2*»  del  t*  eùso^  si  sog- 
ffiiinga  dover  esstre  64  barili  la  quantità  del  miseuglioi 

Prendendo  *l  sistema  de'  tre  numeri  li,  4,  4,  che  danno  la  iormma  19, 
si  dice  eosì  :  te  pel  miscuglio  di  49  barili  se  ne  ricercano  44  disila  4*^ 
specie,  4  della  V,  4  dèlia  J",  quanti  te  ne  devono  prendere  di  ciascuna 
specie  pel  miscuglio  di  64  barili?  E  quiotfi  s* istituiscono  te  regMe  di  tre 
come  al  segno  (A).  Prendendo  l'altro  sistema  de'  tre  nùmeri  23, 12,  7,  di 
cui  la  somma  é  42,  varia  in  currispundenza  l' enunciazione ,  e  ne  resul- 
tano- le  regole  di  tre  come  al  ^egftfo  (B);  iir  d«f  st  é  scritto  fi  rarpporto  di 
21  :  32 ,  in  vece  di  42  :  64.  Esistono  adunque  infiniti  sistemi  di  valori 
per  X,  y,  u  analoghi  agli  infiniti  sistemi  di  tre  numeri  di  differenti  rap- 
porti, che  si  risolvono  il  quesito  dell'es.  i""  del  N.*  2"*  del  2**  caso. 

(A)  1  11  ?JB  — 37  »/'*  W  (23:i'-33     '/., 

16:61::}    4:y~13V.9  2!  :  32  :r  J  12  :  y  -  18     <»,.. 

(    4  :  «  -  13  V'9  (    7  :  a  -  16   «y.i 

L'algebrista  indipendentemente  delle  regole  di  tre  considera  Ta  1"  equa- 

liono  X  —  ^JLtSMZl^    ili  col  ha  fatto  conto  nel  cltatcr  N>  2"*  del  2''  ca- 

so,  ed  oltre  a  (fuesCa  la  2"  c-l-y-hu— m;  ed  avendo  due  «lofazioni  con  tre 
incognite,  caratterizza  come  i'odéicrm insto  '1  quesito.  L«  1*"  equazione  per 
ragione  di  df-l-y+tt— m  si  può  mettere  sotto  la  Torma  *ij— pjc+gy+rtt, 
da  cui  sottraendo  la   2*  moltiplicata  per  q  cioè  mq^qx+qy-^-qu ,  sf  ot- 

m(z-— ^)-|-(9— r)ti 
tiene  ms — mq^^p'x — qx-^-ru-^qtt,  e  quindi  «— -— ;  e  sosti- 

m(  j^— 4  )-f-(r— !>)» 
tuendo  questo  valore  nella  2",  si  deduce  y— ••  Si    pos- 

sono  adunque  conoscere  i  valori  di  x  é  y^  ddpo  df  avere  assegnato  un  va' 

loro  arbitrario  ad  u  tale  da  renderU  ambidue  positivi. 

Sostituendovi  i  \alori  dell'es.  p— 40,  9«-33,  r— 28,  jk— 36,  m— 64  ,  si 

64.3+6U            64.4 -12a* 
ba  Jf— z f  y—  = »  «  »  condizione  per  ragione  di  y  si  ri- 


duce  a  11ii<64  . 4  «ioè  *^  **<  "TYV  '"'^  is)'  ^^  ^^  ^^^  l'algebritla 
é  sicaro  di  risolvere  1  quesito ,  preodeiido  per  «  qaalaaqoe  niHBero  mi- 

Dofi»  di  ti  -.  ed  In  corrispondeme  determiM  tèi'  CIm  se  sii  andasse 

a'  TeHi  di  stabilire  1  limite  de'  Talari  arbitrari  dl]«  o  y,  non  dorrebbe 
far  altro  ch'esprimere  l'altre  due  incognite  in  ftantione  di  «  o  sf,  e  la  forma 
da'  due  valori  gli  darebbe  quella  del  limite. 

Si  capisce  da  ciò  che  'I  problema  della  corona  iareblte  stato  indeter- 
minato, nel  caso  che  l'artefice  Demetrio  avesse  alterato  t'oro  con  meaeo- 
larvl  dna  diversi  metalli  come  per  es.  l'argenlo  e  1  rame;  non  ostante  la 
cogniiione  del  volume  della  corona  non  avrebbe  potuto  Archimede  definire 
i  vòlnmi  eifettiTi  de'  metalli  componenti  come  nell'es.  3*  del  N.^  i  di 
questo  3®  caso,  né  umpoco  i  rispettivi  rapporti  che  possono  variare  al- 
l'infinito glusu  II  detuto  del  N.**  S*. 

Bs.  $^  Cófli  Miun  dati  MVu.  V  M  KJ^  V  MT  ea90$i  $uf ponga 
40  quartueei  la  ptaniM  d$l  hiicu^io. 

Se  si  prende  il  sistema  de'  quattro  numeri  fi,  t,  8,  8,  di  cui  la  som- 
ma è  tt  >  si  sostituisce  il  rapporto  7  j  lo  In  vece  di  28  :  40 ,  e  si  pro- 
cede come  al  segno  (A)  ;  col  sistema  fiè'  nàmè^i  fi ,  4 ,  5  •  8 ,  si  ha  la 
somma  23,  e  si  procede  come  in  (B).  Prendendo  nel  ciuto  es.  4 :  10  in 
vece  di  S  :  5  per  numeri  della  1*  e  3*  specie,  8  :  fi  in  vece  di  4 : 3  per 
numeri  della  2*  e  4*.  si  hanno  i  numeri  4 ,  8 ,  10 ,  fi  di  somma  S8 ,  a 
quindi  le  regole  di  tre  al  segno  (€};  e  cosi  degli  altri  sistemi. 

(A)  (B)  (C) 

l'fiijj-fiV;  i  fi:»-10  *«/«s  /    4:a?— »»/7 

^"^-  i8:i»-ll  y,   '•'*^-  )5:tt-  8  «<%$    ^•*®"  Wp:ii-.14  V, 
(8:«-ll  34  '8:«-13«7.s  (fi:r-8V; 

Voiendo  (Joi  risolvere  '1  4ues/to  in  modo  algebralco,  si  ha  l'equaiione 

**  ^^  ^^^T^j!^^*^  à^  *'  «•«««  '•  ^x-hy+u-^-vJLin;  onde  1  proble- 

ihéUtètàS  quello  die  preaenta  due  equaiionl  con  quattro  incognite  »  rie- 
sce indeterminato.  La  1*  può  mettersi  sotto  la  forma  nu— jw+fy+m+av, 
.da  cnilall'oggetto  di  eliminare  y  si  sottrae  la  S*  moltiplicata  per  q  cioè 
m^— ^«-f  ^+gi»+^ ,  e  si  ottiene  ms— mf  — pi»— ^«+rii — qu+$v~^ ,  o 


-  *»y-')+('-^)"+(«-y)>.  ^V  fó  èt^  .i  |K>«.'ÌH>  rilfvré  .  «lori 


di  «  e  y,  assegnati  da  prima  i  valori  arbitrari  di  n  e  «  UH  da  rendere 
poaitivi  «  e  y. 
Nel  nostra  es.  si  ha  p-17,  q-1»,  r— IO,  a— 8,  *-l2,  m-.IO;  perciò 

:if 
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»t«-}-7t>— lao         200— 7ti^9r 
?!•  resalU  if—  — -^--5 ,  y— ^  —     ,  •  f •  d'aopo  soadisfìirc  Hlle 

due  seguebU  coodixioni:  1'  tt«+7i»t80  .-  »*  Tu+^txaOO. 

200/         ^2\ 
Dailt  2''  si  argomenta  a  /briiort  9v<a00  0  sia  t><-^  l  -  2»^  1  ;   0 

% 

se  il  valete  arbitrario  di  v  minore  di  t82  .j  dà  7v>i20.  allora  la  sola  2** 

200— 9v  ^    ^ 
condizione  inflàisce  sul  valore  di  ti,  è  dev'essere  t« z — .Così preso 

200— 161{/     „  3\ 

1?— 18,  essendo  7v  0  sia  126>120,  si  stabilisce  «<  ■ ;j — ^1  — ?>  jj» 

11 

e  preso  t«— tf,  si  ottiene  x*^  19  r ,  y  ^  «• 

Se  8i  prènde  i?r-8,  essendo  7v  cioè  tf6<Ì20,  si  deve  per  ti  sod- 
disfare ad  ambidne  le  condizioni,  dovendo  per  la'l*^  essere 

120^71;/           A\    '                  .         200—72/  2^  .... 

ti> — - — [  —12  =  1,  e  per  la  2'  ^< ^ — (  —18  i  1;  perciò  il  valore 

4-2 

di  u  è  cotnpreso  fra  i  due  limiti  ^^  jT  e  ^^  S  ?  quindi  preftd  w-*14 ,  si 

ottiene  «—3,  ed  3f— Ì5. 

Lo  stesso  ha  laogo  nel  mitenglio  di  cinqdé  0  più  sostanze  ;  di  cui  '1 
nomerò  In  generale  si  indica  da  n,  cioè  data  la  quantità  m^  Il  problema 
è  indeterminato;  esso  può  risolversi  in  aritmetica  per  mezzo  delle  regole 
di  tre  fondate  sopra  ^1  metodo  del  N.®  2**  del, 2°  caso,  ed  in  algebra 
dopo  di  afere  per  mezzo  delle  due  equazioni  stabilito  le  formule  dei 
valori  di  due  incognite  qualunque,  si  possono  assegnare  dei  valori  arbi- 
trari all'altre  n — 2  incognite,  in  modo  però  cbe  le  prime  due  resultino 
positive. 

Si  vede  da  dò ,  che  i  problemi  dipendenti  dalla  regola  di  alligazione 
riescono  determinati  nel  1"  caso  e  nel  N."  1^  del  3°,  essendo  indelcrmi- 
nati  negli  altri  casi;  se  poi  sono  date  dell*  ulteriori  condizioni  ne'  porti- 
coleri  quesiti,  allora  fa  d'uopo  stabilire  tutte  l'equazioni  che  ne  deriva- 
no^ e  l'algebrista  potrà  immediatamente  dal  loro  numero  conoscere  l'in- 
dole del  quesito  e  risolverlo. 


Begùté  «finféreàie. 

219.  Una  delle  operazioni  più  ovvie  nel  commercio  quella  si  ò  di  pren- 
dere in  prestito  1  denaro  e  di  pagarne  una  eerta  retribuzione,  che  difesi 
frutto  0  tntereMe  convenzionale  del  denaro;  e  si  distingue  da  quello  fis- 
sato dalla  legge,  ch'è  i'tnlereMe  legeUe^  che  i  tribunali  aggiudicano  nelle 
azioni  giudiziarie  e  ne'  casi  in  cui  le  parti  hanno  taciuto,  l^a  maniera  di 
stipolare  l'interesse  può  essere  doppia,  la  1'  consiste  nel  iì$sare  l' intc- 


tesse  f  df  100  doità  di  moneta  per  «n  date  teitipo,  che  suole  essere  un 

0 

anno,  dicendplo  f  pmr  100,  ohe  si  serWe  f  pet  g ,  e  ^esta  è  la  maniera 

in  vso  presso  di  noi;  la  2*  nel  (issare  la  somma  d  che  deve  in  un  dato 
teropQ  per  esemplo  di  un  anno  apportare  l'interesse  1,  e  i  francesi  la  de- 
signano sotto  il  nome  di  denier  d.  SÌ  può  una  maniera  ridurre  airaltra 

.100 

per  mezzo  della  proporzione  lOO  :  d  ;:  /  :  1,  da  cui  si  deduce  d—  -y  e 

100  ^  100  0 

/■—  TT-  •  ^^^^  P°*^^  /  •"*»  ®'  *•'  *^  *■  "k"  ~^'  ^'^^  '^  *^  P®f  5  equivale  al 

^     100         4 

dfnier  20;  e  posto  d^8,  si  ha  f—  -—  —12  ^  o  sia  il  denier  8  corrispon- 

10 

de  al   i2  2  per  -. 

In  algebra  si  considera  l'inieroas^  della  moneta  sotto 'I  solo  rapporto 
del  calcolo  «  cioè  al  assegna  '1  metodo  ner  determinarlo  rispetto  ad  noa 
data  somma  per  un  dato  tempo  secondo  le  eoiiveoziofle  stabilità  ;  per  lo 
ehe  ci  facciamo  ad  esporre  i  Vari  easl  di  si  fatio  calale,  che  In  generale 
si  addita  oel  nome  di  remoto  d^intwrèiàe* 

y®  Ca$o.  tki0réÉ$e  iempUce, 

220.  Si  supponga  che  debbasi  valutare  l'interesse  di  anno  in  anno  so;-. 
pra  la  somma  primitiva  dell'impiego,  e  ehe  i  frutti  ammi^li  rimaali  in 
potere  del  debitore,  non  portino  alcuno  interesse  negli  anni  seguenti;  l'in- 
teresse cosi  calcolato  premle  il  nome  di  $9mplieé ,  e  la  regala ,  eoa  ciù\ 
si  calcola,  si  dice  regola  dHnteresie  iemplice;  e  noi  percorreremo  ne'  se» 
gueoti  numeri  i  vari  problemi,  che  alla  stessa  s\  riferiscono* 

N."*  1<»  11  problema  fondainontale  della  regola. d'interesse  semplice  è  il 
seguente:  trovare  gl'inter^si  della  iomma  a  ivipiegala  per  ogni  unità  di 

0 

tempo  ad  f  f^r  t  dopo  il  tempo,  i ,  o  sia  dtt^r minare  la  sqmma  s  da 

restituirsi  dopo  t  unità  di  tempo  pei  eoptlole  wgVinteresii, 
Questo  problema  si  risolve  per  mezzo  di  due  regole  di  tre  semplice, 

«/* 
di  cui  la  1*^  100  :  a  ::  f  :  |f  —  77^  esprime  essere  U  rapporto  de'  capitali 

eguale  a  quello  degl* interessi  nella  atessa  anità  di  tempo,  indicando  y 

,  af 
l'interesse  della  somma  a  preso  nel  tempo  1  ;  e  la  2*  1  :  t  ;:  ttjt  :  x^m 

aft 
-^Tz  (Ignota  essere  il  rapporto  dei  tempi  eguale  a  quello  degl'interessi 

lini 

della  stessa  somma,  Indicando  x  l'imerestfe  del  tempo  t  della  somma  a. 
Si  poteva  da  principi*  fare  ona  sola  regola  di  tre  reimposta ,  essendo  ii 
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rapporto  éi  firn  egiMio  tlU  ragioii  composta  .da'  capitoli  100  :  a  o  dei 

.    .  «A 

tompl  1  :  (  0  tit  f  :  «  ::  100x1  :  aXt.:*x^  rrr  come  sopra. 

Nella  formala  si  può  supporre  la  frazioDe  t^  r'f*  9^9  corrisponde  al- 
llnteresse  deironità  di  mpoeta  neiranità  di ,  tempo,  TerificaDdosi  appaoto 
100  :  i  II  fi  ttt;  per  lo  die  lintefesse  della  somma  a  per  il  tempo  f  é 

espresso  da  «e  —  art ,  e  la  s<)mma  totale  da  restjtairsi  da  $^a'\-art^ 
o(l-f-rO. 

ApplieoiionB  /.*  Sia  a  — 15600  dacaii  f^8.  f  «*5  e  quindi  r— 0,08. 
Sostituendo  nella  formula»  ai  ottiene  f— 156P0(|+0,06x5}— lttOOOxi.4 
-8184Q. 

X.*  Sia  a^ki^  ofi.  19  IL  7  g.^  f— 8,  f  — 5  e  quindi  r.-.0>08.  Rido- 
cendo  da  prima  il  numero  composto  di  moneta  all'  infimo  ordine  dei 
grani ,  si  ha  a  ^  248187  g.  (  aritmetica  numero  125  )  ;  e  cosi  ne  resulta 
j-S48187(14T0,08x5)f- 248187x1. 4^347401, 8  9.-57f|  on. 
3  (I.  1,8  ^.  Sebbene  a  dire  il  vero  oonvepga  di  convertire  la  nostra  mo- 
neta in  ducati  ginsu  la  regola  del  o.^  124  <^ell'aritnieitea,  ciò  che  rendo 
a  frazione  decimale  e  quindi  il  calcolo  pid  semplice  ;  cosi  nei  presente 
caso  si  ottiene  a-1240,935  il.  e  «-1240,935x1,4-1737,3090  d. 

Nella  formula  «— a(j^-J^rl)  si  stabiliscono  1^  relazioni  delle  quattro  quan- 
tità «,  a^  Tt  f ,  cioè  essendo  date  tre  qualunque  di  esse,  si  può  sempre 
ricavare  il  valore  della  quarta,  il  che  importa  di  risolvere  altri  tre  pro- 


blemi: cosi  dati  f,  a,  r,  si  ha  $^a'\'ùtt  cioè  «-*a— a^f,  e  f—  ^-— ^*;  dati 

or 


$t  a,  «,  si  ha  r—  —  ;  e  dati  i,  r,  I,  si  ricava  o—  77^^.  Onde  si  pos- 
sono disporre  i  quattro  problemi  nella  seguente 

TàiookL  M  N.""  4."" 


•v^ 

T|OTA^B 

«,  f»  t 

«  -.  0  (  1  +  rO 

a,  j,  r 

ar 

a,  #,  t 

at 

*f  r,  « 

$ 

*"  i-fn 

OiMrvo»i0iie.  Di  ordkMrìo  nella  rafri*  d*  ìnlmsM  rniiitè  di  «empo  è 
tm  anfio ,  ed  11  calcolo  riesce  ao  poco  complicalo  «  qaaodo  il  nainero  t 
eomprendft  ancora  mui  e  fiomi;  giacché  in  simile  caso  è  giocoforia  ri- 
durre rinleresse  dato  di  un  anno  a  quello  dell*  uniti  dell'iofimo  ordine 
di  tempo,  In  cui  si  deve  convertire  f. 

Per  abbreviare  questi  calcoli  sogliono  i  nostri  eoff»f«iori  fare  uso  di  al- 
cune ragole  pratichet  che  danno  più  o  meno  approssimati  i  valori  richie- 
sti; e  noi  cercheremo  di  subilire  delle  formule  compendiose,  affinchè  con 
qualche  spedtteiia  si  potessero  ottenere  i  valori  esatti,  riguardando  per 
maggiore  semplicità  la  sola  espressione  degl*  interessi  della  somma  a 

aft 
espressa  in  ducati  per  II  tempo  t  cioè  ^^  iqq* 

A  quest*oggeUo  snpponghiamo  che  t  composto  si  riduca  ad  un  numero 

m 
m  di  mesi,  \n  modo  che  si  ^hp\^  '*"  la''^  P***^®  dell' pffità  eh' è  l'anno 

nfui 
in  simile  caso  la  formula  diviene  x— r^rr.  Siccome  'I  ducato  conver- 

lite  In  nostra  moneta  equivale  a  lOrr.— a00j^.«-t900p  ;  cosi  il  valore 

di  X  in  ducali  si  riduce  a  '    piceol^j  cioè  si  ha  c-^o/inp.  Che  se 

g 
t  composto  si  riduce  ad  un  numero  g  di  giorni,  si  sostituisce  f—  ^gg 

afg  iSOOo/e  afg 

e  si  ottiene  ««jSiOÓÒ^^"^"  36Ó5o^^''^*^  ^*^*   30  ^' 

E*."*  1J^  Si  dwono  ealeolare  gl'ini§r9$n  di  413  on.  19  tt.  7  gr.  al  10 

0 

per-^fopo  1  anno  e  5  mf|t.  Si  ha  a  — 1240  ,933  d.  f— 10;  m  — 17;  e 

la  sostiluxiooe  nella  formula  m'^afmp.  dà  x  — 1240,935 xiO^ ^7 P*-" 
210938,96 f.  cioè  x^Won.  1711.  19 ^r.  4,93 p.  (aritm.  n.""  125). 

0 

Mi.''  2.*^  Travan  gVinientn  dt  2183  oi».  17  If.   16  ^.  o<  0  per  ^ 

dopo  3  ann«,  7  m$H,  5  fionn, 

fgfa  og 

Essendo  f— 0,  la  formula  ^—   ^^ p. diviene «— y ,  che  per  la  sosti- 

6460,78X1295 
fazione  di  ^-1295,  o-6460,78d.  dà  «- -i^ l?.-1673342,02p, 

9-464  Oli.  24  il.  10  gr.  2,02p. 

N.**  2.«  In  vece  di  prendere  in  prestito  una  sonima  per  restituirla  dopo 
il  tempo  slabllito  Insieme  cogl*  interessi  succede  alcune  volle  che  si  abbia 
una  somma  $  esigibile  dopo  <1  tempo  r ,  e  se  ne  pretenda  all'  istafite  il 
pagamento  da  un  bancbfere.  In  questo  caso  (1  banchiere,  verliicandofii 
r  esasione  della  somma  • ,  dovrà  percepire  '1  frutto  convenuto  sopra  la 
somma  anticipata;  e  si  è  nella  determlnatlone  di  questa  somma  chi;  con- 
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Bitte  la  cosi  dolU  reyola  di  $eon$o,  ChUtraoda  a  la  somma ,  che  deve 
anticipare  il  baoeliiere,  il  problema  dello  acolito  si  riduce  al  segvenle: 
determinare  la  eomma  a  fale,  che  in  fine  del  tempo  t  coi  frutti  eotri- 
epondenti  del  r  per  1  nei  l'unità  di  tempà  divenga  s;  in  questa  guisa  il 
banchiere  nell' esigere  la  somma  a  resta  indennlziato  dello  sborso  della 
somma  a  e  degl' interessi  che  vi  corrispondono.  Il  problema  cosi  enan- 
eiato  si  riferisce  al  4°  della  tavola  del  N.?  1.^  in  cai  dati  a,  r,  t,  si 

trova  a—  r-, — -c^€^  dicesi  sconto  al  di  dentro. 
f      t-rrt  '  • 

Comunemente  lo  sconto  si  caloola  in  altro  modo  ,  f  si;  assume  nn^ 
falso  principio,  che  dà  il  rantaggiu  al  banchiere;  siccome  si  conviene  di 
pagare  gl'interessi  del  f  per  1  nel  tempo  i  ,  così  si  calcola  l'interesse 
della  somma  a  per  il  tempo  t,  eh 'è  nt,  ed  il  banchiere  anticipa  la  sommo 
ò— '« — srt^${i — ri),  che  chiamasi  sconto  al  di  fuori.  La  falsità  di  que- 
sto metodo  oonsUte  nel  trattenere  i  frutti  di  una  somma  maggiore  di 
quella  che  si  anticipa,  cioè  ai  anticipa  s — srtj  e  si  prende  il  frutto  sopra 
la  somma  n^aggiore  s;  e  la  differenza  di  questi  due  sconti  è  espressa  da 

a                           #— f(l — r*l»)      srH*      ^    ,   , 
j— j  —  i:i  — ri) — j j— ^,  c^'.è  ^  somma    ìogiuslamente 

srH*  s 

trattenuta  dal  banchiere.  La  quantità  7-—^  si  trasforma  in  7- — -Xrixrf, 

^  l+r(  1-frl 

il  prodotto  de'  primi  due  fattori  r---^  X r(  esprime  i  frutti  per  il  tempo 

e 
t  della  lomnr^  ilir!*  ^^^  ^^  dovrebbe  anticipare  collo  giusto  sconto  al  di 

srt 
dentro,  ed  il  prodotto  totale  {^r~^  '^^  denota  gl'interessi  degl'interessi  di 


rv~'^<«  per  lo  stesso  tempo  t;  perciò  il  banchiere  ritiene  non   solo  I 

frutti  delta  giusta  somma  a ,  che  dovrebbe  anticipare ,  ma  i  frutti  dei 

fruui  di  a. 

Applicazione.  Si  supponga*—  79433,16  (f.,r—  0,07,  (— O*"*'.  Se  ai  pren- 

,    ,  s  79433.16 

d^  lo  sconto  al  didenti^,  si  ha  a—  •'        — —  -*48732d.;  difatto 

0 
questa  somma  a  dietro  9*"«  coi  frutti  al  7  per  g  ^  il  capital^  insieme 

C9Kl*intercs8i  espresso  da  48732  X  1,63  i.  794 33, i 6  d. 

Se  poi  si  prende  lo  sconto  o^dt  fuori,  si  ha  6-j(l—rO— 79433,16(1— 0,63) 
-  79433,16  X  0,37- 29390,2692  d.;  e  la  differonia  di  questi  due  sconti  è 
espressa  da  48732— ^9390, 2692 -19341,7308  ci.  corrispoadente  alia  qnao- 

lità  j—-^  -  48732  X0,63^  -  48732  X  0,3969  - 19341 ,7308  d. 

Questo  numero  esprime  i  frutti  Uc'  frutti  di  a  —  48732d*,  essendo  48732  X 
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0.03-30701,16  d.  ì  ftatli  al  *  per-  per  9  anni  di  48732d..  e  30701,10x 


0 
0 


0,63-19341,7308  d.  i  rruùi  ni  7  per  -  per  9  anni  di  30701,16  e/,  cioè  dei 


precedenti  rrati!. 

N.®  3**.  La  rendita  ó  pennone  annua  p  si  laida  per  i  anni  in  potere 
di  ehi  la  deve  eì)ll'  obbligo  di  dovere  pagare  insieme  cògli  arretrati  della 
rendita  i  frutti  corrispondenti  del  r  per  1  V  anno  ;  si  deve  determinare 
la  somma  s  esigibile  in  fine  dell'anno  t. 

La  Irelidtta  p,  che  si  matura  in  Ano  del  1*  anno,  dovrà  tirare  i  fratti 
pei"  f — 1  aniii,  e  alla  fine  dell'  anno  (  sarà  la  reìidUi  cot  rhtlli  corrispon- 
denti espressa  da  p{i  +  ('^— 1}r};  la  rendita  del  2»  anno  tirerà  i  frutti  per 
1—2  anni,  ed  in  fine  deiranno  t  sorh  oquivalenle  a  ]9(1  4-  (1^—2) r);  la  ren- 
dita del  3""  anno  a  p{t  +(f_3r};  quella  del  4*"  andò  a  p{i'Ì-{t^A)r);  e 
cosi  di  seguito  sino  all.i  rendita,  che  si  maturerà  In  fiiie  dello  stesso  anno  r, 
che  dovrà  restare  p  senza  frulli. 

Queste  espressioni  formano  una  progressione  aritmetica  di  dUTerefìza^— pr 
cioè  decrescente,  ed  essendo  I  11  namero  de'  termìfil,  se  oc  ottiene  giu- 
sta il  dettato  del  n.®  164  la  somma  espressa  da 

Eumpio.  Sia  p— 1000  once,  r— 0,05,  r.8: 

*      .        ,  8W)0 

Sostituendo  nella  formula,  avremo  s—  -^-  (2+ 7 x 0,05) «i*  4000x2,33 

-•0400  once, 

pt 
L' equazione  I  "^  ~  (2  +  (' — l)r),  come  quella  che  racchiude  le  quattro 

qoaotità  s,  p,  r,  t,  può  servire  a  risolvere  altri  tre  problemi ,  riguar- 
dando successivamente  come  lncognita..Jilia  delle  tre  quantità  f ,  r,  r.  Così 

per  es.  date  «,  r,  l,  si'  ha  2<-|>/(2+  («— 1)r),  e  p  -  f^2J-(<^i)r)'  ^^^  ^ 

il  valore  della  quota  pagabile  in  fine  di  ciascun  anno  per  isconto  dell» 
somma  s  dovuta  in  fine  dell'anno  t,  computando  l'Interesse  semplice  del 
r  per  1  aonou  sulle  quote  anticipale.  Date  #{  p,  t,  si  ottiene  24— 2yjf« 

2i— 2pr 
ptj — l}r,  e  r-»  ■■    ;  finalmente  daie  s;  p ,  r,  si  dete  rlsoUere  l'equa- 
zione di  2*"  grado  2f — 2pl+prt*— prf,  che  può  mettersi  sotto  la  Ibrma  (*+ 

fl^i'X       2«  .  fi^r\ 

4  -jT  I  '—  -.  e  si  deduee  mercè  le  formule  del  ù,"  134  i— — i  1  -—  1+ 

E  qui  si  noli  che  l'unità  di  tempo  può  essere  qualunque^  purché  la  quan- 
tità r  esprima  r  interesse  dell'unità  di  moneta  ridótto  airtinkà  data  di 
tempo. 


f7% 

ì  qaturo  problemi,  di  coi  si  é  rada  parola,  al  trovano  diaposti  nella 
aegnenie 

Tavola  M  N.'*  3*. 
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»  ,  r  ^t 


»  ,f  i  t 


9  ,f  .r 
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a-^tf  +  (l-l)r) 
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t^ 


!»<«-«) 


'-[^vn^m) 


f^  CHuf.  Iniètt$à9  eùfhpoiio. 

Mf^Ouanle  Tolte  f  tniit  mafofati  In  flto  di  olgni  onità  di  tempo  ri- 
maaCTin  potere  del  debitore  atf  ei^giongonA  al  èapitalè  prlmftiTo,  e  al  pren- 
dono  1  frutti  dell'intera  aOnima  nel  tempo  di  appresao,  in  modtf  cbe  al 
abbiano  oltre  ai  Tratti  del  capitale  ancora  i  frutti  degli  atessi  fratti,  ah 
lora  Tinteresaé  prenlde  H  noraie  di  òompoito  ,*  é  la  regola;  clnf  Insegna  a 
calcolarlo,  diceai  regola  d^int$rè$H  éonipoito.  Questo  rinnoTamento  ddle 
nsure  fu  detto  da*  greci  é'/aumdyiCs  dalle  due  parole  àtfà  e  rdiu>$;  df  cof 
la  prima  nella  c6nipoa(il<]ltoe  vale  re  e  la  fecondar  uiura;  i  latini  Tadot* 
tarono,  formando  la  parola  anmtoei$mua  ch'é  paasaCa  nella  nostra  lingua 
dicendosi  anaioeUmo.  C  noi  veniamo  eaponendò  I  tari  problemi;  cbe  vi 
ai  riferiscono,  affinchè  ie  ne  poaaa  oonoaeere  Tenormltà  in  alcuni  casi,  e 
ancora  perchè  molte  operationl  antorhiate  dalla  legg^;  iti  ct/f  si  esprime 
l'interesae  aempliee,  implicllamonla  racchiudono  l'analociaMé;  eie  die  può 
eaaare  in  altri  caai  vaataggroso  al  debitore. 

N.*  1®.  Il  problema  fondamentale  della  regola  ^  Inteéesae  coAipoato  p«6 
esprimersi  in  questi  termini  :  f rottura  gVinUreséi  doUa  iomma  a  tmjM'e- 
gaia  «l/'ìnferaiae  eompoalo  di  r  per  i  in  ogni  finità  di  Umpo  dnpo  il 
Umpo  t,  o  sta  del «rNMNOfa  te  somma  a  da  resiituini  in  fine  del  tempo  t  pei 
capitale  a  eo^ritiliraMt  da^riiileraatt.  Secondo  la  formula  del  N.*  1*  del  1* 
caao  il  capitale  co'  anni  loieressi  in  fine  deirnnità  di  tempo  si  esprime  dal 
prodotto  del  capitale  pel  fattore  I  -f  r;  e  supponendo  1  +  r  —  q,  il  capi- 
tale  a  co'  suoi  interessi  In  fine  della  1^  unità  di  tempo  aarà  denotato  da 
aq.  L'intera  quantità  aq  aecondo  l'ipotesi  è  capitale  fruttifero  per  la  S* 
unità  di  tempo;  perciò  queato  nuovo  capitale  co*  auoi  interessi  sarà 
in  lino  della  T  unità  di  tempo  éa^'Ao  éà  of  Xf — oq*.  Riguardando 
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aq*  come  capitale  frouifero  per  la  3*  unità  di  tempo,  ai  avrà  in  fine  della 
stessa  aq^  ;  e  così  successivamente  si  otterrà  aq^  In  fine  della  4^  unità 
di  tempo,  aq^  in  fine  delia  5",  ed  io  generale  aq^  ^^  fine  del  tempo  l  ; 
donqoe  II  valore  delia  somma  cercata  sarà  espresso  dd  a—a^  . 

Si  vede,  che  i  valori  del  capitale  oogl'  interessi  considerati  in  fine  delle 
soccessive  unità  di  tempo  danno  origine  alla  seguente  progressione  geo- 
metrica -H-  aq  :  aq'  :  a^^  :aq^  :  aq^.,.  :  aq^  ;  perciò  la  quantità  M-^aq^  cor- 
risponde al  termine  I  «imo  della  progressione,  cbe  ha  aq  per  i**  termine . 
e  9  per  quoziente,  ciò  che  baAa  a  far  capire  lo  enorme  aumento  dì  cui 
è  suscettibile  la  quantità  a  in; riguardo  ad  a  pollo  scorrere  del  tempo. 

AppUeazione.  Sia  a  — 15000<i  >  r— 0,08,  f  — 5,e  perciò  9  — 1+r— 1,08; 
sostituendo  nella  formula  s  — 09^  ,  si  ottiene  a— 11^600x1,08^.  Volendo 
risparmiare  il  calcolo  della  K^  potenza  di  1,08  e  della  moltiplicazione,  si 
possono  adoperare  i  logaritmi,  che  danno  La —  L 15600 +,  L  1,08^ — 
L1MOO  +  5L1,08;  e  facendo  il  calcolo»  si  otitiene  i|  — 2292 l'i -,52. 

La  medesima  somala.  t5600<l«  coli' interesse  semplice  di  0,08  per  1  dopo 
5  anni  avrebbe  dato  Ìl€lÌOd.  secondo  rappllcazìone  l*del  N.**  l""  del  l"" 
caso;  quindi  la  difl[erenza  fra  V  interesse  composto  ed  il  semplice  è  espres- 
sa da  1061<1.,  52. 

Sopponendo  I^'IO,  il  calcolo  dell' interesse  composto  dà  a  — 33679d.  ,26 
t  quello  del  semplice  a— 280804Ì. ,  di  cui  la  differenza  è  5609<1«  ,26;  per 
1-20,  il  1*"  somministra  f — 72711d.  ,1  il  2<>  40560d. .  e  si  ha  la  diffe- 
renza 32i51d.  ,1;  per  1  —  800  si  deduce  a  —  75489i50000d.  e  l'interesse 
semplice  266200^. ,  e  si  ha  l'enorme  differenza  75488884800<l* ,  che  cre- 
simerebbe ancora  più  smisuratamente  per. no  tempo  più  lungos--^^ 

La  formula  »^aq^  ci  fornisce  la  soluzione  di  altri  tre  problemi, ^guar- 
dando successivamente  come  incognite  le  quantità  a^q,  t;  per  lo  cbe  si 

I 

hatai— -7,  w«9<  cioè  q^  K  '•  ^  risolvendo  la  equazione  esponenziale 

Lt — La 
gmmaqf  ,  si  ricava  La— La  +  Lfl —Lo+tL^+xt— — ri: — .Questi  quat- 


tro problemi  si  trovano  disposti  nella  seguente 
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a,  q,  t 

a  —  dq* 

tt  ,   <  •    t 

.^>i 

9f  q»  t 

■ 

a 

a»  •»  q 

La  —  La 
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s 
La  V  formdla  di  qoekla  tavola  cioè  ^^~j  risolve  H  problema  dello 

seooto  della  somma  i  esigibile  dopo  il  tempo  t,  calcolando  l' ìoteresse  etm- 
posto  della  somma  anticipata  o  al  r  per  1  in  ogni  unità  di  tempo  :  cosi 
per  es.  nel  caso  di  «  — ^2i<ì-,5S,  r— 0,08  cioè  qmm  1,08,  e  t  — 5,  ope- 
rando per  maggior  brevità  coi  logaritmi  salla  formala  a-»—  ,  si  ha  La 

+  Lt — L9<  —  Li — tLq,  e  si  deduce  a  — 15600;  qalndl  per  la  somma 
22021(i-,tt2  esigibile  dopo  5  anni,  calcolando  Tinteresse  composto  dell'oefo 
per  cento,  si  dovrebbe  al  momento  anticipare  la  somma  i5000<l.  . 

iV.**  JS".  La  rendita  o  pensione  annua  p  si  lascia  per  t  anni  in  potere 
del  debitore  eolVobbligo  di  dovere  pagare  le  rendite  arretrate  e  V  interesse 
composto  delle  steste  al  r  per  1  Vanno;  si  cerca  la  «omma  s  esigibile 
in  fine  del  tempo  t. 

Siccome  la  rendita  p  si  matara  in  fine  del  1^  anno,  così  deve  calco- 
larsi ciò  che  la  stessa  diviene  coir  interesse  composto  dopo  t — 1  anni, 
e  si  ha  per  la  formala  del  N."  1*"  pq^"^*  Similmente  la  rendita  del  2* 
anno  diviene  P9^""»  quella  del  3^  pq^'^^f  quella  del  4®  p^'^^t  e  cosi 
saccessi vanicnie  sino  alla  rendita  dell'anno  I,  che  resta  p  sema  alcun 
fratto.  Quindi  il  problema  si  scioglie  con  prendere  la  somma  della  pro- 
gressione geometrica -Hp :pq^'~k:pq^''^:pq^''*:pq^'''j  che  ha  p  per 

pM^^p 
±^  termine, p9<->  per  ultimo,  e  v  per  quoziente;  onde  si  avrà  «  — ^^^r" 

(n."  184),  che  è  il  valore  cercato. 
Applieasióne.  Sia  p—on.  1000,   r«0,05   cioè  9.  1^05,  f— 8;  sosti- 

.   .               1000x1,058—1000 
tuendo,  si  deduce  t  — — ~ n  termine  I000xt,05«  cal- 

U,Ud 

1477.45  —  1000 
colato  co*  logaritmi  è  1477,4:5  ;  onde  si  ottiene  s  —   g-^= *  — 

9549  on. 

pql — p 
Posta  la  formala  «—     ■,  riguardaadop  come  incognita,  si  ha  f^— 

_  sq — s 

«— W — P»  •^■"^ìZIi»  P**"  ^'"ocognita  q  si  ha  Tequazione  pg< — j^-h 

t        «— |> 
s — p  +  0  cioè  ql qi- —0  eh' è  del  grado  l;  e  per  1*  incognita  t 

si  risolve  Tequazione  esponenziale  pq^^sq-{-p — *,  che  dà  Lp  +  rL^  — 

Lsa-f-n— «)— Lo 
h{sq-\-p — s)  0  sia  t  — : .  Queste  quattro  formule  si  vedono 

disposte  nella  seguente 
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P.9.t 

,-1 

1      Pf  9f  t 

«        t — p 

1     P»«>9 

L(tjip.— «)— Lp 

Setibene  Fanità  de)  tempo  subilfta  nel  problema  eia  l«aniio,  pqre  hi 
ciaseooa  delle  quattro  formule  si  pnò  etabilire  per  oniU  qoalanqae  fra- 
zione dell'anno,  purché  l'interesse  r,  ^i^  cui  dipende  q,  si  esprima  rela*. 
iivameote  alla  data  unità  di  (. 

«0 — S 

N.®  3^  La  y  formula  del  N.®  2»  precedente  P— "f^^r  scioglie U pror 

blema  di  determinare  la  quota  annua  p  pagabile  in  fine  di  ciascun  anno 
tn  isconto  della  somma  «  doYota  in  fine  dell'anno  t  computando  Finte- 
resse  composto  del  r  per  1  annuale  sulle  somme  successivamente  antici- 
pate. E  qui  cade  in  acconcio  di  farne  la  seguente  applicaiione  :  JSaiSfi- 
doii  la  iòmma  a  impiagata  ad  tnlerMie  compptto  del  r  per  1  per  t  anni 
come  nel  J!V°  /**.  il  debilore  invece  di  pagare  i  frutti  aeeumulaU  in  fine 
deWi^nno  t  eeeglie  ^  mezio  di  pagare  in  fine  di  eiaeeun  anno  una  quota 
annua  p  in  iteonto  degli  eteesi,  rieerbandosi  di  reetituire  insieme  coirvi- 
tima  quota  p  il  capitale  a  ;  fi  domanda  il  valore  di  p^ 

Il  capitale  a  cogl' ioteressi  degl'interessi  è  Infine  dell'anno  t  espresso 
da  aq^^  secondo  il  N."  1**.  da  cui  sottraendo  a,  si  ottiene  T  espressione  de- 
gl'interessi accumulati  a^  — a^^aiqt; — i) ,  eh' è  la  somma  da  scontare; 

eq — e      *(g— 1) 
quindi  nella  formula  di  sopra  p—  r^^  —  TTUi  "*  ^•'^  sostituir»  a  — 

a(qi  ^1>,  e  si  ha  p  — JTHl —  ^^^^  ■"  ^^'  O**®***  quantili  ar. 

esprime,  i  frullai  semplici  del  capitale  a  p^r  on.  anno  seeondp  U  N.*  1* 
dei  1*^  caso»  eid  è  Indipendente  da  (,  (^he  non  tI,  si  comprende  aifatio;  in 
questa  guisa  cof  pagamento  de'  frutti,  semplici  in  fipe  di  ogni  anno  si 
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sconta  r  interesse  composto  del  capitale  devoto  in  fine  di  qual angue  siasi 
anno,  resultandone  la  rendita  temporanea  ar  sino  alla  fine  di  qualunque 
anno  t,  in  cui  cesseri  colla  restituzione  del  capitale  a;  o  sia  la  somma 
ar  dovuta  in,  isconto  su  gì* interessi  degl*  interessi  di  a  è  costante  per  qua- 
lunque siasi  tempo  dell' impiego,  ed  ancora  per  un  tempo  infinito,  come 
quella  che  soltanto  dipende  da  a  e  r. 

La  stipolazione  di  pagare  gl'interessi  maturati  in  fine  di  ogni  anno  è 
quella  cb(^  comunemente  si  usa  in  simili  contraili,  e  la  legge  non  vi  si 
oppone,  trattandosi  d'interesse  semplice;  frattanto  agli  occhi  del  matema- 
tico questa  condizione  racchiude  impliciia mente  l'anatocismo,  e  l'orrore 
sparisce  per  la  paga  annua  della  quota  dello  sconto  dell*  interesse  com- 
posto, che  perciò  non  si  accumula  appo  il  debitore  sino  alla  fine  del  tempo 
stabilito  dell'impiego. 

j(o  — 1) 
N.o  4."  La  mcdesimq  «•  formula  del  N.«  2**  p  — -r — r  scioglie l'al- 

|ro  problema  conosciuto  dai  francesi  sotto  il  nome  di  ànnuiié,  In  cui  si 
suppone  t7  capitale  a  impiegato  per  il  tempo  t  aWinlereese  composto  di 
r  per  1  in  ogni  unità  di  tempo;  che  il  debitore  in  vece  di  pagare  in  fine 
del  tempo  t  la  eomma  s proveniente  dal  capitale  a  e  dagl'interessi  degl'in- 
teressi sceglie  il  mazzo  di  pagare  la  quota  p  in  fine  di  ogni  unità  di  tempo 
detta  annuite,  ohe  gU  si  deve  abbotiare  collo  stesso  beneficio  dell*  interes&e 
composto,  e  ciò  onde  estinguere  esattamente  Vansidetta  somwui  s  coW  ultima 
quota  in  fine  del  tempo  t;  e  si  cerca  il  valore  di  p. 

Questo  problema  ammette  la  stéssa  relazione  fra  p  ^  < ,  che  ha  laogo 
in  quello  precedente;  giacché  le  varie  quote  p  ed  i  rispettivi  interessi 
degl'interessi  devono  alla  fine  del  tempo  I  eguagliare  la  somma  «,  eh' è 
appunto  la  relazione  stabilita  nei  (>roblema  del  n.®  2.^  Sostituendo  adun- 

f(g— 1)  aqHq—^) 

qua  nella  formula  y—    ^ ,  il  valore  di  s^aqi  ,  si  ha  p—    l^  ;^^  » 

che  risolve  il  quesito  proposto. 

Se  ci  piace  di  supporre  r  —  »,  la  formala  diviene p— — ^ — - —  ;  tra- 
scurando  — 1    ri9petto  a   9**  -«  od  per  essere  q  fratto   spurio ,   s^  ha 

P  "• A """^(^ — i)  — ar,  come  si  avrebbe  pure   dedotto  dalla 

a(g— 1) 
stessa  formula  messa  in  questo  stato  p— ^,  che  nel  caso  di  (— oc, 

essendo  ~aò"*  «*  ""^  (''**  ^^)*  ^^^^ebbe  origine  a  p^a{q — l}»ar.  Quin- 

di  per  estinguere  il  capitate  a  co'  suol  Interessi  degl'interessi  dopo  un 
tempo  infinito  si  dovrà  pagare  la  quota  énnua  ér  eguale  a'  frutti  sem- 
plici annuali  del  capitale  a,  o  in  altri  termini  il  capitale  a  co'  suoi  in- 
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teresai  degl*  interessf  darà  origine  tifa  rendita  perpetaa  ar,  ciò  che  con- 
corda col  resaltamento  dell'applicazione  del  problema  del  n.  3"  precedente. 

Questo  problema  àeWftnmtità  è  presso  noi  conosciuto  col  nome  di  cal- 
colo a  iealetta,  che  si  enancia  col  linguaggio  d'interesse  semplice,  ma- 
scherando l'interesse  composto  sotto  la  condizione  dell'obbligo  di  paga- 
re in  Gne  di  ogni  nnitd  di  tempo  gl'interessi  semplici  del  capitale  gii 
roatarati;  imperciocché  questa  maniera  di  pagare  i  frutti  all'altra  equi- 
vale di  dover  pagare  gl'interessi  degl'interessi  dopo  il  tempo  f,  essendo 
la  1*  maniera  Io  sconto  della  2*^  giusta  l'applicazIoM  del  problema  del 
n."  3*  precedente.  Ecco  1*  enunciazione  del  problema,  del  calcolo  o  sca- 
letta: Essendosi  la  somma  a  in^jyiegcUa  pel  tempo  t  cogl*  interessi  del  r 
per  4  in  ogni  unità  di  tempo ,  si  conviene  di  dover  pagare  in  fine  di 
eieucuna  unità  di  tempo  i  frutti  mtUurati;  in  simile  caso  il  debitore  set" 
glie  il  mezzo  di  pagare  in  fine  di  ogni  unità  di  tempo  una  quota  p  moj^ 
giore  dell'importo  de*  frutti  per  estingtiere  con  una  parte  i  frutti  e  col- 
V  altra  parte  residua  la  porzione  corrispondente  del  capitale,  e  dò  sino 
alla  totale  estinzione  dfl  debito.  Si  cerea  'l  valore  di  p. 

Ragionando  secondo  le  circostanze  particolari  dell'enunciazione,  si  dice 
cosi:  i  frutti  della  somma  a  in  fine  del  tempo  1  sono  ar«  la  quota  p>ar 
8i  divide  in  due  parti  cioè  in  ar  e  p — or,  di  cui  la  1*  estingue  i  frutti, 
e  la  2*  una  porzione  corrispondente  del  capitale;  perciò  il  capitale  frut- 
tifero per  i|  2"  periodo  di  tempo  si  esprime  da  a — (p — ar)^a — ^p4-ar— 
a(r-f-<)— p.  1  frutti  di  questo  capitale  sono  (a(r+l)— p)r^a(r+i}r — pr 
in  fine  del  tempo  2;  la  quota  p  si  deve  dividere  io  due  parli,  Tana  a{r-\r 
l)r — pr  per  estinguere  i  frutti  e  l'altra  p — (fl(r-l-l)r— pr)— ;;— a(r-f-l)r-hpr 
in  conto  del  capitale;  quindi  il  capitale  fruttifero  per  il  3"  periodo  di  tem- 
po sì  esprime  da  a(r;4-i) — p — {p — «(r+l)r+pr)— a(r4-l) — p — p+a(r-f-i)r— 
|>r— a(r+l)(r+l) — /'(r+i)— p— a(r+l)*— p(ri-ij— p.  L'espressione  de' frut- 
ti in  fine  del  tempo  3  resulta  (a(r+l)*— p(r+i)— :p)r-a(r-M)«r— p(r+l)r 
^-pr*y  estinti  questi  con  niia  parte  delia  quota  p,  si  ha  il  capitale  frut- 
tifero per  il  4**  periodo  di  tempo   espresso  da  a(r4-1)* — p{r+i) — p — p+ 

a(a4-i)T— p(r-f  1)r— pr-a(r+ir  (r:l- 1)— p(rt^K'"+<)— P('-t^)— P- «(*•+ 
i)S — p(f^i}« — p(r+1) — P'  I  frutti  di  quésto  capitale  in  fine  del  tempo  4 

sono  (a(r-H)5— p(r-fl)*— p(r-M)— p)r— a(r+<)»r— p(r-f.l)*r— p(r-f- l)r-^ 
pr,  che  si  devono  estinguere  con  una  parte  eguale  della  quota  p;  per  lo 
che  11  capitale  fruttifero  si  riduce  alla  seguente  quantità  a{r+i^i^-p{r+ 
i  )*  -P(r+  ì  )-p-p+a(r+i)'f^p(r4:l  J^r— pfr+  i  )r-pr-i(r+l)4— p(r+l)S 
— p(r-f  1)«— p(r4-l)— p;  e  così  successivamente  sino  alla  fine  del  tempo  f, 
in  coi  il  capitale  residuo  sarà  espresso  da  a(r+i}^  — ^(r+l)^—'. — p(rH: 
1)*— »... — p{r'\-i)'-p  secondo  la  legge  ricavata^  dalle  superiori  espres- 
sioni. Ora  se  in  fine  del  tempo  t  si  devono  esattamente  estinguere  gl'in- 
teressi ed  il  capitale,  fa  d'uopo  anpporre  zero  Tespresslone  ultima  del 
capitale,  e  si  ha  la  seguente  equazione  del  quesito  a{r+i)t  ~p(r+l)(— ' 
—p(r-l-l)  <-«... —p(r+i)—p-0. 
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Supponendo  r+1«{r,  ti  ottiene  aqi  —  ptff'^'+f <--»... .«*ff+i)«»0,  e 

prendendo   It  somma  de*  termiai   in  progressione   geometrica  ^"^  ' , 

ai  —1  /fli  — .i\ 

^'-•,...fl',  1,  ch'è      _^^  ,  (n.o  i84),  ne  resulta  (A)  ag<  — ^  (  ^^^ — r-  j-O, 

aqi  iq — i) 
da  cui  si  deduce  p—  ■    . .- ,  che  risolve  U  quesito.  B  si  vede  essere 

onesto  valore  di  p  identico  a  quello  già  ottenuto  nel  problema  dell' on- 
nuità,  ciò  eh' è  il  migliore  argomento  onde  convincere  i  giovani  dell'i* 
dentila  delle  due  enunciazioni. 

Se  poi  è  data  la  quota  j» ,  e  si  domanda  il  capitale  residuo  a'  in  fine 
del   tempo  t,  allora  si  eguaf^lia  ad  a'  l'espressione  (A)  e  si  stabilisce 


ii'—af'  — 


pigi  — 1)      agi'^* — agi — pg^  "hp      ff*  («9 — o — p)+p 


;eque- 


g — 1  ^—1  g — 1 

sto  forma  d'ordinario  T  applicazione  più  frequente  del  calcolo  a  «calellAi 

agi  [g — i) 
La  formula  p—  — ^ ^ol  problema  dell'  annottò  o   del  ecUeolo  a 

scaletta  ci  dk  la  soluzione  di  altri  tre  quesiti ,  considerando  di  seguito 

come  incognita  una  delle  tre  quantità  a,  g,  t;  così  date  p,  9,  t,  si  ricava 

p{gt  —1) 
a-"-j-7— 7.»;  date  a,  p,  t,  l'equazione  può  mettersi  nella  seguente  for- 
ma gi'*" — (  — ^  j  gt  4-  -  —0,  ch'è  del  grado  t+l,  e  qoindi  dietro  aver 

sostituito  1  numeri  in  vece  delle  lettere  si  dovrà  risolvere  la  corrlspon* 
dente  equazione  numerica;  finalmente  date  a,  jp»  g^  si  ha  l'equazione  e- 
tpooenziale  gt  (p+a — a^)— p  da  risolversi  per  meizo  de'  logaritmi  (  no- 
merò 207),  e  si  ottiene  L^  +L(p+ap-«^)— L|> iL^+Up+o— agr)— Lp, 

Lp-^L(p-}-a— ao) 

— ^.  1  quattro  problemi,  di  cui  si  è  parlato,  sono  dl- 


«  I- 


M 


sposti  nella  seguente 
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a,  g,  t 

Pf  H>  * 

p{g^  —  i) 

«»  Pf  f 

^               a     ^'     ^  a 

«,P,^ 

Lp— Lfp+a— 09) 

«7» 
E  onesta  Ut  ola  si  deriva  dall'altra  del  N.^  S"  mercè  la  sosiituxlot^  di 
aqt  io  vece  di  #.  / 

Il  metodo  già  esposto  di  pagare  la  quota  annua  per  estinguer/  il  ea* 
pitale  e  gl^interessi  degl'interessi  è  autorizzato  dalia  legge,  e  siyti'iguarda 
come  vantaggioso  al  debitore,  che  ha  l'obbligo  di  pagare  i  (r/i\f\  matu- 
rati in  One  di  ogni  unità  di  tempo;  anzi  gl'inglesi  T hanno  adottato  sin 
dall'anno  1710  sotto  fi  nome  di  fondo  o  ausa  di  ammorlizzaMione  al- 
l'oggetto di  estinguere  il  loro  debito  pubblico.  I  ministri  col  consenso  dei 
parlamenti  banno  fatto  mal  uso  dì  tale  fbndo,  alienandolo  generalmente 
per  toddisfare  i  pesi  correnti  ;  e  di  ciò  si  sono  lagnati  i  matematici  in- 
glesi» che  hanno  dimostrato  convenire  meglio  io  simili  occasioni  procu- 
rare il  denaro  con  un  nuovo  imprestito  e  pagarne  il  semplice  interesse  » 
che  prenderlo  dal  fondo  drammartizzazione,  rinunziando  al  benefizio  del- 
l'interesse composto,  come  può  vedersi  nell'opera  dol  D/  Riccardo  Price 

sulle  annuita  (1). 

E  qui  cade  in  accóncio  '1  dire  che  la  città  di  Palermo  avrebbe  da. gran 

tempo  goduto  di  un  simile  beneGcio,  se  fosse  stata  osservata  la  disposi- 
zione del  consiglio  civfco  dell'an.  1648,  che  ad  isunza  di  tutti  gli  ordini 
de'  cittadini  rimise  le  gabelle  già  abolite  per  causa  delle  sedizioni  del 
1647  onde  pagare  di  bimestre  in  bimestre  i  frutti  de'  capitali  sborzaii 
al  senato  in  varie  circostanze ,  e  ne  destinò  i  sopravanzi  all'  estinzione 
de'  capitali ,  al  quale  oggetto  fu  creata  la  deputazione  delle  nuove  ga- 
belle coi  l'obbligo  di  non  potere  in  nessun  tempo,  per  qualsisia  eausa  ur- 
gente, urgentiuimat  con  ordine  del  viceré  e  di  qualunque  reggitore  in 
altro  uso  invertire  gì*  introiti  delle  gabelle  dati  in  solutum  a*  creditori 
colla  traslazione  del  dominio  e  possesso  y  dovendo  pagare  de  proprio  et 
in  solidum  i  deputati  in  caso  di  contravvenzione;  ciò  che  fa  sommo  u- 
nore  a  quel  consiglio,  essendo  appunto  questi  i  requisiti  necessari  per 
amministrare  una  cassa  di  ammortizzazione  (2).  Intauio  la  deputazione 
ha  Invertito  costa ntementer  i  fondi  per  occorrere  ai  bisogni  straordinari 
della  città,  e  si  è  creduto  di  temperare  così  i  rigori  del  consiglio  del  1648; 
onde  ben  lungi  di  ammortizzare  vi  ebbe  un  attrasso  di  quattro  anni 
nel  1808 ,  lo  che  diede  origine  al  giudizio  de'  due  arbitri  nominati  dal 
re,  i  quali  in  un  modo  più  regolare  ed  analogo  a'  lumi  del  secolo  fecero 
un  progetto  di  ammortizzazione,  ebe  né  tampoco  fU  eseguito. 

Oggi  che  gli  studi  delle  matematiche  e  della  civile  economia  sono  presso 
tutte  le  colte  nazioni  in  grande  onore ,  volgarmente  si  riconosce  in  una 
simile  cassa  il  migliore  ritrovamento  per  alleviare  i  popoli  dei  debito  pub- 
blico, aumentando  visi  il  denaro  ad  interesse  composto;  e  se  i  governi  - 
sono  fermi  a  maoteoeroe  le  leggi ,  giungeranno  eoo  sicurezza  ad  estin- 
guerlo. 

(1)  Londra  1792,  tom.  l^,  pag.  207  e  225. 

(2)  Y.  Ordinazioni  4  regolamenti  della  deputazione  delle  nuetn  gabelle,  Paìtt^ 
mo  1796. 
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Applicézione.  Si  iuppanga  «At  U  90««mo  di  Sicilia  d^bba  a  vari  par- 
ticolari il  capitale  di  op.  4  000  000 ,  di  cui  ha  l' obbligo  di  pagare  i 
fruiti  annuali  al  5  per  ò/o,  ciò  che  co$tilui$ce  il  detrito  pubblico  annuale 
di  on.  200  000,  ipotesi  non  dittante  dal  vero ,  e  che  ti  voglia  formare 
la  eatta  di  ammorti%zazifm«  onde  ettinguerlo  dopo  50  anni:  ti  cerea  la 
quota  annua  da  vertarti  nella  tapradetta  catta. 

Nel  presente  ceso  si  ha  a— 4  000  000,  9*1,05,  f— 50,  e  questi  valori 

.  aqt  {a — 1) 
si  devono  sostituire  nella  formala  p—  — l  J^4    >  ^^®  P^^  mettersi  sotto 

la  forma  logaritmica  Lp— La+fL^+LC^ — U — ^(9*  — 1)*  !>•  prima  si  cal- 
cola a  parte  co*  logaritmi  50  LI  ,05— 1 ,0594650  e  vi  oorrispoode  il  Da- 
merò gt  —  11,4674;  indi  si  sostituisce  nella  formula,  o  pure  si  opera  per 
roczxo  de'  logaritmi,  e  si  ottiene  p— 210107  on.  In  si  fatta  guisa  impie- 
gando annualmente  l'anzidetta  somma,  si  estingue  dopo  50  anni  1  debito 
pubblico  proveniente  dal  capitale  l'ruttirero  di  on.  4  000  000. 

Per  apprezzare  praticamente  questo  metodo  si  rifletta  ,  che  dovendo  lo 
stato  pagare  gli  annui  interessi  on.  200  000,  non  è  realmente  gravato  che 
dell'eccesso  di  on.  219107  sopra  200  000  cioè  di  oh.  19107;  e  si  è  ap- 
punto questa  somma  annuale  dj  on.  191Ò7 ,  che  in  forte  deli*  interesse 
composto  diviene  on.  4  000  000  dopo  50  anni.  Diretto  calcolando  '1  mon- 
tare dell'annua  somma  10107  all'interesse  cò'inposlo  del  5  per  Yo  per  50 

pqt  — »  219107—19107 

anni  mercè  la  formula  t^- — -—del  N /*  2",  si  h«  «  — ,r-zz — 

q — 1  0,05 

4  000  000. 

Ora  se  la  stessa  somma  annua  on.  19107  fosse  posta  ad  interesse  sem- 
plice, si  riòa'verebbe  il  suo  montare  per  mezzo  della  già  nota  formula  a— 

^(2  +  (e  — l}r)  del  K.»  S^"  del   r  caso,  che  darebbe  a- 19107 x 

25(2  +  49x0,05} - 214953.75;  onde  mercè  ràmmòrtizzaziooe  si  ba  l'im- 
menso vantaggio  di  3  785  046,25. 

Che  se  all'inverso  si  domandasse  in  qaanti  anni  la  quota  annua 
on.  219  107  estinguerebbe  il  capitale  on.  4  000  000  ed  i  suoi  interessi, 

Lp-^L{p — aCq'—i)) 
si  farebbe  uso  della  formula  4*  della  tavola  t—  -=- ^^ ,  so- 

stitaeodovi  p  — 219107,  a(f  •— 1)  — ar  — 200  000,  e  si  otterrebbe  t  — 
1,0594637  ^..    . 

0  0211893  ""  ^^'^^^^  —  ^  presso  a  poco. 

N.*  5.^  Etittendo  la  rendita  annua  p ,  se  ne  vuole  al  principio  del" 
Vanno  Vanticipaiione  tino  a  quella  etigUnle  in  fine  dell'anno  X  con  pa^ 
gare  tulla  tomma  anticipata  a  Vintereue  coMpotto  del  r  per  i  Vanno; 
ti  deve  determinare  la  tomma  a. 

La  rendita  p  pagabile  infine  dell'anno  t  si  de>e  anticipare  per  (  anni , 
e  secondo  la  formala  dello  sconto ,  che  è  la  2''  della  tavola  del  N."  i"* , 


381 

ka  ftomma  aniiclpau  si  esprime-  ;  la  rendita  p  dell*anho  t — ì  dà  luogo 

t  •  p  p  . 

air  anticipazione  di  tt^t;  quella  deiranho  ( — 2  a     ^^.,  e  cosi  dise- 

gailo  sino  alla  rendita  p  esigibile  In  Gne  del  l**  anno,  che  diviene  — 

P         P  P  P 

Onde  si  ha,  a—  -:  +  -3 — 7  +  -7 — x  •••  +  -  #  eh'è  una  prdgressione  geo- 

9*      ^-        ^-»  q 

metrica  di  quoziente  q,  di  cni  la   somma  (li.'*  184)  si  est>rikne  da  o  — 

9         ¥  9^      p  iq^-^V 

" — ìTiri —  ■"  "feUT  ^  MfiÉi^i)*  0'*»*«  formala  è  la   1*  delia  uvola 

del  N.^  4^  precedente,  e  quindi  il  pfesenle  problema  si  deve  riguardare 
eome  Connesso  con  ifoelio  deW  annuita ,  0  del  calcolo  a  gcaUUa.  Ed  in 
vero  secondo  la  condizione  enunciata  dovrà  il  banchiere  conseguire  gli 
interessi  degl'Interessi  Solla  Àomma  anticipata  a,  e  la  rendila  p  corri- 
sponde alla  ^uota  annua  dtotinata  ad  estinguere  l'aiizidetto  capitale  o  coi 
ftuoi  iiileres&i  degli  interessi  in. fine  dell'annoi;  per  lo  che  fra  a,  p,  q,  t 
esistono  le  stesse  relazioni  del  problèma  dell' onntnfd,  ed  il  valore  di  a 
deve  resultare  quello  del  quesito  che  vi  è  connesso,  quale  si  trova  nella 
invola  del  M.<^  4*.. 

Se  si  vuole  l'anticipazióne  dtolla  rendita  perpetua  p ,  ragionando  Tinte- 
l^esse  composto  del  r  per  I  l'anno,  si  deve  nella  formula  di  sopra  a  — 

(**  —  i) 
^     ^     supporre  l  -*  od  ;  essendo  q  una  fraiione  spuria,  si  ha  9^  —  oe  ; 

e  trascurando  —  1  in  riguardo  all'infinito,  si  ottiene  a  ^  ^, rr  —  — r 

Mq—i)    q—\ 

mX.  Lo  Stesso  resultamento  si  può  ricavare  dalla  formula  espressa  nel 


q*  p  p 

seguente  modo  a  —     ^^  io  col  -^  0  sia  —  si  riguarda  come  %9ro 

p 
(n.*  59),  e  si  hs  o— r^^*  Segue  da  ciò  che  la  rendita  perpetua  p  an- 
ticipata all'interesse  composto  del  r  per  1  annuale  vale  attualmente  la 

p 
àomma  a  —  -,  da  cni  si  ricava  la  proporzione  r  :  1  ::  p  :  a.  Quindi  si  sta- 

bilisee  come  principio  nella  compra  e  vendita  delle  rendite  perpetue,  che 
fissato  l' interesse  annuale  r  di  1 ,  0  ciò  che  è  lo  stesso,  /di  100 ,  la 
rendita  perpetua  r  vale  1  cioè  f  vale  100,  e  che  il  valore  del  capitale  a 
equivalente  alla  rendiu  perpeiga  p  si  ritrova  eolla  seguente  regola  di  tre 

P  ^  Ififip 

f*i::p:a  —  ^0  pure  ^:  100  ::  p  :  «  —  -— 

90 
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Queslo  resulta  mento  è  analogo  a  quello  de'  NJ  3°  e  4^*  precedenti,  in 
cui  si  è  provato,  che  impiegandosi  un  capitale  ad  interesse  composto  per 
un  tempo  infinito ,  si  deve  in  isconto  corrispondere  la  quota  annua  per*  ' 
pelua  eguale  all'importare  de'  semplici  frutti  aunuali  del  capitale;  perciò 
ajr  inverso  il  valore  della  quota  o  rendita  annuale  si  esprime  al  momento 
dal  capitale  della  rendita  anzidetta  considerata  come  il  suo  interesse  sem- 
plice annuale. 

Da  tutto  ciò  si  conchiude ,  che  sebbene  il  semplice  e  puro  anatocismo 

sia  proibito  dalle  leggi,  pure  le  stesse  l'autorizzano  nello  sconto  dei  de- 
biti fruttireri  a  tenore  del  problema  del  N."  4**  ;  e  serve  ancora  di  base 
alla  costituzione  delle  rendite  temporanee  o  perpetue ,  come  si  è  veduto 
ne'  N.i  3*"  e  4°,  ed  alla  vendita  delle  rendite  perpelue  come  nel  N.°  5." 

Regola  di  falsa  posizione. 

222.  Si  devono  certamente  annoverare  fra  i  molti  artitizi  dovuti  agli 
arabi  le  regole  di  falsa  posizione  semplice  e  doppia ,  che  in  molti  casi 
colla  sémplice  aritmetica,  soggettando  uno  o  due  numeri  supposti  a  ve- 
rificare l'enunciazione  del  quesito  con  esprimere  i  rispettivi  errori,  ci 
fanno  giungere  al  vero  valore  dell'incognita;  e  il  francescano  fra  Luca 
del  Borgo  fu  il  primo  nell'opera  citata  a  pag.  6  a  far  menzione  di  sì  fatte 
regole  a  lui  comunicate  da  autori   orientali,  chiamandolo  regole  Elka- 

tqim. 

Sebbene  le  regole  di  falsa  posizione  debbano  agli  occhi  del  semplice 
aritmetico  sembrar  misteriose,  pure  l'algebrista  ne  penetra  facilmente  lo 
spirito;  e  noi  veniamo  stabilendo  i  prlncipii  algebraici,  donde  muovono 
qaeste  regole  in  riguardo  a'  ploblemi  di  1**  grado,  che  contengono  una 
sola  incognita. 

Falsa  posizione  semplice» 

223-  Si  abbia  un  problema  di  l**  grado  ad  un'incognita.  Che  tradotto 

in  lingua  algebra  Ica  dia  immediatamente  un'equazione  con  lutti  i  termini 

dell'  incognita  in  un  membro  e  tutti  i  termini  cogniti  nell'altro  cioè  della 

seguente  forma  aw^b^  esprimendo  a  e  ò  i  numeri  dati  t  x  V  incognita j 

e  si   supponga  a  piacimento  essere  il  numero  n  il   valore  dell'incognita. 

Allora  si  deve  soggettare  n  aHe  condizioni  del  quesito,  e  se  le  verifica , 

sussiste  l'equazione  an-^b,  ed  è  veramente  x^n;  ma  la   supposizione 

«^n  è  probabilmente  falsa,  e  la  prova   non  dà  per  an  il  valore  6  ma 

sì  bene  e  maggiore  o  minore  di  6 ,  o  sia  si  ottieni;  un*  altra  equazione 

an-^c.  Ora  se  si  dividono  pei  ordine  le  due  equazioni  aiiii-e,  a£«-fr, 

an      e         n      e 
8i  deduce  —  «.  i  cioò  -  •-  r  ,  e   la   proporzione  e  :  6  ::  n  :  x  ,  da  cui  si 
ax      V        X      0 

bn 
ottiene  l'incognita  x  —  — .Si  vede  perciò  che  i  numeri  e  e  b  sono  prò- 
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porziooali  a'  oiimeri  n  e  x ,  ciò  che  dà  origioe  alla  regola  di  falsa  pò- 
iizione  semplice,  che  sì  può  esprìmere  in  questi  termini  :  fatta  la  suppo- 
sizione del  numero  n  in  vece  di  x  ed  ottenuta  il  falso  resultamsntù  e, 
si  ritrova  il  valore  di  x  colla  regola  di  tre  e  :  b  ::  n  :  i  cioè  falso  re" 
suUamento  sta  a  vero  resultatnento  come  numero  supposto  sta  a  numero 
vero,  che  si  cerca. 

Questa  regola  di  falsa  posizione  semplice  basta  a  risolvere  la  classe 
de'  problemi  di  1"  grado,  che  tradotti  litteral mente  io  lingua  algebraica, 
darebbero  origioe  ad  ooa  eqaaiiooe  deUa  forma  ax^b,  rappreseotaodo 
as  la  somma  olgebraiea  de'  termini  cooteoeoti  Tiocogoita  e  b  quella  dei 
termfoi  tutti  cogniti,  come  potrà  praticarsi  nei  seguenti  problemi. 

i  .^  Si  cerchi  un  numero  di  cui  il  3^,  il  4P  e  il  5^  presi  insieme  fac- 
ciano 47. 
Si  supponga  i2  11  numero  cercato  :  volendo  verificare  il  quesito»  si  ottiene 

i2      12      12  2        2      47 

•     +  V  +  T  — ^  +^  -f  2  -  — 9  -  —  -TT  ,  ch'è  il  falso  resaltamento;  per  lo 

o         4         5  o         9        o 

47  47 

che  si  tia  y  :  47  ::  J2  :  a?  -  12  >^  47  :  ^-  -.  12 X *  -  W,  che  il  vero 

numero. 

%^Si  deve  riempire  un  bacino  facendo  simultaneamente  scorrere  Vacqua 
da  due  fontane^  di  cui  la  4*  lo  riempirebbe  in  7  ore  e  la  M*  in  S  orr. 
Si  domanda  il  tempo  necessario  al  riempimento  del  bacino. 

Denotando  1  la  capacità  del  bacino,  si  aoppone  1  ora  il  tempo  eercatO| 

1 

siccome  la  1*  riempe  il  bacino  In  7  ore,  così  in  1  ora  dovrà  riempirne  = 

A  1    ,    1       10 

e  la  2°  r-  ;  quindi  verificando  il  quesito,  si  h%=      3  ""  9Ì    ^'^^^  resulta- 

mento,  dovendosi  per  somma  delle  due  frazioni  ottenere  1  cioè  la  capa- 
lo 
cita  del  bacino.  Facendo  la  proporzione  della  regola  rr.'l  ::  1  :a;,side^ 

10      21     ^  1      ^ 

duce   «  —  1 :  21  —  ^  —2  ore  e   Tq'^^'^^'   ^N 

224.  La  regola  di  falsa  posizione  semplice  si  può  impiegare  ne'  pro- 
blemi di  società  ed  ancora  in  molti  casi,  che  sono,  relativi  airinteresse; 
di,  cui  ci  facciamo  ad  esporne  rapplicaziooe. 

Società  composta. 

Deootando  u  il  gnadagno  o  la  perdita  dell'unità  di  moneta  nell'ofiità 
di  tempo,  si  ha  la  equazione  ctu  +  cTu  +  e'T'ti—  G  (n.**  216),  che-  si 
mette  sotto  la  forma  (rl-fo'r -f  e"!")  w— G  cioè  au^G,  facendo  c(+ 
e' t* -h  C* t'^l;^  a;  perciò  può  ritrovarsi  colla  regola  di  falsa  posizione  sem- 
plice il  valore  di  ti,  da  cui  si  dedurranno  in  seguito  i  valori  di  ctu, 
c'f'u,  c*"t"u  corrispondenti  ad  x,  x\  x". 
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Et.**  e  -  4IS00  <l.   I«6ati.c'^3000(|.,  (-San.  c"-ij!i50cr.,  I" — 

10  a».  G  -  9tf 5S0  tf. 

Si  sappoDga  0,01  d.  il  guadagno  di  1  d-  in  1  an  ;  verifieando  il  que- 
sito ,  si  ha  4500  X  «  x  O.Ot  +  8000  x  8  X  0,01  +  2250  x  10  x  0,01  — 
270  +  240  +  225  «  735  falso  resaluineoto,  e  quindi  colla  regola  di  falsa 

955,50      9555 
posiiione  semplice  735  :  95^50  ::  0,0i  :  »  —  "«3»^"  "■  ^359  ""  *»  3  d.,  fero 

resultaraeoto.  Da   ciò  sf  deduce  clu  — 35100  <f.,c*f'ti  — 31200d.,  c"r« 
^29250  il.,  di  cui  la  somma  si  esprinie  da  9555a<l* 

Società  iempliee. 

Essendo  nella  società  semplice  f  —  r— l",  l'equazione  del  n.^  216  di- 
viene cti+  e'tf  +  c'u— I G  o  sia  (e  +  e' 4- e**) ti ->•  <?  eh' è  della  forma  a« 
^  G  ,  facendo  e  +  e'  +  e*'  —  a;^  e  colla  falsa  posizione  semplice  si  può 
ricavare  il  valore  di  ti. 

J?!.*"  e— 8000  d.,  e'  — 4000  d.,  &-r  1350  ^m  Supppnendo.  0,001  d*  il  guflt-. 

degno   di  1  d. ,  si  ha  8000 X 0,001  +  4000X 0,001  -8  +  4-12  faiso 

1,350       1350 
resultamenlo;  e  quindi  12  :  1350  ::  0,001  :  u—  -jj-  —  ^^^-0,11 211; d. 

I  guadagni  parziali  saranno  8000  X  0,1125  d.  -  900  d.  4000  x  0,1125  dv 
-450  d. 

Dovendo  applicare  la  falsa  posizione  semplice  alla  regola  d'interesse, 
ci  facciamo  a  richiamare  i  successivi  numeri  de'  due  casi  (n.i  220  e  221). 

MtereMe  Mmpliee. 

N.**  1.®  CcMiqid^rand^  la  sola  espressione  degli  interessi  della  somma 
a,  ch'è  i  -^  arty  si  vede,  che  può  adoperarsi  la  falsa  posizione  semplice, 
quando  l'incognita  è  una  delle  tre  quantità  a,  r,  t. 

£«.?  <»6240d. ,  a— 15600 d.,  r— 5.  Supposizione  r-?> 0,001  d. , 
13000  X  5  X  0,001  —  78  falso  rasulumento,  78:6240  ::  0,001:  r  — 

6.240       624^^ 

In  questa  guisa  i  tre  quesiti  connessi  colla  formuU  t  —  ari  si  possono 
risolvere  in  aritmetica  colla  falsa  posizione  ^emplicOf 

N.**  2^  Posta  l'equazione  generale  del  N.**  l'idei  l'^caso,  <  —  aJl+rO* 
si  può  colla  falsa  posizione  semplice  ricavare  il  valore,  di  a,  che  fo.rri- 
sponde  allo  sconto  al  di  dentro  della  somma  f . 

Ei^  s— 79433, 16d.,   r-0,07,  (  —  9.    Sqpposiziope  2  d.,  2x1. .6^ 

...  .  158866,3? 

—  3,26d.,  fals^  resultamento...3,26  :  79433,16  ::  2  :  a—  — t-sà  — 

-48732. 
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N.»  3^  L'eqatiione  del  N.*  d""  del  1* eato  «-^(2+  (<— i)r),  facen- 

t 

do   «(2  +  (<— l)f)  — e,  può  menerai  sotto  la  forma  f^fp  r»olabile  (d 

riguardo  a  p  colla  falsa  posiiiooo  aemplioe. 

Bi."  «  —  9400 onci,  r— 0,05,  t^H,  SopposiiioDO  1  on.  Dorendosf aritr 
melicamente  veri6care  il  qaeaito ,  fa  d' oopo  subilire  ìd  particolare  ciò 
che  diviene  la  rendita  annaa  lo».  ooglMnter^si  ip  fine  «(ell^aQno  8*. 

Rendita  del  l"*  anno  1+0,05x7-1,35 

2«  1+0,05x0-1,3 

3«  1+0,05x5-1,25 

4"  1+0,05X4—1,2 

5**  1+0.05x3-1,15 

••  ....,  1+0,05x2-1,1 

?•  1+0,05x1—1.05 

8» , 1 

falso  resoltumento  0,40;  ~ 

9400      ^ 
9,40  :  9400  ::  1  :  ji  -«  r-rj  — 1000  once,  ch*è  il  vero  resaltamento. 

inUr€$$§  e<fmfo$to. 

N.^  1".  Il  quesito  dell'interesse  composto  tradotto  in  lingaa  algebraica 
dà  immediatamente  l'equazione  i  — o^^  ;  perciò  col  metodo  di  falsa  pon 
sii  ione  semplice  potrà  ritrovarsi  il  valore  di  a,  che  corrisponde  allo  sconto 
della  somma  a,  come  si  è  veduto  In  fine  del  N.^  1^  del  2®  caso. 

B$.''  s- 22921 ,52  d.,  f  - 1 ,08,1  -  5. 

Prima  si  deve  calcolare  q*  —  1 ,08<  —  1 ,409328  ;  poi  si  fa  la  sapposfr- 

sionol,  e  verificando  il  quesito,  si  ottiene  1X1,469328— 1  •409328  falso 

22921  52      22921520000 
resoItam«Dt9  ;   i  .409328  :  22921,52  ::  1  :  a  -  ^  ^^^^3^  -     14093^ 

«p 15600  d. 

N.<  2^  ^  3^.  La  traduzione  litterale  del  quesito  del  fi\  V  da  l'eqna- 
BÌone|i+|»f+P9<...+ff'~''  —a;  perciò  colla  iìilsa  posizione  semplice  si  può 
trovare  il  valore  di  p  corrispondente  al  problema  del  N.«  9*% 
fa/  a — 9549  anc;  r — O.CAi,l — 8. 
$opposisiop.e  1  oi». 
Yorificando  aritmati^mepte  \ì  problema,  si  deve  fare  il  seguente  calcola 

](teodita  del  S*'  «ano — 1       . 

T  , -1.05 

6^  1,05%-1,1025 

5»  1,05^-1,1576 

...  1,054-1,2155 

["*  l,05s-l,2763 

1,05<-It3401 

[•  ....,  I,05^1t4a7i 

fflsò  cewilUmeiQito  9,5491-9,549; 


r. 
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9510       9519000 
9,849  :  9549  ;:  ,  :  p^  —^  -  -^^  -  1000  on. 

N."  4^  Il  problema  dell' anntitfd  dà  la  traduzione  lilteralc  P9<*-' + 
pqt-^^pqt-^s,  .,-^pq^pmmaqi ,  ch'è  la  stessa  equazione  de'  N.i  2"  e 
3**,  mettendo  aqt  in  vece  di  t;  onde  si  pRò  colla  falsa  posizione  semplice 
dedarre  il  valore  di  p,  o  di  a.  Che  se  si  pretende  di  verificare  M  quesito 
giusta  Tenunciazione  del  calcolo  a  icaletta,  cut  corrisponde  la  traduzione 
litterale  ^qi^pqi'^' — pqi-*... — pq — p  — 0,  co*  termini  di  a  ep  insieme 
nello  stesso  membro,  non  si  può  in  simile  caso  far  uso  della  falsa  po- 
sizione semplice  per  trovare  p  o  pure  a. 

p         p 

N."  S".  Questo  problema  dà  l'equazione  immediata  o— —  + -^— »  + 

P  P  f  i        i         i  ì\ 

^.     •••+5«"^^^»'^"<'  «'e"»  ^'^''™*  ^''P\'^'^ql~^i'^ql'i"'-^qp^^^' 

ciò  potrà   trovarsi  colla  falsa   posizione  semplice  il  valore  di  p,  eh' è  lo 
stesso  di  quello  dell'atinuild. 

Si  vede  adunque,  rhe  la  maggior  parte  dei  quesiti  connessi  colle  for- 
mule generali  de'  vari  casi  della  regola  d'interesse  si  ppssoao  senza  al- 
cuno aiuto  dell'algebra  rito.lvere  ifi  arUmetioa  col  metodo  della  falsa  po- 
sizvofi.e  semplice- 

Falsa  poiixione  doppia, 

2^.  S^  ^n  problema  di  i^  grado  tradotto  in  lingua  algebra  ica  som- 
ministra un'equazione  con  termini  o«^gniiied  incogniti  nello  slesso  mem- 
bro della  forma  ax+b^d ,  allora  non  basta  la  regola  di  falsa  posizione 
semplice;  gincQbé  volendo  verificare  l'enunciazione  colla  falsa  supposi- 
zione n,  si  ouiena  nn-^b'^f;  per  lo  che  il  falso  resaltamento  l'ai  vero  d 
non  ha  il  rapporto  di  an  ad  ax  cioè  di  n  ad  x,  ma  quello  di  an^b  ad 
c/x+6,  e  da  queste  due  espressioni  non  si  può  togliere  b  senza  alterarne 
il  rapporto  geometrico.  Se  l'equazione  fosse  della  forma  ax^c^i-d,  colla 
supposizione  n  si  avrebbe  anm^en-^-d^,  e  non  si  potrebbe  da  queste  due 
equazioni  ritrarre  l'eguaglianza  de'  rapporti  fra  n  e  x  da  una  parte  e 
fra  i  due  numeri  cogniti  dell'altra.  In  simili  casi  si  deve  oltre  alla  prima 
fare  uua  seconda  supposizione  per  conoscere  il  valore  dell'incognita,  e 
così  prende  origine  la  regola  di  falsa  poiizione  doppia,  che  genera  lineo  te 
risolve  tutti  i  problemi  di  1**  grado  ad  una  sola  incognita. 

Per  trattare  questo  articolo  in  moda  generale,  suppongbiamo  in  1*  luogo 
che  r  equazione  immediata  del  quesito  non  racchiuda  l' incognita  nel 
posto  di  denominatore,  e  sia  della  forma  (A)  ax+b^cx-\-d  con  termini 
cogniti  ed  incogniti  in  ambidue  i  membri,  e  si  faccia  la  1*^  supposizione  n. 
Verificando  il  quesito,  dovrebbe  la  quantità  an-i-b  eguagliare  l'altra  cn-^-d, 
se  n  fosse  il  vero  numero;  ma  ciò  essendo  improbabile ,  per  aver  luogo 
regnaglìania  si  dov^à  aggiungere  ad  una  di  esse  cn  +  d  o  dalla  stessa 
buttrarre  la  quaulifà  e,  in  modo  che  ne  resulti  l'equazione  (B)  an  +  6-* 
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cn-\-d±:f ,  e  questa  qntntUh  e  si  additfi  i*ol  nome  di  errore  rclttlivo  al 
numero  supposto  n.  Soliroendo  Tequozlonc  (A)  da  (B.),  si  ha  an-^-b  — 
(oop  +  ò)  — ciiH-ddbc— (ca:  +  d)  o  sia  an — or— cn — cx^e  che  messa  in 
forma  di  fattori  diviene  (n — x)a  — («i-^ar)c±:e...(ni— jr)a — (n — x)c— ±« 
cioè  (C)  (n— x){a— e)  — ±c. 

Si  faccia  la  2°  supposizione  n\  e  replicando  gli  stessi  passaggi  con  sup- 
porre ±e'  l*errore  relativo  ad  n\  si  per\iene  all'equazione  (C)  (n* — x){a — e) 
«*:!:«'  ch'ò  simile  all'altra  (C) ,  segnando  soltanto  coli* asierisco  le  let- 
tere n  ed  04 

(n— a5)(a — e) 
Sé  si  divìde  per  ordine  l'equazione  (C)  per  (C),  si  ha  t-t -: r  — 

{n* — x){a — e) 

dee                    n — X      dte  ^    ^   . 

.-— ,  0  sia  (D)  —  — :  da  cui  si  poirà  dedurre  il  valore  di  x  in  fun- 

tione  de*  due  numeri  sopposti  e  de*  corrispondenti  errori. 

Prima  d'intraprendere  il  calcolo  si  dc\oiio  distinguere  due  casi  secondo 
che  gli  errori  hanno  lo  stesso  segno  o  pure  contrario. 

4.^  Caso.  Siano  gli  errori  e,  e'  tutti  e  due  positivi  o  ncgalM  i  :  in  que- 

-f"  a      —  a 
alo  caso  per  ragione  di  -r—,  —  — ;  (a."*  30)  si  ha  sempre  l'equazione  (D) 

-f-e       —e 

n — X      e 

— — ^  — ■*.;  e  facendo  svanire  le  frazioni,  ne — e  «  — n'e— «a:,  ciò*  e* — 

n* — X      6* 

u'e — ne* 
e'^— n'e  —  ne*.... (e — e*)jp— n'e — ne\  e  quindi  g— ■■         ,   ;  che  se  fos- 

tic* — n'e 
se  0'>e,  si  dedurrebbe  in  forma  positiva  a;— — •> .  Onde  nel  caso 

E  ~""  e 

delle  due  supposizioni,  che  danno  gli  errori  dello  stesso  segno,  si  slabi- 
lisce  la  seguente  regola  :  dopo  di  aver  moUiplieato  eiaeeun  numero  sup- 
posto per  Verrore  relativo  all'altro  numero,  si  deve  dal  prodotto^  che  coi- 
rne fattore  contiene  l'errore  pia  grande  indipendentemente  dal  segno^  sot- 
trarre l'altro  prodotto,  e  dividere  la  differenxa  dei  due  prodotti  per  la 
differenza  positiva  degli  errori;  il  quoziente  eosk  ottenuto  dev'esprimere 
il  valore  dell'incognita. 
i^.  Caso,  Siano  gli  errori  e,  e*  df  segno  contrario  :  allora  per  regio- 

-f  a       — e 
ne  di  — 7  —  T"»  i'c<l*>wione  (D)  ex  —  e'x  — n'e — ne'  si  riduce  sempre 

*^a        *f  a 

alla  forma  ex+e*x— n'e-f  ne'  qualunque  sia  fra  i  due  l'errore  negati- 

n'e  +  we* 

vo,  e  dà  il  valore  di  x  —  —         »  Quindi  nel  caso  de*  due  errori  di  se- 

e  "1"  e 

gno  contrario  si  stabilisce  la  seguente  regola  :  la  somma  de*  prodotti  di 
cicucun  numero  supposto  per  l'errore  relativo  all'altro  numero  si  deve 
dividere  per  la  somma  degli  errori,  ed  il  quoziente  esprime  il  valore  del- 
l'incognita. 
226.  Queste  due  regole  della  falsa  posizione  doppia  sono  indipendenti 
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da'  segni  de'  termini  cogniti  ed  incogniti  deirequazion*  (A),  e  devono  sot- 

sisiere  per  qaalanqae  equazione  di  1*  gi'ftdo,  ancorché  in  uno  de'  suoi 

membri  manchi  il  termine  cognito  o  incognito;  imperciocché  sempre  col 

n — X      'jfce 
metodo  di  iopra  Si  può  dedurre  le  formula  (D)  --; «— -;,dacui  si 

derivano  le  due  regole.  E  da  ciò  nt  conseguita  potersi  la  falsa  posizione 
doppia  sempre  adoperare  tie'  pi'Oblemi  di  1**  grado,  anche  ne'  casi  in  cui 
basta  la  semplice,  notando  l'errore  in  vece  del  falso  resultamento  :  cosi 
Tequazione  oa  — 6  dà  an— òibe  cioè  (n-^«}a  — ±:e,  (n' -^«} a **•  :!:«'• 

e  quindi  ~T~ '^  ^7»'  ^^  ^^^  posizione  doppia  adunque  è  generale, 

mentre  la  semplice  è  ristretta  ad  una  classe  particolare  di  quesiti. 

^7.  Applieatione  4^.  Il  cacciatore  A  icommeiU  di  pagare  a  B  once  2 
per  ogni  scarica  a  voto,  e  B  ti  ohbliga  di  pagare  ad  A  Once  3  per  ogni 
ecarica  che  A  farà  in  pieno;  dopò  25  ecariche  A  deve  à  B  once  iO. 
Si  cerca  U  numero  delle  ecariche  a  voto  (V.  n.^  tf2  problema  B% 

Avendo  riguardo  alia  forma  dell'equazione  di  questo  problema  Sos— 
3(25 — «)  — 10,  si  capisce  essere  giocoforza  la  falsa  posizione  doppia.  Per 
lo  che  si  fa  la  1"  supposizione  n-»tO  e  verificando  il  quesito,  si  ha 
2x10  — 3(25->10)-. 20— 45.-^25-  — J5+10—Ì0,  e  quindi  e- 
—  35;  colla  2"  supposizione  n'  — 8  si  ottiene  2x8-^3(25— 4)  — IO- 
SI—— 35 ——35+10^10  ed  e'~  — 45;  Nella  pratica  l'operazione  si 
dispone  In  questo  modo 

10 8)  10x45-8x35 

-35...-45I   ••« 45:Z35 ^  *^- 

Se  dopo  la  1*  supposizione  n-»10,  cui  corrisponde  è  —  — 35,  si  fosse 

fatU  la  2*  A'  —  20,  si  sarebbe  ottenuto  2  X  20—^(25—20)  —  40  — 15  — 

25  —  10  +  15  cioè  e'  — +15;  e  disposu  al  solito  l'operazione 

i       10 201  20X35  +  10X15         . 

)-35...+  15j   •••« 35+75 «7. 

E  qui  per  ihaggior  chiarezza  si  rifletta,  che  l'operazione  di  verificare 
il  quesito  co'  numeri  supposti  per  iscoprire  gli  errori  ad  altro  non  si  ri- 
duce che  a  sostituire  i  numeri  sopposti  in  vece  dell'incognita  dell'equa- 
zione Immediata  dello  slesso,  e  renderli  giusta;  difatto  sostituendo  da 
prima  nell'equazione  2x— 3(25— x) —  10  cioè  2dP*^3(25— a?)— 10  — 0  il 
valore  di  op- 10,  si  ha  20 — 45-^10—  —  35^0,  e  sostituendovi  «  —  8, 
ne  resulta  16— 51— 10- —45 -^  e',  e  l'altra  di  j; .  20  dà  40— 15— 10- 
15  —  e'  conformemente  a'  valori  di  sopra. 

2^.  Una  persona  dopo  di  aver  pagato  la  metài  la  terza  parte,  e  la  do' 
dieesima  parte  del  suo  debito  deve  ancora  altri  63  d.;  si  cerea  il  delnto. 

L'equazione  immediata  del  quesito  può  In  due  maniere  stabilirsi 

XXX  X        Si         X 


i 


Verificaiido  l'enmicl azione  nella  1*  maniera»  basta  la  f^laa  supposizione 
semplice  ;  cosi  supponendo  12,  si  ha  li— 6— 4 — 1  — 12 — 11  —1  falso  re- 
snllamenlo,  e  quindi  1  :  63  ::  12  :  a?  —756,  cb'é  '1  vero  numero.  Se  poi 
si  vuol  verificar^  nella  2*  maniera ,  è  nesessaria  la  doppia  :  in  questa 
guisa  colla  l""  supposizione  n  — 12  si  ottiene  6  +  4+1 +63— 12— (Ì2—0, 
e  colla  2*  n'-24  si  ha  12+8  +  2+63— 24 -61 -e' 

S       12 24/  24x62—12x61     ^^^ 

J  +  62...  +  6lJ-.^ ft2=6Ì ^^' 

3".  Il  quesito  1®  del  n.®  223  tratuto  colla  falsa  posizione  semplice  si 
può  ancora  risòlvere  colla  doppia.  Facendo  la  1*  supposizione  n  —  12,  si 
ha  —  37  Vs  —  e;  colla  2"  supposizione  n'  — 10  si  ouiene  —  39  '/g  —  a';  e 
disponendo  al  solito  Toperazione 


12    10 

/...^-  ii75— 1128 


440fl     ^ìtk^             12X1176—10X1128      ^ 
—  1128...— 1175  S...:p  — -— ^r^ —  60. 


30  30 

4^.  j4v§ndo  il  padr$  Vetà  di  44  antU  e  'l  figHo  di  44  annt,  at  domanda 

quando  Vttà  tfel  padre  tara  per  diveMre  quadrupla  di  quella  del  figlio. 

1*  Supposizionen  — 3,  3  +  41— 4(11  +  3}  — —  24— a;  2^  Supposizione 

i»»2,  2+41—4(14  +  2) 21- a% 

—3x21      48—63 


(      3  2    I  2x24— 

^  —24 21  >  ..  « J|3; 


21  3 

In  questo  caso  la  regola  conduce  l'aritmetico  ad  una  sottrazione  im- 
possibile, ed  egli  è  in  diritto  di  conchindere  Tassurdità  del  quesito.  Lo 

—15 
algebrista  però  otterrebbe  »  —  — r-  —  —  5,  e  poi  rettificherebbe  il  quesito 

(V.  n.""  86,  Applieasione). 

228.  In  2^  luogo  l'equazione  immediata  del  quesito  può  resultare  col- 

l'incognita  nel  posto  di  denominatore,  che  si  riduce  ad  equazione  di  1** 

aop+ò                 h 
grado,  allorché  comprende  un  termine  della  forma  — -%  o  pure j.  ed 

h  k 

altri  termini  tutti  cogniti,  o  due  soli  termini  della  forma ;  y  — r-»  :  in 

questo  caso  sembra  da  prima  impossibile  di  potere  cMla  teoria  generale 
della  falsa  posizione  dedurre  il  valore  di  x,  che  sia  funzione  de'  soli  nu  - 
meri  sopposti  e  de'  corrispondenti  errori.  Ed  in  vero  considerando  l'equa' 

h 
sione  (A)  della  forma  —71  —  g ,    colla   1*  supposizione  n  si  ha 

'*>  l^b-^-^'^  •  l'equazione  (G)  resulta  ^  (-J^^-^J  -a 


0  sia  ka  (  ffln^5%  (ax+bw  ""*'  ^^**  ^  supposizione  n'  si  ottiene  (C) 

-    •         »— n'         \  ji>-Hi      a(an  +  6) 

^  l  /    , .  !.. . .      .-|l\  )-«'»  e  quindi  l'equazione  (D) ,  -  -i, — T^-n.  da 

\(<m*+6)+(irx+ò)/  ^  ^  ^af'-n*      a'(an'+6)' 


37 
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cui  si  ricava  — ; — : ., —  ,     , ,  ..►  che  a  parie  di  n,  n\  i,  e*  contiene 

le  quantità  a  eh.  Intanto  si  rifletta  che  nel  veriBcare  l'ei^itiione  (A)  col  valore 

h                h — gian-i-h) 
n  si  deve  fare  11  segoente  calcolo  — --7  —  g  ^ — —  ,  esprimendo 

questa  quantità  Terrore  relativo  alla  1*^  supposizione n;  e  se  dopo  di  avere  ri- 
dotto l'intero  a  fratto,  conservando  il  denominatore  primitivo  an+bj  si  ha 
riguardo  ai  soli  numeratori  per  islabilire  l'errore,  e  si  fa  h"^g{an-\-b)'^6, 

h-^gian^b)        e  .      .       , .       , 

allora  V  equaiione  (B)  diviene- --— —  —  — -r-  0  sia  h—g(an+b)'^e , 

an-To         an-to 

comesi  fosse  verificata  requaziòne  (A)  liberata  dal  fratto  cioè  h— ^(ax+ft)— 0. 
Ora  basta  questa  sola  precauzione  per  ridurre  il  presente  caso  alla  regola  ordi- 
naria, giacché  si  ottiene  1*  equazione  (€}  — ga{n — x)— e,  e  poi  V  equazione  (G*) 

n — X      e       .      ,v  • 

— ga{n* — x))— «',  da  Cui  si  deduce  l'equazione  (D)  -; —  -,  che  dà  la 

fi  — ^      a 

solita   formula  della   falsa  posizione  ;  e  lo  stesso  metodo  ha   luogo  per 

h 

l'equazione  ^^+/^-y. 

Nella  stessa  guisa  si  deve  procèdere  per  U  equaiione  (A)  della  forma 

cx-i-d'  cn-^-d 

^lb'^f'^9y  «>"«  *"  supposizione  n  si  ha jjjj-^^  +  f — ^ - 

cn+dMf—g){an  +  b)  e 

~+6 *"      4-fc>  ^^  *'  riduce  alla  equazione  (B)  dn-h<i+ 

if — 9)(an4-à)«»e  dei  numeratori  >  conservando  nel  calcolo  numerico  la 

4        cn+d      ^ 
primitiva  fraziohe  — -7  artcorchè  sia  riducibile,  e  ciò  come  se  si  fosse 

verificata  r  equazione  (A)  liberata  del  denominatore  cx-^-d-^-if — g) 
(àx+àj^-O;  dosi  si  ricava  l'equazione  (C)  e{n — a?)  +  (/'— Sf)«(« — »)— e 
o  sia  (c+(/'— y]a)(n^-^)— e.  Fatta  la  2'  supposizione  n',  si  ottiene  l'equa- 

n — x      è 

zione  (C*)  {c+{f—g)a){n,* — «)— e  ,  e  quindi  l'equazione  (D)  -; —  -  ,  che 

Ti  ■    X      e 

dà  la  regola  ordinaria. 

h  k 

In  fine  sia  l'equazione  (A)  della   l'orma  7— — r-:; falla  la  1"  sup- 

h  k  Men+rf)— A(a»-h6) 

posizione  n,  si  ottiene -r :  — 1 ■  — 

an-fò      cn-{-d  {an+b)[cniui) 

lan-hbVcn+d)  ^  ***  l'equazione  (B)  de'  numeratori  A(cn-|-d)— *(on  +  6) 

».  e ,  come  se  si  avesse  operalo  soUr  equazione  (A)  libefata  dai  fratti 
della  forma  /»(cjc.f-d)— ^(ax+ft)— 0;  e  si  ricava  l'eqaazione  (C)  hc(n — x) 
— ka{n — x)^e  che  vai  quanto  dire  {he — *a)(n-x)— a.  Fatta  la  2*  suppo- 
sizione n%  si  ha  l'equazione  (C)  (Ac— AE«)(n'— x)— e',  e  poi  l'equazione  (D; 
ti  — X      e 

»'— X  ""••' 
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lo  geoerale  adunque  si  può  stabilire»  cAs  neWeqw^xioni  di  1^  grado 
continenti  VineogniUa  n$i  poito  di  danominolora,  jt  devono  gVinteri  ri- 
durre  a  ftmxione  q  le  frtuioni  allo  eieeeo  denominaiore,  eoneervando  le 
frazioni  primiiive  naie  daUe  eoeiituMioni  ancora  nel  eaeo  che  eiano  ri- 
dvdMi  a  ptià  eempliee  forma;  e  ii  devono  gli  errori  notare  in  riguardo 
a'  eoU  numereUori;  traecutandoU  comune  denowinaiou;  nel  xeeio  ei  pro- 
cede eecondo  la  regola  ordinaria» 

Questo  metodo  è  assai  facile  a  praticarsi  dal  seiiu>lice  aritmetico, 
^he  nella  verificazione  del  queaito  è  condotio  dalle  regole  del  calcolo 
a  fare  la  ridosione  degli  interi  a  fratto ,  e  quella  de'  fraui  allo  stesso 
denominatore;  soltanto  si  deve  astenere  di  fare  qualunque  riduzione  pre- 
liminare de'  fratti  che  ne  sono  suscettibili,  altrimenti  nell'equazione  (B) 
non  conserverebbe  I  fattori  analoghi  a  quelli  di  (A)  per  resultarne  Pequsn 
sione  (G)  base  della  regola,  e  non  deve  più  considererà  il  denominatore 
comune. 
J7s.  Trovare  il  valore  di  x  diun  fueiifa,  che  immediataméhu  preif nI^ 
16  25 

,        15      M      i5.2V-25.ia 
1'  Supposttione  n— 1 S ""m"*  "^Cal 15.22—^.12  — 

930— soo-ao-f. 

15      25      15.30^25.17 
2*  Sopposizione  n'-2 f^  — jp j^ ...15  30—  25.«  - 

450r-425— 25— e%  conservando  nella  1"  sostituzione  la  fraslòne  primi-. 

.15  .25 

^va  ^  e  nella  *  ^*  ^  facendo  la  solita  regola 


! 


1 fi         2.30—25 

Hr30...+25  ]  *^   30—25 


4«-ir2  M 

Se  l'equazione  fosiM  della^  forma  r-jpr  +  2^  —  ,  si  procederebbe  nel 
seguente  mo4.o:  1*  Supposizione  n— 1...-+2 — =-  —  —18 «e, 

ar  SopposisioB^  n«->2...^.+2— Y-^-^l^  — e*,  operando   in  questo 

^aso ,  come  se  l' equazione  proposU  fosse  stata  libenru  da'  suoi  de- 
nominatori doè  si  da' quello  contenente  l'incognita  che  dall'altro  tutto, 
^gnito^  e  cosi  si  otterrebbe 


4       1 2  »         %.1S— 16    ^^ 
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APPRNMCE 

Sopra  la  tégola  di  faUa  poaìstone  doppia  mpptioata  aU'tquaationi 
di  y  grado  e  ad  una  forma  particolare  di  upon$nMÌaU. 

La  folM  posizione  doppia,  che  prontameiita  e  con  esattene  risolte  { 
problemi  di  1**  grado,  non  sembra  applicabile  al  2®  grado,  come  quella 
che  la  mereè  di  due  sopposizioni,  io  vece  del  Tero  Talora  dell'  iocogaita 
razionale  o  irrazionale,  d'ordinario  ano  ne  somministra  distantissimo;  naa 
se  si  mette  Hi  pratica  pia  e  più  volte  qoesta  regola,  facendo  soccessiTo- 
mente  le  noove  supposizioni  non  arbitrarie,  si  perviene  ad  un  valore  seni* 
pre  più  al  vero  approssimato.  Ooiodi  è  nostro  intendimento  di  stabilire 
in  modo  generale  e  completo  ona  si  fatta  teorìa,  di  determinare  il  meto* 
do,  che  deve  le  soecessive  sapposizioni  dirigere,  di  applicarlo  a'  vari  casi 
della  formala  del  8®  grado,  e  di  soggiangere  in  flne  la  soluzione  dell'e- 
sponenziale della  forma  «^e  —  a» 

I.  Sia  Tega  azione  immediata  del  quesito 

bx*  +  hx  +  f  —  cx^  +kx  +  gf 
che  prende  la  forma  più  sanplice  (A)  ax^-hp^^q  mediante  l'ipotesi  di 
b — e— a,  h — k^p9  g — f— 9*  e  vi  si  faccia  la  1*  supposizione  n,  che  som- 
ministra (B)  an*+pt>— 9=fc=0t  da  coi  sottraendo  (A),  si  ottiene  (G)... 
a{n* — ^a;*)+p(n'— x)— ±e.  Facendo  la  2"  sapposizione  n\  si  ha  l'equazio- 
ne (C)  a  (n'*— a!«)+pfn*— x)^:i=e',  e  quindi  mercè  la  divisione  di  (CJ 

a{n^ — x*)-i-p(n — x)  • 

per JC)  l'eqauiooe  (D)  ^^„^^,^^j^^._^^  -  ±  ,"., 

La  prima  idea,  che  viene  in  mente  all^  algebrista ,  è  appunto  quella 
della  scomposizione  in  fattori  de'  doe  binomi  n* — x^,  n*« — x*,  e  però  la 

n — X  \/  a(fi+aj)4-p       ,  e        ,  .      . 

lr.8ronMiioiiedl(D)Jn(D')  jriiXjfiÌM^-=^?'    ''•    «'    •" 

n'—x  e 

trarrebbe  la  nota  formala  ^, ^  ««  ^  ~  ,  che  dà  la  regola  di  falsa  posi- 


n*e:^n9'  a{n+x)'i'P 

zinne  a?—  — — r-  ,  quante  volta  fosse  il  fattore  --rr: — TT'  — *•  Ora  n- 
e=j=a'       ^  a^n^'x)-^p 

na  si  fatta  condizione  a  quella  si  riduce  di  n^n\  eh' è  impossibile  per 

la  natura  della  regola,  che  per  questo  non  potrà  mai  dare  il  valore  esatto 

dell'incognita,  ancorché  esiala,  ma  si  bene  approssimato.  Sembra  a  prima 

vista  dovere  Papprossimaaione  dipeadare  «|«11*  dllferenza  fra  n  e  n\  aloè 

resaltare  il  valore  tanto  più  approssimato,  quanto  più  piccola  è  questa 

differenza;  e  chiunque  si  dà  a  credere,  che  basti  una  sola  regola  con  dna 

supposizioni  vicinissima  fra  loro  per  dedurre  il  valore  dell'incognita  sufr 

ficientemente  prossimo  al  vero,  il  ohe  affatto  non  s^  verifica. 

II.  U  metodo  accennato  i^on  può  condurre   alla  vera  e  precisa  condì- 

zione  di  n  e  n\  non  essendo  la  formula  (D)  adatta  a  farla  conoscere.  Ed 

in  vero  essa  in  modo  generale  eindica  la  relazione  di  vicinanza  di  n  e  n' 
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per  approssimarsi  al  2*^  fallord  all'tintld,  ma  non  vale  a  farci  discoprire 
la  relaiione  di  n  e  n'  con  x^  potendo  benissimo  essere  f  nameri  n  e  n' 
vicinissimi  senza  aver  riguardo  ad  Xf  o  pure  vicinissimi  ad  d;  e  quindi 
IVa  loro.  Un  altro  adunque  dev'essere  il  metodo  per  istabilire  la  vera  re- 
lazione di  n,  n\  «,  e  noi  veniamo  proponendo  una  dimostrazione,  eh' è 
propria  a  rischiarare  la  materia,  di  cui  si  tratta,  in  tutte  le  particola ritA. 

Partendo  dall'equazione  (D)  ^.^,«_j.>x^  /^._^v  -  ±:  - ,  ci  facciamo  a 

trovare  il  valore  di  x. 

Considerando  da  prima  il  caso  degli  errori  0,  e\  dello  stesso  segno,  é 

posiu'vo  11   2"*  membro  di  (D) ,  che  può  mettersi  sotto  la  forma  (E) 

p       oH-j-pS 
X*  +-^5— — ; 77,  supponendo  il— en" — e»!*»,  S^en' — «'«;  la  quale  dà 


a        a(«— e') 


(n.»  134)  X "^^    ,       ,.      %  facendo  iV-4a(a— «')(ail+pS)+|>"(e— e')*. 

La  quantità  If  si  riduce  a'  tre  termini  seguenti 

!•  4a(6— «')all-4a«(e— «')(«»"--e'n»)-.4a«(e»n'»-^Wn»— <«'n'»+«*»»») 
2«»  4a(e— e')p5-4<v(e— e')(en*— e'n) ...  3*  p*{e— •')% 
e  si  vede  che  per  essere  N  quadrato  perfetto  dovrebbe  il  l**  termine 
avere  la  forma  di  4a'(en'  —  e'n}«,  il  che  si  otterrebbe,  se  fosse  per- 
messo di  sostituire  — 2ee'nn'  in  vece  dà  — ee'n'-^eeV.  In  simile  guisa 
verrebbe  a  cangiarsi  N  in  JV*— (2<i(en' — e'n+p(e— e'}}«,  e  si  otterrebbe 
— y(<— •*)=fcy     — l»(e— «')±(2a(é»'— e'n)+p(e— 6'))      en'-^'n 

* — 2Ì(i:=o        sS(5=?) : -iz^-^^^^^'^ 

do  uso  del  segno  superiore  di  Jtf),  ch'è  il  valore  del  \?  caso  dellfli  falsa 

posizione  doppia  (n*^  22!(). 

Se  poi  gli  errori  sono  di  segno  contrario ,  il  2**  membro  di  (D)  è  ne- 

p        oR+pS 
gativo;  (E)  diviene  «•-!-  -«—    .   .   »,  cangiando  i)  segno  di  a*  ne'  valori 

di  il  e  S;  e  la  sostituzione  di  4a*(an'+6'n)«  In  vece  di  4a«(e+e'){en*«+e*n9} 

«n*+«'» 
somministra,  prendendo  come  sopra  il  segno  superiore  di  M,  «—  -'rriT'  • 

ch'è  la  regola  del  2*  caso  (n.®  225). 

Ili,  Alterandosi  la  quantità  N  sotto  il  radicale  del  numeratore  di  x 
(n.°  II),  il  resu]^men^>  della  falsa  posizione  non  può  corrispondere  al 
vero  valore  di  x;  ed  una  sì  fatta  alterazione,  nel  caso  ^egli  errori  dello 
stesso  segno,  si  esprime  da  Jlf' — N^Aa*ee\n — n')^,  che  per  la  sua  forma 
é  essenzialmente  positivo.  Per  lo  che  si  ha  Jf-^l/(iV-t-4a*6e'(n — n*)«]  cioè 
M>\/^f  €  la  formula  della  falsa  posizione,  come  quella  che  deriva  del 


valore  di  x^     ^  . ,, —  maggiore  del  vero  — .  ,         — ,  deve  da- 

zo(a— e  )  za{é — a } 


€n' — e'n 

ce  oq  valore  più  grande  o  sia  — - — rr^^'  L' alterazione  poi  <|ol  valore 

a—  a 
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— p(é— e*)         7        N 
ài  X.  ohe  può  mettersi  solto  la  forma  '2a(e'^e')  ^  ^  4aWe— a')»'  **  "" 

4«»ee'(fi— n')  •      ee*(n— n')  » 
duce  airintrodazione  doi  term^oe  ^  —    .  ^  ^.^     sotlo  il  se- 

gno radicale. 
Se  gli  errori  ^ono  di  segno  contrario,  si  ha  W — i^^— — 4a«a«'(n — fi')«, 

M<\/N,  la  fais.a  posiziose  dà  pn  valore  minore  del  vero  cioè  — — 7-<aj, 

f  la  flilterfltzìoDe  sotto  \\  radicale  si  esprime  da  —  . 

IV.  Se  nella  proposta  (A)  del  n.***  I  i  segni  di  a  ep  sono  diversi,  i  due 
t^jrmini  di  M  (n.®  II)  resu\lano  con  segni  contrari,  cioè  si  ha  per  gli  er- 
ifori  dello  stesso^  segno  >/—2a(en* — e*n)C/!2  p{e — e),  indicando  col  segno  C#) 
\a  differQnza  positiva  de'  medesimi;  Tegnazione  (E)  col  termine  di  x  ne- 

«(a— a')itV/A'  p{e—e')±3f 

gativo  dà  X 2a{e--e')    >  *^^®  *'  converte  in  a?-    g^^^_^.^  ;  e  pren- 

dendo  il  segno  superiore  o  inferiore  di  Jlf  secondochè  2a(an'— e'n)  è  mag- 
giore 0  minore  di  p{e — a'),  si  dedace  la  nota  formala  x— 

r}^ i ' t/—^ T- r  ;  che  per  ragio;ie  di  Jlf>  \/J!f 


an^ — a*«i 
(n.*^  UI)  somministra ;-  nuiggioc«  o  mÌQOjre  dfl  vero  vajore  di  »• 


Nello  stesso  mQ,do,  cangiando  il  ^egno  di  e\  si  discorrerebbe  per  gii  er- 
rori di  segno  contrario,  tranne  INiUima  dedazione  per  ragiose  di  MkV/N, 
dovendosi  dtre  il  valore  delia  regola  minore  o  maggiore  di  x  in  riguardo 
all'uso  del  segno  superiore  o  inferiore  di  iHl 

Y.  Volendo  ora  apprezzare  Fapprossimazione  del  resoHamento  della  re- 
gola al  vero  yal.Q.rp  di  x,  è  giocoforza  di  delìpire  in  generele  la  coodi-* 

zjione»  che  rende  quanto  più  piccolo  sia  possibile  il  fratto  — ;r-~  espri- 

[9—^6  } 

mente  l'alterazione  prodotta  pel  cangiamento  di  Nìù  M''  (n.°  III).  A  que- 
st'oggetto si  prendano  le  due  equazioni  del  n.°  I 

(CJ  a(n*— x»)+p(n— »)—a...(C')  a(n'*— ««ì+pCn'— aO--a*,  e  se  ne  faocia 
da  prima  il  prodotto.  a«' —  a*  (n^  —  x*)(n*K — »»)+.a/>{n»  —  «%)(n' — x) 
+ap(»'  * — x^  )  (fi — x)-\-p*{n — x)  (n*— x)— (» — x)  {n* — x)  (a*  (n + x)  {n'-h  x)  + 
Qp{n-\-x)'\-ap{n'+x)+p');  poi  se  ne  prenda  la  diffeienza  e — •'«-a*(n« — n*^) 

eé'in — »')• 
4-p(n — n*)^{n — »')(a(n4-n' )+}>);  e  si  stabilisca  Tequazione  (F) 


\/a'ffi+a)(n-+a 
— (fi— «)rn' — x)  A  — — ^— 


(e-«')' 
a*(fi+a:)(fi'+«)+op(f»+a?)+<ip(fi'+aj)+l>* 


'(f4+fi')(fi'+n)+ap(f4+n')+ap(fi'H-fi)+p» 
Egli  è  chiaro,  che'  quanto  più  fi  e  fi'  sono  prossimi  ad  x,  tanto  più  I 
4ue  fattori  fi — x,  fi' — x,  ed  a  fortiori  il  prodotto  (n — x)[n* — x)  diminuì- 
stiano,  ed  i^  fattore  frazionario  tende  ad  eguagliare  V unità;  dunque  la 


M5 

rraiioDc  —  -  -  ,Yi~  di  viene  sempre  più  piccola,  come  le  dae  sapposizioni 

n  ts  n'  si  ravvicinabo  al  Tero  Talore  di  x,  eh' è  la  condizióne  richiesta. 
Né  diversa  va  la  cosa  per  gli  errori  e,  e'  di  segno  contrario,  giàìcthè  l'ai* 

leràzione  viene  espressa  da  -^-; r- — ,  e  la  stessa  condizione  ha  luogo 

per  rendersi  sempre  ptù  piccola ,  indipendentemente  dal  segno ,  conside- 
rando le  due  eqoaiioni 

(C)  à(n»— a5«)+p{n— a:)-ifl  ...  (C)  à(n'— a5»)+p(n*— «)— — e*. 
che  danno  ì  valori  di  — ee*  ed  a+a'  della  steséa  fbtrma  di  sopra. 

La  s lessa  condizione  sussiste  anche  nel  caso  di  a  e  p  con  seghi  con- 
trari nella  proposta  (À)  (n^  I),  perchè  allora  i  due  termini  contenenti 
ap  si  nel  numeratore  che  nel  denominatore  del  fattore  frazionario  di  (F) 
divengono  negativi,  e  si  conserva  la  saa  simmetria. 

VI.  Si  capisce  da  ciò,  che  le  prime  due  supposizioni  arbitrarie,  ancor- 
ché siano  vicinissime  fra  loro ,  devono  d' ordinario  dare  uri  talore  poco 
approssimato',  come  quelle  che  aono  probabilmente  disiami  dal  vero  va- 
I0Ì-&  dell'  Incognita  ;  e  però  la  necessità  sorge  di  ricorrere  a  dde  nuovo 
supposizioni  vicinissime  al  valore  trovato,  onde  ottenerne)  un  altrd  pid 
prossimo  al  vero,  é  cosi  successivamente.  Ècco ì' enunciazione  del  metò- 
«lo:  Si  iuppOHgano  da  principio  due  numeri  qualùnque,  e  la  mercè  della 
nota  regola  di  falsa  posizione  si  deduca  il  valore  di  x;  pai  si  facciano 
due  nttove  supposizioni  t)ìctnts«t>iia  a  questo  valore j  e  eolia  slena  regola 
si  ricavi  un  i°  valore  ;  eàn  due  altre  supposizioni  vicinissime  a  quesio 
si  oUenga  un  o»  valore;  e  cosi  di  seguito  finché  si  giunga  ad  ottenere 
la  stessa  prima  cifra  dell  ordine  pie  elevato  in  due  valori  consecutivi , 
il  che  è  sicuro  indisio  di  appartenete  quella  cifra  al  vero  valore  di  x. 
Trovata  la  4^  cifra  vera  di  t^  si  facciano  due  altre  supposizioni  vici'- 
nissime  coli*  anzidetta  4*  cifra  comune  ^  e  si  pervenga  ad  avere  ancora 
la  2^  cifra  comune  in  due  valori  successivi;  le  due  nuove  supposizioni 
sempre  vicinissime  abbiano  ora  le  due  cifre  comuni ,  e  se  ne  determini 
%ma  terza,  e  poi  una  ^,  tinti  S*,  ec,  servendo  sempre  il  talóre  trovato 
a  dirigere  le  due  supposizioni  della  regola  seguente. 

Se  il  valore  di  x  è  irrazionale,  1* approssimazione  delle  successive  re- 
gole corrisponde  pcrfetlameiìte  a  4uella  dcircstrazlorìe  di  radice,  cioè  per 
mezzo  delle  false  posizioni  si  giunge  ad  ottenere  un  valore  approssimato 
sino  ad  una  cifra  di  qualsisié  posto ,  come  si  avrebbe  potuto  ottenere 
con  risolvere  giusta  il  metodo  ordinario  l'equazione  di  2*"  grado.  Che  so 
il  valore  di  x  é  razionale ,  allora  le  successive  approssimazioni  tendono 
sempre  più  al  valore  esatto,  che  si  può  riguardare  come  un  limite  delle 
slesse ,  non  essendo  mai  possibile  di  ottenerlo  colle  formule  della  falsa 
posizione. 

VII.  Volendo  fare  l'applicazione  della  teoria  agli  esempi,  li  divi4jamo 
in  varie  classi  relative  a'  diversi  casi,  che  può  presentare  l'equatlone 
proposta  di  2*  grado. 
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i**  CUite,  Equazioni  di  V*  gfrado  a  du9  tertnini. 

Et.'*  1®.  Risolvere  l'equazione  x*  —  10,  cioè  xxx — 10  —  0. 

J«6^otol".n-l,n'-2;  1—10 9-«,  4—10 6-i* 

Il       2  1         «8— «      12       . 

Regola  2*.  n— 4,  n'— 3^  16— 10— 6— e,  9— IO— — 1-e' 

14       3  1         4+18      22 

1+6  —il  «-^^""7-3,  14... 

Mugola  3".  n— 3,l..n'— 3,2..— 0.39— e  ..  0,24— e*. 

13  1         ^  Q    I         1  992 
— 0I39  +0Ì24  I  *""  5*B3  "■  3»^**  "-^^^  *"  *®  P""^"*®  ^"'  ^^^^  comuni 

col  valore  precedeote. 

Begola  4\  n-3,14..n'-3,16..a 0,14O4..e' 0,0775 

0,198910 
*—  ~ooiS29"  "" ^>*^23  ...  con tr«  cifre  comuni. 

Regola  H^,  n.»3,162  ..n'-.3,Ì63 ..  e«>— 0,001756..  e'^ +0,004569... 

0,020001406 
x"* —jj-QQjn^lT--- 3, 16227762... con  quattro  cifre   comuni. 

Regola  %^.  n-3, 1622..  n'— 3,1 623... «-  -^,00049116.  .6'  —  +  0,000141S9 
0,001999982506 
«—  ~o  00063245 —  ""  3,16227705...  con  otto  cifre  comuni. 

In  quella  guisa  si  ottiene  il  valore  di  «-«3,1622776  esatto  sino  alla 
7^  cifra  decimale,  e  le  regole  ulteriori  darebbero  esatte  le  cifre  seguenti; 
il  quale  resultamento  è  identico  a  quello  della  rlsoluzionu  ordinaria  della 
proposu  «*— 10,  e  che  dà  jv— y  10  — 3,1622776601... di  modochè  colle 
regole  di  falsa  posizione  si  trova  la  radice  approssimata  di  qualsisia  nu- 
mero. 

£9.""  2°.  Sia  la  dau  equazione  «•—23104  cioè  «x«— 23104— Ò. 

4310400 
Regola  i\  n-100,  n'-200,  e-^— 13104 ,  ••-  +  16896..»-  -35555- 

-143,68. 

43410 

Regola  2\  n-142,  n'-143,  e ^2940,  e' 2655..«  -  "T^z-- 1»2,3 ... 

289 

4902  366 

JReyo/o3".  n-162,3..n*-17(2,2..6-+93,09..e'-+60,84..«—  -^^  '      ■ 

32,36 

-152,01... 

Regola  4".  n - 152,02 ..n*  —  152,0l..e  -  +  6,0804..e'—  +  3,0401 

462,125602 
^-      3,0403     -^»^>00^- 

Regola  5\  n-152,009  . n'- 152,008.. e-2,736061.. 0-2, 432064.. «  — 
46,210584072 
"■Ó;3ÒÌÒÌ7 «J.0000002... 


2dT 
IConi]iar«bdo  i  valori  di  x  dalla  regola  2^  td  poi,  si  tede  essere  152 
Il  loro  limile;  e  gli  zeri,  che  per  dir  cosi  a  gran   passi  si  avanzano  nei 
SQccessivi  posti  decimali,  nn  indizio  assai  sicuro  somministrano  del  va- 
lore esatto  152. 

f*  classe.  Equazioni  di  S^  grado  con  un  solo  valore  positivo. 

ks^  1».  Sia  l'equazione  x*-\-iOx^dò   oloè  aj(a;+10)— W-O. 

270      ^ 
Regola  1*.  n— 1,  n'— 4,  e— — 75,  •*— — SO...»  —  "tj  —  »• 

Regola  2*.  n— 5,  n'^m^,  e— —11,  e'— +10 ..«  —  —  —  5,52... 

li. 68 
Regola  3*.  n-5,b..n'-5,6..e— 0,75..e'-+l,36..«  - Jll"^'*^*^^ "  ' 

con  due  cifre  comuni. 

Regola  à"".  n-5,52  .;  n'- 5,53. ..e— —  0,3296 ..e' -—0,1191  ..  x- 

1,165256 

' — à:.Air~  --  5i535657  ...  con  quattro  cifre  comuni. 
0,2105 

Regola  5*".  n-5,5355..n'-5,5356...e— 0,00323975..  6>-.^0,001 13264 

0,011664231385  ^         i. 

*—  '"a  A/iojftwj;~  --  5,535653753.. con  sei  cifre  comuni.    ' 

11,002 1U7 11 

Regola  6\  n~5,535653..n*-5,535654  e— -0, 00001 5869591.. e- 

0,000116643459672062 
+  0,000005207716  ..  x  -        0,000021071307         -  «.»3««^37528...con 

nove  cifre,  comuoi;  onde  si  ha  sicuramente  x—  5,53565375  esatto  sino 
all'ottava  cifra  decimale ,  come  si  dedurrebbe  dalla  sòltizibne  della  pro- 
posta «-  — 5-H/ (86+25)-— 5+i/lll. 

Eé."*  2."*.  Sia  requatione  2x^—40?— 6  o  sia  2x  (or— 2)— 6—0. 

Regola  l^  n— 1,  n'— 2,  e— 8,  e'— 6..a;— 5. 

Regola  2*.  n— 5,  n*— 4,  e— +24,  e'— +10,j;— 3,2. 

Regola  3\  n.34..n*—3,2..e—+0,82..6'—+l,68..x— 3,004... 

Regola  4\  n— 3,004.. n'— 3,003..  tf— +0,032032.. e'— +0,021018..  jb- 
3,000002... 

I  successivi  valori  tendono  al  limite  3,  e  quindi  si  ha  II  valore  esatto 
di  X— è. 

3*  Classe,  Equazioni  di  2®  grado  con  due  valori  positivi. 


Sia  Tequazione  x« — lOx— ^15  o    sia  x(10— x)— 15— 0. 

Regola  1".  n— 1,  n'— 2,  e— —6,  e— +t,  «-1,85... 

Regola  2^.  n— l,8..n'—l,0..e«*— 0,24.. e'— +0,39.. x— 1,838... con  due 
Cifre  comuni. 

ite^oto  3*.  n-l,83..h*-l,84..e— .0,0489..e*-+0,0i44..x-l,83n25... 
con  tre  cifre  comuni. 

Rfigola  4*.  /i-l,837..n'— l,838..e^-4),004569..a'— +0,00t756..x  — 
l,83772237..con  set  cifre  comuni. 

Si  ha  dunque  sfcurameuto  x— 1,83772  esatto  siuo  iTl  5^  decimale. 
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Risolvendo  la  proposta  x^^iOs-^-^ììi  col  metodo  ordinario,  si  hanno 
i  due  valori  positivi  2;-5=t:V^l0-5:t:3,16227766...cioè+8,16227766  e  + 
1,83772234,  ed  il  valore  dato  dalla  falsa  posizione  corrisponde  al  pia 
piccolo,  perchè  le  supposizioni  1  e  2  della  regola  1*  sono  4>ìù  prossime 
allo  stesso. 

Che  se  i  primi  doe  numeri  supposti  sono  per  caso  più  prossimi  al  va- 
lore positivo  più  grande,  si  ottiene  questo  la  mercè  delle  successive  re- 
gole, come  si  vede  qui  appresso  per  la  stessa  equazione  x  (10 — a;)— 5—0. 

Begola  1*.  n-*20,  n'— 13,  e 215,  eV— 54..J:— 10,6... 

Regola  2".  n— 10,  n'— 9,  e— 15.  e'-i<-6..x— 8,3... 
l?«9o/a  3".  n— 8,3..n*— 8,2..e—— 0,89  .6*— —0,24.. 2r— 8,163...  colla  1* 
cifra  comune. 

Begola  4**.  n— 8,1.. n*— 8,2. e— 4-0.39... C 0,24.. rr^-S,  161...  con  tre  ci- 
fre comuni. 

Regola  5».  n-8,161..  n'— 8,162. .«-4-0,00^079  ..  «•—+0.001756. .x— 
8,1622777. 

Regola  6".  ti— 8,162  ..  n'-163  ..  6—4-0,001756  ..  «*— — T),004569  ..  x  — 
8,16227762... con  sette  cifre  comuni;  dunque  x— 8.162277  ch'è  il  valore 
più  grande  approssimato  sino  alla  6*^  cifra  decimale. 

Osservazione,  Ntl  presente  caso  di  due  valori  positivi  può  succedere 
di  ottenere  colla  falsa  posizione  un  valore  negativo,  come  accora  infinito 
0  zrro ,  e  ciò  quando  le  due  supposizioni  sono  comprese  fra  i  due  va- 
lori, 0  pure  i  due  valori  fra  le  due  supposizioni. 

4.10—5.9 
Regola  1'.  ti— 4,   n'— 5  ,  e— 9  ,  a'— 10;    la  formula    dàx  —  -rr — r — 

IO——» 

^5. 

Regola  1"  bit.  n— 9,  n'— 1  e— — 6,  e*— — 6.. x— a»  per  ragione  del  de- 
nominatore 6—6—0  (n.**  58). 

90—90 
Regola  1"  ter.  n— 15,  n'— 1,  e— —90,  e' 6..rr—  —  0. 

Avendo  luogo  uno  di  questi  casi  ,  il  calcolatore  cangia  tutte  e.  due  le 

supposizioni  o  una  di  esse ,  fintantoché  ottiene   il  valore   pasitivo,  egli  è 

poi  sicuro  di  evitare  questi  sìmboli  di  assurdità,  quando  dirige  le  due 

supposizioni,  in  modo,  che  resultinogli  errori  di  segno  contrario.^ciò  che 

fa  segno  di  essere  Tuna  maggiore  e  l'altra  minore  di  uno  de*  due  valori. 

4^  Classe.  Equazioni  di  2°  grado  con  due  valori  negativi. 

Le  successive  regole  non  possono  in  questo  caso  dai-e  valori  approssi- 
mati, perchè  i  numeri  supposti  positivi  non  possono  indefinitamente  av- 
\icinarsi  al  vero  valore,  ch'è  negativo.  Accorgendosi  il  calcolatore  di  non 
avere  valore  approssimati  colle  successive  regole,  cangia  il  segno  del  ter- 
mine di  d?,  e  considera  la  nuova  equazione,  che  avrà  due  valori  positivi, 
j  quali  si  troveranno  col  metodo  stabilito  per  la  3"  classe. 

Cosi  fatta  la  prova  infruttuosa  per  l'equazione  »*+10x"- — 15,  si  con- 


299 

gidera  Tallra  x* — lOop— — 15  ;  e  trovati  i  valori  positivi ,  come  nell'es.* 

precedente,  si  prendono  gli  stessi  negativamente  onde  soddisfare  alla  pro- 
posta. 

5*  Claue,  Equazioni  di  fP*  grado  eolle  radici  imaginarie. 

Applicando  la  falsa  posizione  a  questa  specie  di  equazioni,  i  risalta- 
menti  vanno  per  dir  così  saltando,  cioè  si  ottengono  ora  positivi  ed  ora 
negativi,  né  due  rescltamenti  consecutivi  presentano  mai  delle  cifre  co- 
muni, ancorché  siano  pesitivi  Se  poi  il  calcolatore  vuole  cangiare  il  se- 
gno di  X,  l'equazione  trasformata  dà  resnltamentì  della  stessa  indole,  ed  al- 
lora è  in  dritto  di  conchiudere,  che  la  proposta  non  ha  radici  reali. 

Sia  data  Tequazione  dB>-i-3«  — — 3  cioè  x{x-\-3)  +  3^0. 

13—14 
Regola  ^*  n  — 1,  n'  — 2,  e— 7,  e*—  13,  «—  ^    -■  negativo. 

Regola  /*  bis.  n.2,  n'— 3,  e. 13,  e*. 21,  x— 0,375. 

Regola  f  n.0,3  ..n'  — 0,4  ..  a  — 3,99..0'  — 4,30..  x  negativo. 

Considerando  in  vece  della  proposta  x* — 3x=s— >3  o  sia  x{x — 3} +  3 
-?0,  si  fanno  i  seguenti  calcoli. 

Regola  1^  n  — 3,  n'  — 2»  e^.3,  e*  =  l  ...x  =  l,5. 

Regola  J2*  n=  1,5  ..n'  =  l,4..  e=^,75  ..  «'^0,70...  xs%9. 

Regola  5*  n=9,  n'=10,  ac=57,  e'=73..x=5,4. 

Regola  ^  n  =  5,  n's6,  e  =  13,  e*  =  21  ..a;=:3,375. 

Regola  5*  «>«3,  n'=s4,  «  =  3,  e*s57  ...  x=:2,25. 

ec  ec 

Vili.  Se  la  proposta  contiene  l'incognita  nel  posto  di  denominatore,  si 
procede  come  per  l'equazioni  di  1®  grado  (n.*^  228) ,  cioè  «t  devono  gli 
interi  ridurre  a  frazioni^  o  le  frazioni  allo  iteeeo  denominatore^  cofieer' 
vando  le  frazioni  primitive  nate  dalle  eoitituzioni,  atioora  nel  caso  che 
iiano  riducibili  a  più  semplice  forma^  e  at  devono  gli  errori  notare  in 
riguardo  a*  eoli  numeratori,  traecurafido  il  comune  denominatore,  Cos) 

6  6 

essendo  data  l'equazione  2x — 4  = -cioè  2  (x  —  2) — -  =  0,  la   sup- 

X  X 

6  8 

posizione  n  —  1  dlt  — 2 —  -=r  —  -ed  a=  —  8,  mentre  l'altra  n'=s2  som- 

0  0 

ministra  2x0 — ~  :=  —  ~,  ed  e'=: — 0, come  se  si  fosse  rerificata  Teqna- 

zione  2xix — 2) — zaO,  ch'é  la  proposta  libera  dal  fratto,  e  corrisponde 
a  quella  dell'es.^  2**  della  2*  classe.  Trovato  il  valore  x  =  5  della  regola 

1*,  si  procede  alla  2*,   supponendo  n=5,  n'=r4,  che  danno  0  —  jrrs. 

30—6      24  6      16—6       10 

— j= — =  -jT,  ed  «  =  24,4 — r  =  — - —  —  "T-f  «d  e' =  10,  da  cui  aj  dedu- 
ce x=:3,2  e  così  di  seguito  si  replicherà  lo  stesso  calcolo  del  citato  es^. 
IX.  La  regola  di  falsa  posizione  serve  a  risolvere  approssimativamente 
alcune  specie  di  equazioni  esponenziali,  che  sono  afiTatto  intrattabili  con 
altri  metodi,  e  tale  si  deve  riguardare  l'equazione  della  forma  x^sa, 


300 
che  dà  origioe  all'equazione  logarilmipa  :^Lxmml^a.  Palla  la  If  supposi- 
zione n,  si  ba  nLn  — La—e,  eqniodi  nLn—ssLm'^é;  colla  S^soppo- 

^  nLn — gcLx 

sizione  n\  si  otliene  n'Ln'— «La;  — e*;  da  coi  si   deduce  -7-; — -7— 

fi  ttn  — wL*dP 

e                                        nieLn'— na'Lfi  ,        ^    ,. 

—  -,  ed  il  Talore  di  «—  — —' Ti (G)-  Quwlo  valore  è  diverso 

dalla  forinola  della  falsa  posizione :~  (H>,  ma  quaalo  pm  n  e  n* 

sono  ravvicinale  al  vero  valore  di  x,  Canio  più  le  ire  qaanlitè  Ln,Ln% 
Lx  tendono  all'egnaglianza,  ed  il  resallamenlo  (G)  alla  formola  (H)  s% 
approssima.  E  se  gli  errori  e ,  a'  fosaero  di  segno  conlrario ,  si  cange- 
rebbe il  segno  de'  lermini  di  a',  e  lo  sleaso  raziocinio  darebbe  l'appros- 

simazione  a\la  formola  convenienl^  — — T-.P^r  lo  che  si  deve  mettere 

in  pratica  lo  sl^^  metodo  d^ireqoazìpni  di  2^  grado,  affinchè  colle  suc- 
cessive regole  nn  valore  si  ottenga  sempre  più  approssimalo  al  vero. 

Ei.**  Risolvere  l'equazione  ««  —  2000,  che  si  scrive  sotto  la  forma  lo- 
garitmica «L«  —  L  2000  —  0  cioè  «  L  «  — 3,3010300  —  0. 

Regola  4*  n  — 6,  n'— 5 

L  6  -  0,7781513  L  5  -  0,6089:^00 

6  L  6  -  4,0689078  5  L  5  -  3»l94'8500 

—  3,8010300  —3,3010300 

4- 1 ,3678778  —  e  +  0,1938200  -  a' 

6,8393890—1,1629200 

*  "■  1 ,3678778—0,1938200  "  ^'®^    ' 

Regola  2"  n  —  4,  n'  —  5 

L  4  -  0,6020600 
4  L  4  -  2,4082400 

—  3,3010300 

—  0,8927900  -  a,  +  0,1938200  -  a' 
0,7752800  +  4,4639500 

*  "  0,1938200  +  6,8927900  ""  *'®^*  •" 

Regola  3*  n  —  4,82 ..  n'  —  4,83 

L  4,82  T-.  0,6830470  L  4,83  .  0,6839471 

4,82  L  4,82  -  3,2922865  .     4,83  L  4,83  -  3,3034644 

—  3^3010300  -  3,3010300 

—  0,0087435  -  a  +  0,0024345  -  a'. 
0,011734290  -  0,042231105 

"^  *   0,0024345  -  0,0087435   *"  ^'^^^^^O  ... 
Regola  4*  n  —  4,827 ..  n'  —  4,828 

L  4,827  .  0,6836>773  L  4,828  -  0,6837673 

4 ,827  L  4,827  -  3,3001103       4,828  L  4,828  -  3,301 2285 

—  3,3010300  —3,3010300 

-.0,0009107 -a  +  0,0001985  —  a' 

0,0044403116  +  0,0009581595 
"" 0,00091^7  +  0,0001985 4,82782248... con  sette  cifre  comuni 


•1  valore  precedente.  Onde  si  poò  stabilire  »  ^  4,837822  ad  un  miUo- 
n$$i9no  presso  ;  difatto  verificando  la  proposta  coq  questo  valore ,  si  ha 
L  4,827822  --  0,6837512;  4,827822  L4»827822-3,3ÒiQ206  cui  mancaoo 
0,0000004  per  essere  L  2000 ,  e  ne|le  tavple  vi  corrisponde  il  numero 
1999,998  cb'è  0,002  meno  di  200Q. 


DELLE    SESIE. 


ARTICOLO  I. 
JHU9  jerte  algthraichs, 

229.  L*aggregazione  di  vari  termini  formati  con  certa  e  definita  legge 
costituisce  nna  serie ,  che  dicesi  algebraica ,  quando  la  legge  racchiude 
delle  operazioni  puramente  algebraicbe;  e  chiunque  intende  potersi  io  in-r 
finiti  modi  combinare  le  serie  a  tenore  dell' infinite  espressioni,  di  cui  è 
suscettibile  la  legge.  Le  progressioni  aritmetiche  e  geometriche  già  con- 
siderate nel  capo  vi  sono  delle  vere  serie,  e  serie  pure  dà  la  formula 
del  binomio  nel  caso  della  potenza  fratta  o  negativa  (n.**  130)  ;  noi  qui 
veniamo  tenendo  conto  delle  principali ,  alBocbè  i  giovani  conoscano  i 
resnltamenti  più  importanti,  e  il  metodo  di  trattarle. 

5ért0  d%Ue  poUnus  simiU  de'  termini  della  progreetione  ariimetiea. 

Cominciando  dalla  progressione  aritmetica,  ci  proponghiamo  di  consi- 
derare le  serie  de'  suoi  termini  elevati  alla  stessa  potenza  e  di  determi- 
narne la  somma:  sia  per  cagion  di  esempio  la  progressione  aritmetica 
crescente  t  a  .  fr  .  o  .  d....«  .  (  di  diCTerenia  9,  in  modo  che  si  abbiano  le 

successive  equazioni  ft—a-l-^,  e— 6+5,  d— c+J, t— «+j  (n.**  160) ,  le 

quali  elevate  alla  potenza  msi»M  mercè  la  formula  del  binomio  (n.°  84} 
danno 


|D1  ^  gTU  ^     ^ 


m(m^l) 
«""■'+  -^ — 'ò^    a«-^  +  ec. 


2 

c"*-'+  » 


• 


6"— 4-ec. 
c"«-'  +  ec. 

i"'-'4-ec. 


r-»+  » 

e  sommandole  per  ordine,  ne  resulta  <"— a"-i- ma(a'"'"'-j-6"*"'-hc"*""' 

fn{m — 1) 

T 


.+  i™""  *)  +        ...       «>  (a"-^  +  6"-»  +  e™--'...  +  ,"'  -«)a.  ce. 
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Indicando  co'  simboli  Sm— t,  5m— t,  ec-  le  somme  delle  potenze  m 1, 

m  — 2,  ce.  de*  termini,  il  fattore  del  2*»  termine  dentro  le  parentesi  si 

esprime  da  Sm^i^i"""''*,  quello  del  3*»  termine  da  S^m— ,—f "'"'»,  ec;  e 

r equazione  si  mette  sotto  la  seguente  forma  t"»— a"— «^(Sm^, I™""») 

m(m— 1)                                    m(m^l)iN— 2 
+ 2~  ^   (^«— -«™    ')  +      -    2  3 (5«-s-t"-3)+  ec.  da  cut 

per  la  sostituzione  de'  successivi  valori  di  iw— 1,  2,  3.  ec.  si  derivano  le 
formule  riohiesle  di  So,  Si,  S%,  ce 

E*  in  vero  facendovi  m— 1  si  ottiene  r— a— $(5„— .(<>),  annullandosi  gli 
aUri  termini  per  ragione  del  fattore  m-rr- i—O,  e  quindi  5o— f^*  cioè 

*o— »——   ^  5p— !-{--—  ,  eh' è  il  valore  di  n  dedotto  dalla  formula 

del  termine  generale  r— a— r/n— 1)  (n.»  162)  identica  alla  presente  equa- 
zione ,  essendo  tmo  la  potenza  zero  di  ogni  termine  (n.**  89} ,  e  perciò 
%xmmmm  la  somma  di  m  termini  elevati  a  «ero. 

Il  volorc  di  m— 2  somministra  t»— a*— 2e(5i— f')+3«(5o— O,  essendo 
«ero  gli  altri  termini  per  ragione  del  fattore  m— -2  —  0  ;  e  sostitaendovi 

^o—*** r-»  si  ha  !•— a»^25(S,— r)-t-5(t— a),  cioè  5«— e- 

2i «  ^*"°***  *' 25—     +' 2i 


<»—o'+St+So      (HhoKf— a)+(t+a)$      (f4a)(f— «4-J) 
■"  25  *"  25  ^    "" 2J '  ^^®  ®*  riduce  al 

iermine  sommatono  S—  —  ^—  della  progressione  aritmetica  (  p*®.  161  ) 

per  ragione  di  — - —  ^p-  n;  ciò  che  altronde  è  evidente,  trattandosi  della 

o 

somma  delle  1*^  potenze  cioè  dei  semplici  termini  della  progressione- 
Supponendo  m— 3,  r  equazione  diviene  0 — aS— 8ò(5a — P}-f3^*(5f, — |») 
H-5'(5o — t^)  ;  e  sostituendovi  i  valori  superiori  di  St — t ,  5^ — i",  si  ot- 

(r — a» — òit — a)\         ^t — a\ 

,  3a(t»-.fl«)--35'(r-o)  13— as      33CM— «•)— ^•((— a) 

+  :; — ' ,  e  quindi  Si — (•—  — i : 

2  •      ^  35  65 

_  2«"^— a3)— 35((«— a«)-f.a»(g"-g) 

/•«,  Cloe  Aa^»..« 


2(£3— a3)— 35g^  +3da« + ò«  (/--a)  +6$t3      2(g3^oS)-|-3g(<^+tt*)-f^«(r-^) 

«^  6Ì  • 

Nel  caso  di  m— 4  si  ha  «^— a4— 45(5s— 13)4.65«(5.— (»)+455(5i— 1»)+ 
^4[S°^l^j ,   che  per  la   sostituzione  de'  valori  precedcnli  dà   53  — 15  — 
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4i ^"^ Si ^i    « 

con  00  metodo  analogo  per  m«-5  si  ricalerà  il  valore  di  S4-- 

6(|5— a«)+155(H+a^)+10i«(«s— aS)— a4(f— a) 

.  - ,  perni— 6  il  valore  di  Si— 

125  '  *^* 

Queste  formule  sì  rendono  più  semplici  nel  caso  della  progressióne  dei 
nameri  naiarali,  in  coi  si  hfr  $—1;  per  lo  che  si  ottiene  So—l+t-^-a—n... 


(f+a)(l— a+l)  2(r3— a5)-|-3(t«+a«)+r— a 

5. s -.5» 5 


14— a4^^2rt3-fa5)+(*— a* 


«4- 


4 
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^      2(c6— a6)-fft(t3+a3j^5(j4_a4)_(M-- a*) 

^5— .^       '• ec.  eé. 

fa 

230.  Se  la  progressione  comincia  da  tino  cioè  nel  caso  di  o— 1,  si  ha 
t^n ,  e  le  formule  divengono  ancora  più  semplici ,  ridocendosi  al  se- 
guente sistema  (A) 

(n+i)n      n*+n  2(nS— l)+3(w'4-<)4-n— 1 

2n3+3n»+n      (n'+n)(2n+1)      n(n-f-l)(2n+<) 
6  "■  6  *■  6 

OS— . —  f  — —  J  quadrato  di  S,, 

6(n5— 1)+15(n^.4-l)-flO(nS^<)— (n— i)      OwS-f  15n^+10n»— n 
^^"  30  ,     "  30 

.        2CnP— 1  )-h6(n5-f  1  )  4.5(n4— l)_(n»— i  )      2r»6+6t»*+ttt»^— n* 

55—  —   _ !cc.ec. 

12  12  ' 

La  formula  di  St  ai  trova  registrata  neli'  opera  di  Luca  da  Borgo ,  e 
fu  dimostrata  la  1*  volta  dal  nostro  Maurolico ,  cui  dobbiamo  ancora 
quella  di  53  che  di  l'elegante  teorema  della  somma  dei  cubi  de'  tetmini 
delta  progressione  de*  numeri  naturali,  che  comincia  da  uno,  eguale  ai 
quadrato  della  somma  de*  semplici  termini  (1). 

231.  Le  formole  del  Sistema  (A)  ci  -mettono  in  Istato  di  sciogliere  i 
due  seguenti  problemi  interessanti  nella  teoria  delle  serie. 

Problema  #.**  Dato  H  tarmine  generale  T  di  una  serie  espresso  in  fun- 
Mione  di  potenze  intere  e  positive  del  numero  n  de'  termini ,  titrovams 
il  termine  sonimario  s. 

Sia  per  es.  7— anS  da  cui  si  possono  derivare  i  successivi  termini 

(1)  Vedi  Maurolico  di  Scinl,  note  88  e  91. 
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della  ^rie,  facendo  H*.i,  7,  3,  4}  ec»  ciò  the  dà  la  somma  degli  n  ter- 
mini espressa  nel  seguente  modo  a  .  1*"  +  a  .  2*"  +  a  .  3'  +  o .  4'^...-|-an''— 

a(r4-2'+3'^+4'^ +n'^)-a5r  ,  ch'é  'I  valore  richiesto  di  5.  Daoqae  'Z 

fermine  iommatorio  si  deriva  dal  generale  cangiando  *l  fattore  n'  nel  rim- 
bolo  Sr  cioè  nella  somma  delle  potente  di  grado  r  de*  nutneri  naturcUi 
da  uno  sino  a  n;  e  si  può  éempre  definire  '1  valore  di  5r  colle  Dote  for- 
mule del  sistema  (A). 

In  simile  guisa  supponendo  Tmmah^^pns  ,  si  ottiene  S^aSr  -^  bSt  , 
che  si  riferisce  alla  serie  resultante  dalla  somma  de'  termini  corrispon- 
denti delle  due  derivate  da  an'  e  6n<  ;  e  nel  caso  di  J— a»'  +  6n«  — 
cn<  si  deduce  5— a5r  4-  bSt  —  cSi  ,  provenendo  la  serie  dalla  differenza 
de*  termini  delle  due  relative  ad  an'  +  bns  ed  a  cn<  ;  e  così  di  seguito. 

Se  poi  nella  data  espressione  si  trovano  dei  termini  senza  'i  fattore  n, 
\i  si  supplisce  fi"- 1  e  si  converte  in  S^— n:  così  '1  termine  generale 
b+an"^  si  riguarda  come  bn"+an\  e  si  ha  il  termine  sommatorio  65o  + 
aSr^bn+aSr,  come  altronde  è  evidente»  corrispondendo  i  termini  di 
questa  serie  alla  somma  di  b  co'  successivi  termini  della  serie  derivata 
da  an^. 

Applicazione  /'.  Data  l'espressione  J— an'  +  6nt  ,  si  sapponga  a— 2, 
t  — 1,  r— 1,  f— 2,  cioè  si  abbia  T— 2n  +  n*,  e  si  cerchi  S. 
"Convenendo  n  in  Si,  n«   in  St,  si  ottiene  S^2S,  -^S%,  che  per  la 

sostituzione  de'  valori  51=-^-,  5.= — J_  del  n."  230  si  can- 

già  in  5-n-+f4+ g = ZL_Z_^  Assegnando  poi  un 

valore  particolare  a  n  come  per  esempio  n  =5,  la  fonuuìa  Tdk  i  cinque 
termini  della  serie  3 ,  8^  15 ,  24,  35,  di  cui  la  stfmttìa  si  esprime  da 

^     2.125  +  9.25  +  7.5 

S =85. 

2^  Supponendo  6—5,  a- 4,  r-i2  nella  formula  Tc:ib  +  an^,  si  ot- 
tiene r-.5  +  4n.,  da  cui  si  deduce  S=55o  +  45.=5n+  ^^('^H-^Kan+i) 

_.  3on  f  Sni  +  8n«  +  4n»  +  4n  _  4n3  4-  6n«  +  i7n 

0  "" 3 J  •  "*'  c^s^^  ti  — 6   si 

hanno  i  sei  termini  9.  21,  41,  «9,  105,  149 ^  di  cui  la  somma  é  5- 

24.7  13 
30  +  — - —  =  394. 

Problema  «".  Dato  'l  termine  sommatorio  S  in  funxióne  di  potenze  in- 
tere e  positive  di  n,  trovare  *l  termine  generale  T. 

Sostituendo  n— 1  in  vcuì  di  n  nella  formala  di  S  esprimente  la  som- 
ma di  n  termini,  si  ottiene  la  somma  de'  primi  n  — 1  termini  della  se- 
rie, che  sottratta  da  S  somministra  come  residuo  '1  termine  nsimo  cioè 
il  valore  richiesto  di  T. 


\ 
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Applieasione  4^,  SìB  dala  la  formula  5— ^ ,  e  si  cerchi  T. 

3     .        ,.  ^.        .      .       2(n— l)3H-9(n  — i)^+7(fi— 1) 

Mettendovi  n — 1  in  vece  di  n,  Ji  ottiene -z — 

o 

a(n3— 3n«+3n— l)  +  9(ti«— 2n-{-i)4.7(n— I) 

6 

2nS^6nft+0n— 2  +  0n«— 18n  +  9+7n— 7       2n5  +  3n«— »n 

6 6 '  *  ^^' 

traendo  questa  espressione  dall'altra  di  S,  si  deduce 

ans  4.9»«4-7n— 2nS— 3n*  +  5n       «n»  +  12n 

^^ — j —  n»-f  2n.— r,  cji'è  '1  va- 
lore dato  nell*app1tcazione  1"  del  problema  precedente. 

4n5+6n»+i7n 
2^  Data  la  formula  5— r ,  vi  si  sostituisce  « — 1  in  vece 

.  _.  ^       4(n3— 3fi«  +  3n  — l)  +  6(n»  — 2n  +  l)  +  17(n— !)■ 

di  n,  e  si  deduce ^r — 

o 

4n5--12nH-i2M— 4+6h*— l2n+6+17fi— 17      4n5— 6n*+17«— 1» 

3 3~^ '  ^** 

12nMltf 
sottratta  da  5  dà  J  — —  —4»"+ 5  come   neir applicazione  2"  del 

problema  1**. 

Serte  de*  numeri  figuraU. 

232.  Stabilita  la  serie  delle  unità  1,  1,  1,  ec.  che  dìc«*si  deil'orc/ùie 
zero,  per  mezzo  della  somma  dei  successivi  termini  si  forma  la  serie  dei 
numeri  naturali  1,  2,  3,  ce.  che  dicesi  del  1**  ordine;  la  somma  del  ter- 
mini di  questa  dà  la  serie  1,  3,  6,  ec.  del  2°  ordine,  e. così  di  seguito 
ne  provengono  le  serie  del  3** ,  4^. . .  n*«fno  ordine  notale  qui  appresso 


OB0INB. 

SBKl 

0 

1,1,1,1, 

1" 

1.2.     3  ,     4  . 

2» 

1,3,    6  .   10  . 

3" 

1  ,  4  ,  10  ,  20  , 

4" 

1   ,  tf  ,  1»  .  3»  , 

5" 

1   ,  6  ,  21  .  56  , 

ec. 

ec. 

1  ,      1  ,  ec. 

5  ,      0  ,  ec. 

15  .     21   ,  ce. 

35  ,     ÒA  ,  ec. 

70  ,  128  .  ec. 

126  ,  252  ,  ec. 

che  formano  il  sistema  conosciuto  sotto  il  nome  di  «erte  dei  numeri  fi- 
guraU. La  ragione  di  questa  nomenclatura  dipende  dalla  figura  geome- 
trica piana  o  solida*  in  cui  possono  disporsi  altrettanti  punti  quante  sono 
le  unità  dei  termini  successivi;  e  sebbene  tali  considerazioni  fossero  state 
da  principio  importanti,  perchè  i  primi  autori  con  metodi  geometrici  sep- 
pero dimostrarne  le  proprietà,  oggi  più  non  vi  si  bada ,  e  tutto  elegan- 
temente si  dimostra  con  metodi  algebraici. 
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Dalla  formazione  di  questo  sistema  di  scric  si  argomenta,  che  ciascuna 
di  esse  dev'esprimere  le  dilTerenze  de'  successivi  lermioi  della  serie  se- 
guente; per  lo  che  retrogradando  di  ordine  in  ordine,  ne  resultano  le  dif- 
ferenze delle  differenze,  finché  si  perviene  all'ordine  xero,  che  dà  le  dif- 
ferenze «costanti.  In  slmile  guisa  la  serie  del  1®  ordine  ha  costanti  leprtme 
differenze;  la  serie  del  2®  ordine  le  differenze  delle  prime  differenze,  che 
diconsi  le  eeconde  differenze;  quella  del  3"  ordine  le  differenze  delle  se- 
conde differenze  o  sia  le  terze  differenze;  ed  in  generale  la  serie  dell'  or- 
dine meimo  dovrà  avere  costanti  le  m*ime  differenze. 

Posta  la  legge  di  si  fatte  serie,  ne  possiamo  determinare  il  termine  ge- 
nerale e  il  sommatorie,  dovendo  corrispondere  il  termine  sommalorio  di 
una  serie  qualunque  al  termine  generale  della  seguente.  Partendo  dalla 

serie  del  1"  ordide,  cui  si  compete  T^mn^  5—  — r —  (a."*  163  e  104)  , 

«(«  +  *)      n*+tt 
SI  stabilisce  per  quella  del  2"  ordine  J— — r —  — — 5 — ,  e  dalla  sles- 

2  ^ 

aa  si  argomenta  5—  -^-- — -  (n.°  231,  probi.  1"),  che  per  la  sostituzione 

tì(n-fl)(2H+l)       n{n+i) 
"2.3  "        2 

dei  noti  valori  (n.**  230)  diviene  S 


2 

w(n+i)(2n+l)-f-3ti(n-fl)      n(n4-J)(2n+l4-3)       w(n4-1)(n+2) 
2.^.3  2.2.3  *"  2.3 

n[n^i){n-\-2)      nS+3n«+2ri 


Per  la  serie  del  3''  ordine  si  ha  T— 


2.3  2.3 


fi«(n+i)*       wfw-f1)(2fi-fl)      2n(n+1) 
4^2  2 

e  quindi  5— — —tt^ — :r-r — 

2.3  2.3 

fi'(n-fl)«-f2n(wH-l)(2ri-fl)+4n(n+l)        w(M-fl)(fi(n-Hl)-r2(2>t  +  1)+^) 

~  2.3.4  2^3^"  "" 

n(n4l)(n>-f5f»-f-0) 

^-g-T ;  0  mettendo  II  3°  fattore  sotto  la  forma  di  n«-f2n4- 

3n+6-(n  +  2)n  +  (r»  +  2)3«(n  +  2)(n-f  3),  si  deduce 
«(«+l)(n+2)(n4-3) 


S- 


2.3.4 

n(n+l)(n+2)(n+3) 


Per  la  scric  del  4°  ordine  posto  T— 

n44-6ti3-fnn«-|-6n  5i4+655+Hg«+65, 

2.3.4  '  "  *•■  ^' 2X4^ 

6nM-lttn4+iOnS— n      3n4+6fi5+3n*      22n34.33n»+lln       3n«4-n» 
2.3.4.5.6  "*"        ^2X4.2        "*"  2^.4.0  *"  "2.374 
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6nS+lSn4+10n3^n      45n4»f00ng-f45n*      H0nS.f|6i^«+K5n 

2.3.4.5  6  "^         2.3.4.5.6         "^  2.3.4.5.6  "^ 

90r»«^.90n      6nS  +60n4+210ns+ 300n* + 144n 
2.3.4.5.6  "  2.3.4.6.6  "" 

ns+10n4+35ns+50n«+24n     ^.      .  .,  .  x       ..      •      ..     i 

^  ^  ,  V      ,  di  COI  il  oameratore  paò  mettersi  sotto  la 

2.3.4.5 

forma  n*  +  6n4-|r Un»  +  6««  +  4n4  +  24nS  +  44n«  +  24n- 
(n4+6rl'+Hn«+6n)(n+4);  e  siccome  il  l""  fattore  esprime  il  prodotto 

n(nH.i)(n+2)(fi-h3)(n+4) 
fi(n+l)(n4-2)(n+3),  cosi  ne  resulta  S— OX5 

Facendo  oso  di  no  metodo  simile ,  si  avrà  per  la  serie  del  S""  ordine 

fi(n  4- 1}  (n  +  2)(n  +  3)(n+4)(n-f5) 
^^ 2.3.4.5.6  '®^' 

Osservando  i  valori  di  S,^  eorte  alla  mente  di  tottì  la  forma  simme- 
trica de'  fattori  e  la  legge  della  loro  formazione,  essendo  roltimo  fattore 
del  numeratore  n  più  '1  numero  dell'ordine  della  serie,  e  rallino  del  de- 
nominatore *l  numero  dell'ordine  aumentato  di  uno  ;  per  lo  che  si  paò 
stabilire  rispetto  alla  serie  dell'ordine  m»in^o  la  formula  generale  del  ter- 

.     ^      fl(n  +  4)(n+2)(n-f3)(n•^4) {n  +  m)     ^    ^ 

mine   sommatorie  S  — ZTTk ^  .  ^  e  r  altra 

,    ^      n(n  +  l)(n  +  2)(n4-3)(n4-4) (n+m— 1) 

del  termine  generale  T  — c^  i  a  k ». 

ch*è  i^  termine  sommatorie  della  serie  precedente  dell'ordina  m  —  i. 

233.  Finalmente  è  pregio  dell'opera  '1  notare  che  le  formule  gift  ri- 
trovate possono  servire  per  tutti  i  sistemi  di  simili  serie,  qualunque  sia 
il  valore  delia  differenza  costante  d,  non  dovendosi  far  altro  che  molti- 
plicare 5  e  7  per  d,  perchè  le  nostre  formule  sono  state  calcolate  per  d 
—  1.  Così  per  la  serie,  che  ha  costantemente  3  per  terza  differenza,  si 

....    -    .     nCn  +  l)(n+2)      ^       n(n  +  i)(n4-2)  a  i  .• 

stabilisce  I  — — x  3  — « ,.  che  mercè  la  sosti- 
tuzione di  n^ì,  2,  3,  ec.  dà  la  serie  di  3'' ordine  3,  12,  30,  60,  105, 
108,  ec.  cui  corrispondono 

3,  9,  18,  30,  45,  63,  ec.  1*"  differenze 
3,  6,  9,  12,  15,  18,  ec.  2*^  differenze 
3,  3,    3,    3.,    3,     3,  ec.  3*  differenze 

n(n-|-l)(n+2)(n+3) 
Il  termine  sommaiorio  poi  si  esprime  da  5— TTTi x3  — 

n(n4-l)(»+2)(?i-f  3> 

r-T che  nel  caso  di  n»6  dà  per  somma  di  quei  sei 

.  .6.7.8.9  ^     .. 

termini— jpr 3.7.2.9-378. 
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Serie  de*  numeri  poligoni 

234'.  Considerando  le  progressioni  aritmetiche,-  che  cominciano  da  tino 
ed  hanno  i  successivi  numeri  i,  2,  3,  4,  ec.  per  differenza  d,  mercè  la 
somma  d«'  termini  di  ciascuna  di  èsse  si  ha  un  sistema  di  serie,  che 
diconsi  de'  numeri  poligoni,  essendo  4+ 2  il  numero  de'  lati  del  poligono; 
e  ciò  per  la  figura  del  rispettivo  poligono  regolare,  secondo  cui  possono 
disporsi  altrettanti  punti  quante  sono  le  unità  de'  rispettivi  termini. 

Cosi  la  progressione  f  1 .  2  .  3 .  4 .  ec-  dà  la  serie  de'  triangoli  1,  3,  6, 
10,  ec.  la  progressione  f  1 .  3.  5 .  7  .  ec.  la  serie  de'  quadrati  1,4,9, 16,  ec. 
che  si  vedono  qui  appresso  disposte 

fi.  2.    3»  4.    5.    6...  1,3,   6,10,15,21..  triangoli 

t1.3.    5.   7.   0.11. ..1,4.   9, 16, 25,  30...  quadrati 

f  1 .  4  .    7  .  IO .  13 .  16  ...  i  ,  5 ,  12  ,  22  ,  35  ,  51 ...  pentagoni 

i  1 . 5  .    9  .  13 .  17 .  21  ...  1 , 6 ,  15 ,  28 ,  45  ,  60 ...  esagoni 

f  1  . 6 .  11 .  16  .  21 .  26  ...  1 , 7  ,  18 ,  34 ,  55  ,  81 ...  eptagoni 

^  1 . 7  .  13  .  19   25  .  31  .  .  1 , 8 ,  21 ,  40 ,  65  ,  96>...  ottagoni 

ec-  ec.  ec. 

Il  termine  generale  di  qu^$te  serie  deve  corrispondere  alla  formula  del 

termine  soramatorio  della  progressione,  donde  prendono  origine,  espresso 

,     .                                                                                        2an  +  dfi» — dn 
in  funzione  di  a—  1,  d,  n,  ch'è  la  xiii  del  n."  166  s  — r * 

■  .        .  ,.  ,  2n  +  dn«— dn 

la  quale  nel  nostro  caso  diviene  T— ^ i  sostituendovi  i  sue- 

cessivi  valori  di  d  —  1,  2,  3,  4,  ec.  Si  può  anzi  con  maggiore  eleganza 
ritrovare  una  formula  generale  di  7  pe'  poligoni  di  m  lati  cioè  pe'  numeri 

mgoni^  supponendo  d  +  2— m  cioè  d  —  m— 2,  lo  che  dà  7« 

2n  +  (m— 2)  n»  —  (m— 2)n      (m— 2)n«  —  (m— 2—  2)n 

2  2 

(m— 2)n* — (m— 4)» 

5 ;  e  questa  formula  generale  di  Tei  somministra  l'al- 
tra anche  generale  del  termine  sommatorio  de'  numeri  mSoni  cosi  espressa 

(m— 2)5?a— (fi^— 4)S^  ^  (m— 2)n(n+l)(2w+l)  ^  3(m— 4)u(m-f  1) 
"  2  "  2.2.3  2.2.a  " 

tifM-fl) 

22^  (  (»»— 2J  (2n+l)— 3(m— 4)  ),  che  per   la  riduzione  del  2"  fattore 

in  (m— 2)2ri+m— 2— 3m  +  12— (m— 2)2»*— (2m— 10)  prende  Ir  forma  di 
w(n+l)  (  (m— 2)fi--(m— 5)  ) 

* 2:3  * 

Determinate  le  formule  generali  di  Te  5,  vi  si  possono  sostituire  i 
successivi  valori  di  m  —  3,  4,  5,  ec.  per  ottenere  le  particolari  formule 
dei  numeri  triangolari ,  quadrati ,  pentagoni,  ec,  che  si  trovano  qui  di- 
sposte 
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Triangolari 

n»  1  n 

n(»+l)(n+2) 
'                2.3 

Qttadrati 

T-^n*^ 

„  n(n+i)  (2n+l) 
*^           2.3 

Penìa  goni 

3n*— n 

„      n.(n+l) 

Esagoni 

r—  2a*— n, 

*-            2.3           ' 

Eptagoni 

5n« — 3n 

„  n(n+l)(6«-2) 
*"            2.3 

Ottagoni 

r—  3n*— 2n , 

„  n(n+l)  (2fi— 1) 
*"             2 

Ennagoni 

7n«— 5n 
'-        2      • 

„  n(n+l)(7n— 4) 
*~            2.3 

Decagoni 

r^  4n'— 3», 

„      n(n+l)(8.^5) 

2.3 


ec 


ec. 


E  si  vede  che  i  successivi  valori  di  7  formano  nna  progressione  aritr 


melica  crescente,  che  ha 


2 


per  differenza;  mentre  qaelli  di  S  ne  fot* 

n(n+l)(n— i)      ni^n 
mano  nn' altra,  di  cai  la  differenza  è jr-r —  — -z — . 

2.«l  o 

235.  Queste  formale  possono  valere  per  tutti  i  sistemi  di  simili  serie, 
che  provengono  da  progressione  col  1**  termine  costante  a  e  colla  diffe- 
renza a ,  2a ,  3a,  ec.  dovendosi  in  tale  caso  moltiplicare  per  a  i  valori 

di  5  e  r.  Così  per  es.  essendo  a  — 6  pe*  triangoli  si  ha  r— — a~^^: 
da  coi  si  deduce  la  serie  6,  18,  36,  60,  90  ...  proveniente  da 


f  6.12.18.24.30...,  e  vi  corrisponde  S^ 


n{n+i)  (n+2) 
2l 


X6- 


n(n4-l)(n+2),  che  per  t»--5dà  5—5.6.7  —  210,  ch*è  la  somma  ds'  cin- 
que termini  di  sopra. 

Osservazione.  Avendo  riguardo  alla  differenza  costante  m^-^2  della  pro- 
gressione primitiva,  da  cui  prendono  origine  le  serie  de'  numeri  poligoni, 
potrebbe  venire  in  mente  di  qualcuno  doversi  le  stèsse  comprendere  nella 
classe  de'  figurali  del  n"  233  ,  caratterizzandole  del  2.**  ordine  per  ra- 
gione della  2^  differenza  costante  m — 2;  ma  racilmente  si  discopre  l'equivoco, 
allorché  si  riflette  essere  1,  m-^'2,  m-— ^ec.  la  serie  delie  differenze  delle 
1'  differenze,  che  non  può  dirsi  dell'ordine  zero,  come  quella  che  ha  1  per 
1*  termine  e  non  già  m  —  2  ,  e  da  m  —  2  dovrebbe  principiare  la  serie 
dell'ordine  zero.  I  soli  triangoli  vanno  compresi  nella  serie  del  2**  ordine 
dei  numeri  figurati  propriamente  tali  (n.®  232);  perchè  in  questo  caso  di 
m  —  9  si  ha  m  —  2  —  1,  e  quindi  la  serie  1,  1  ,  ,1,  1  >  ec.  dell'ordine 
zero. 


aio 

Somma  di  akunt  serie  decreseenti  alVinfinilo, 

?d6.  Esistono  delle  serie  composte  da  termini  che  successi vamente  de- 
crescono senza  pervenire  giammai  al  loro  limite  cioè  allo  tero,  e  queste 
serie  si  dicono  decrescenti  all'inOnito.  Ora  in  oerlt  casi  l'algebra  ne  sa 
raccogliere  la  somma,  o  per  maglio  dire  ne  stabilisce  i  limite,  cui  que- 
sta somma  sempre  più  si  avvicina  con  prendere  degli  ulteriori  termini , 
e  che  non  può  mai  attingere.  (V.  Aritmetica  n.^  110);  e  noi  qui  veniamo 
in  1.**  luogo  considerando  la  progressione  geometrica  decrescente,  di  cui 
la  somma  è  capace  di  avere  un  limite  rispetto  al  numero  iniiniio  dei 
suoi  termini  La  progressione  geometrica  rappresentala  dalla  formula 
■H^aiaq:  aq*  :  aq^  :  aq^  :  ec,  è  decrescente  nel  caso  di  q  fratto  proprio 
(n.^  182),  e  se  i  numero  de'  termini  va  aU'inBnito,  si  può  senza  errore 
sensibile  considerare  come  zero  rultiroo  termine  cioè  f— 0;  ciò  eh' è  an- 
cora indicalo  dalla  nota  formula  (  — 09**-*',  la  quale  perla  supposizione 
din—  »  cioè  di  n— 1  —  00  dà  <  — o^*  — 0,  decrescendo  sempre  più  le 
successive  potenze  del  fratto  proprio  q.  Facendo  adunque  t*0  nella  for- 

tq — a  — a 

mula  del  termine  sompiatorto  a  •- (n.®  184) ,  si  oiiiene  a  —    —  ^ 

q—ì  q—i 


—  7-^-  ,  ch'è  k  formula  del  limite  0  come  dicesi  la  somma   di  un  nu- 
1—9 

mero  infinito  di  termini  della  progressione  anzidetta.  Si  può  per  maggior 
comodo  del  calcolo  indicare  *l  fratto  corrisponderne  a  q  con  supporre  q 

—  T  ,  da  cui  si  deriva  1 — ^■"l  —  r  —  —r-  ,  e  quindi  la  formula  supe- 

k — h  ah 

riore  si  trasforma   in  «  —  a  :  — r—  cioè    in   «  —  j-—. . 

111111        1 

Et,^  V.  Sia  data  la  progressione  ^  2  '  4  '  8  '  16  '  32  '  64  '  128  '  **^- 

decrescente  ali*  infinito,  e  se  ne  cerchi  la  somma. 

1  1 

Comparando  colla  formula»  si.ha  a  — -  ,   9  —  ^  0  sia  A— 1,i!(^9;  e  so- 

2^^ 

siituendo  ne  resulta  s  —  r^^r  —  1.  Dunque  tino  è  il  limite  della  somma , 

o  sfa  quanto  maggiore  è  il  numero  de'  termini,  tanto  più  la  loro  somma 
si  approssima  ad  1  ,  e  frattanto  si  è  sicuro  di  non  ottenere  mai  esatta- 
mente 1  ,  quantunque  la  differenza  sempre  si  possa  rendere  minore  di 
qualunque  assegnabile  quantità. 

Es.-  r.  su  I.  progrcssione^l:  i  •  J  =  S  =  iV  4  ^  oV  ìiS  =  §55  '  •«• 

1  2 
Si  ha  a-1,  A-l,  A-2,  e  s  -  .^3^:7-2. 


K       K        K  K  K  K  K 

E,.»  3».  Sia  la  progrcs.^5  ^  3  •  9  •'  37  '  S  '*  243  *  729  *'  2f87  '  ^*^- 

1  5.3        15 

Sosliiuendoa— 5,  ^— g  cioè  ^— i,  fc— 3,  si  ha  I  -i^  - — ^  —  -j- 

237.  La  formula  già  stabilita  $  —  r— j:  serve  per  convertire  le  fraiiom 

decimali  periodiche  in  ordinarie,  e  noi  facciamo  a  dedurne  le  regola  as- 
segnate al  ndm.°  108  della  nostra  aritmetica,  percorrendo  i  successivi 
casi. 

4^  Caso,  Considerando  la  frazione  de<:imale  propria  col  periodo  che 
principia  al  posto  dei  decimi ,  chiamiamo  r  il  nuhiero  de*  posti  del  pe- 
riodo ,  e  il  numero  assoluto  del  medesimo  :  in  questa  guisa  la  fraziona 
decimale  periodica  sì  esprime  dalla  segaeoto  progressione 

é^  é*  é^  éi 

^  io"'  •  icF-  •  iÓTr  •  io57  •    ec.   decrescènte   all'  inOnìto  ,   in    cui  èi   he 

a  -  ^  ,  q  -  ^, .  cioè  /i-1,  k-10^  e  quindi  $  -  ~-^  -  F,  che  de- 
nota la  frazione  ordinaria  equivalente  alla  decimale  data,  e  i  denomina- 
tore 10^ — 1  si  riduce  ad  un  numero  r  di  cifre  9  consecutive. 

i'*  Caso.  Esprimendo  per  a  l'intero  con  ritenere  la  stessa  nomenclaiura 
del  1^  caso,  si  ha  la  fraziono  spuria  decimale  così  indicata 

^  "^  Hr  "^  10^'     103' ■*"  10^'     ^' 

cioè  alla  somma  del  1°  caso  fa  d'uopo  aggiungere  a ,  ciò  che  dà  F  -^ 

a  jL.  — ~ —  —  ^  -,  ed  axlO'"4.  e  forma  '1  numero  assoluto  scrino 

^10^—1  10'— 1       '  ^ 

tino  al  periodo  inclusivamente» 

3°  Caso.  Sia  b  il  numero  assoluto  degli  s  posti  decimali ,  che  prece- 
dono gli  r  posti  del  periodo  ,  di  cui  il  numero   assoluto  è  e  ;  perciò  la 

b     ,       e        .         e        . 
frazione  propria  decimale  si  esprime  da  ^-^  +  ^Q»  +  r  +  -|o«+»'  "^ 

e         e 
Moltiplicando  l'equazione  per  10*  ,  si  ottiene  FxìO»  — ^  +  J5J'^{oT"r 

e  e  6X10"— ft+c  .  ..    „     6xlO'+c-6 

+  ip-r+  ec.-6  +  j5rZi ió^=r~'   '  ^"'"^'   ^-(lO'-l)xlo.' 

ed  appunto  bxiO''+c  forma  *l  numero  ^assoluto  scritto  sino  al  periodo 
inclusivamente ,  mentre  il   denominaiore  è  la  serie  di  r  cifre  9  col   se- 
guito di  s  zeri. 
4*.  Caso.  Ritenuta  la  segnatura  del  3**  caso,  si  dica  a  rimerò,  che  sì 

òXlC  +  c— & 
aggiunge  al  precedente  valore  per  ottenere  F-a+    ,|o»— Ijxiw*   "" 
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a><10|rH-+6xlO^^  ^^^^^^  .       .^.  ,^,   ,,,. 

(10^-1)X40«  * 

tnini  del  numeralore  'l  numero  aisoluto  icritto  sino  <U  periodo  inclusi' 
vamente,  e  '1  quarto  'I  numero  aesolulo  che  precede  il  periodo, 

K*»  Ca$o.  Sia  negl'interi  M  numero  assoluto  a  prima  del  periodo,  r— « 
il  numero  de*  posti  del  periodo ,  t  il  seguilo  de*  posti  decimali  del   pe- 

riodo,  e  il  numero  assoluto  del  periodo;  si  ha  0X10*^"»+  l5«'^*+Ì0«^ 
"*"  lOi^  "^  To»T3?  "*■  ^*^  ■"^'  raolliplicando  per  10»  ,  si  ottiene  oxiO' 
+  e  +  iJ;  +  j|:T  +  i^r  +  cc.-FxlO*  ,  0  sia  axW+c-^  jj^  - 
-FxlO»  ,  che   si   riduce  dietro  '1  moltiplico  per  10'  — i  alla   seguente 

^ ->FxlO<  ,  e  qumdl  si  ricava 

10'— 1 

axlO*'-«— axlO'-«+cxlO'""»      (oxlO'+c— a)xlO'- 1 .        . 

r 10^-1  -" io'-i '•"  '"'  '^ 

1**  fattore  del  numeratore  forma  la  differenza  fra  *l  numero  assoluto  scritto 
sino  al  periodo  inclusivamente  e  *l  numero  assoluto  che  precede  *l  pe- 
riodo, e  r  2**  fattore  dà  a  questa  differenza  il  seguito  di  tanti  zeri  quanti 
sono  i. posti  del  petiodo  negV interi, 

238.  In  2^  luogo  ci  facciamo  ad  esporre  una  serie  infinita  di  rrazloni, 
di  cui  i  numeratori  sono  in  pfogreSsione  aritmetica  crescente  ed  i  deno- 
minatori in  progressione   geometrica   pure  crescente ,  dosi  rappresentata 

h    6+d     6+2d    6+3rf  h^hd 
a      aq        aq^         aq-^        a^4 

e  diciamo  essere  la  somma  S  della  stessa  capace  di  avere  un  limile. 

Conciossiachè  si  può  la  data  serie  scomporre  nelle  seguenti  progres- 
aioni  geometriche 

h     h       b        b        b 

a    aq    aq^    aq»  aq^ 
d        d       d        d 

aq     aq'    ctq^    aq^ 

d       d        d 

3*    ' —  *.  — :  :  — 7  •    ce. 

aq*     aq»    aq^ 

d        d 

4"  — ^:  — -:  ce. 

ag*    aq^ 

d 

»a  ___   •     A|* 

aq' 

ec.  eCé 

1 
fbe  hanno  tutte  lo  stesso  quoziente  -  frazione  propria  giusta  l*  ipotesi  di 
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9>1,  e  sono  come  tali  decrescenti  atl'inGnito.  Se  ne  possono  adunque 

ak 
ottenere  le  successive  somme  per  mezzo  della  formula  s  —  ; — r ,  susii- 

/*•  -  h 

b 
toendovi  per  lotte  k-mi,  ik— g,  ed  in  particolare  per  la  1"*  -in  vece  di 

a 


aq'  ■' "  aq^  '  *""  ""  '   aq^  '  ■""  aq^ 


a,  per  la  2"  —  »  per  la  3"  —,  per  la  4*  —,  per  la  ** ^^^j,  ed  in  gene- 


.      d      .  .  bq 

vale — ir=7  0er  la  nituMì:  lo  che  dà  per  la  i"  «—  -7 — -7^;  e  facendo  la' 

ag      '  "^  '^  a{q — 1)  ' 

dq                       d 
sostituzione  generale  per  le  altre,  j—  —n^r, r^""     »-. r,  da  cui 

mercè  i  valori  di  n«l  ,  2,  3,  ec.  si  deducono  i  termini  della  progres- 

1 

sione  geometrica  di  quoto  -  decrescente  all'inBnito 

d  d  d  d  .  e    '• 

••  1 7T  •  ^»f»    4 \  '  r.^u»  '  4\  '  T^^IfT^ — T\  •  ®^    ch'esprimono  le  socccs- 

si  ve  somme  dèlia  2^,  3*^,  4"",  5"",  ec.  La  somma  di  questa   ultima  si  ot- 

d 
tiene  con  sostituire  nella  formula  di  sopra  -7 — 7,  tri  iccc  di  a,  ritenen- 

a{q-^i) 

dq 
do  i  medesimi  valori  di  A— 1,  A— g,  ed  in  questa  guisa  si  ha  <— -; — rr'y 

^  "  a{q—i)* 

alla  quale  si  aggfungè  là  sòm'ina  -; 7  della  l",  e  si  ricava  la  somma 

a{q~'i) 

bq 
totale  della  data  serie  espressa  dalla  seguente  quanlilà  s  — .    ,  -\- 

dq  bqiq — i)-\-dq 

1 77.  — ', TTT"  »  che  costituisce  i  limile  cercato 

Q{q — i)»  aKq — 1)«     ' 

13      5       7)^ 

E».  Sia  data  la  serie  ^,  -,   ^^,  ^-.    ^^,  ec. 

Comparando  colla  formula,  si  ha  6—1,  d— i,  a—')»  y^2,  e  sòsiiiucnd^r 

.      ..          1.2.1  +  22      « 
questi  valori,  5—  —    «  -.* i  —  -• 

il   .    1*  <J 

ARTICOLO  li. 

Del  metodo  d$'  toeffieitnti  indelerm  nati. 

%  239.  Siamo  debitori  al  celebre  Des  Cartes  di  una  invenziunc  importan- 
tissima, qual  si  è  appunto  1  metodo  de'  coefficienti  indeterminati,  che  si 
applica  ad  un'infinità  di  problemi  matematici,  e  fa  cui  mercé  si  s\ilup- 
pano  moltissime  serie.  Volendone  stabilire '1  fondamento  npproposito  delle 
serie,  è  da  ammettersi  la  distinzione  di  quantità  eostanti  e  variabili  nel 
senso  già  definito  al  n /*  200,  e  supporsf  l'esistenza  di  une  equazione,  di 

40 
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cdì  ogni  membro  contenga  le  rispettive  pol.-nzo  del  medesimo  grado  di 
una  variabile  per  es.  x  con  coefficienti  costanti  nei  modo  seguente 

A  +  Bx"^  -h-Cx"  +  Dx'  -h  ec.  -  a  -f  6«"  -»»  mj"  +  da:'  f-  ec. 
nella  quale  ipotesi  diciamo  dover  essere  identica^T  equazione  cioè  a  dire 
eguali  i  coefficienti  della  stessa  potenca  di  x,  il  che  impoirta  la  serie  del- 
l'equazioni A^a,  B^b,  C^e,  D^d ,  ec.  Conciosslachè  essendo  x  capace 
di  ricevere  tutti  ì  ▼alori  possibili,  ò  giocororza  cbe  Tudo  e  l'altro  mem- 
bro corrispondano  allo  sviluppo  di  due  funzioni  identiche  di  x ,  che  si 
abbia  cioè  A — a«*0,  B — 6—0,  C-^e— 0,  D — c<— 0,  ec;  altrimenti  si  potreb- 
bero ricavare  un  numero  limitato  di  valori  di  x  eguale  al  massimo  espo- 
nente dello  stesso  x,  ciò  che  sarebbe  contro  l'ipotesi  di  x  variabile. 

Per  isvfluppare  questa  dimostrazione  facciamo  riflettere  che  la  propo- 
Bilione  del  n."  60  rispetto  all'equazioni  di  1®  grado  si  estende  in  gene- 
rale a  qualsisia  grado; pofto  Vequattione  idenliea  A-f-Bx^-^ec.  ^a-|-bx°'4.ec. 
il  può  iostUuire  qualunque  valore  in  veee  di  x  per  verificarla ,  com*  è 
evidente»  ciò  che  forma  la  proposizione  diretta;  e  noi  proviamo  la  verità 
della  proposizione  inversa»  cioè  posto  x  rapace  di  tutti  i  valori,  l'equa- 
Mione  dev* teiere  identica.  Ed  in  vero  considerando  l'equazione  limitata 

^— a 
alle  V  potenze  d{  x  della  forma  A^Bx^a-{^bx,  se  ne  deduce  jp—  ■       ; 

0 — B 

0 
e  nel  solo  caso  di  A-^a,  B^b^  si  ha  d?— j:»  cb'è*l  simbolo  di  x  capace 

di  tutti  i  valori  (num.^  60).  Estendendo  l'equazione  al  T  grado,  si  ha 
J-fB«+ra?«— o+ftoj+cap',  che  può  mettersi  sotto  la  forma  (C — c)x*  + 
(B — b)x-j'A — a— 0;  e  nel  caso  che  ogni  suo  coefficiente  non  sia  jiero ,  si 
risolve  col  noto  metodo  (n.^  134),  dando  due  soli  valori  di  x.  Né  altri- 
menti va  la  cosa,  includendovi  le  3',  4'  potenze  ec.  di  ce,  non  possono 
in  simile  caso  esistere  che  due,  tre  valori  ec.  di  a; ,  che  si  determinano 
esattamente  o  per  approssimazione  co*  metodi  dell'equazioni  superiori.  Si 
appartiene  adunque  esclusivamente  all'equazione  identica  di  qualsisia 
grado  la  proprietà  di  dare  indeterminalo  o  variabile  i  valore  dell'  inco- 
gnita ,  e  quindi  giusta  le  regole  loicali  deve  aver  luogo  la  proposizione 
inversa,  cioè  posta  la  proprietà  di  x  variabile,  l'altra  necessariamente  ne 
conseguita  dell'equazione  identica.  Lo  che  ec. 

Gli  algebristi  sogliono  d'ordinario  dimostrare  questa  proposizione  con 
un  altro  artificio,  che  sebbene  sia  giusto,  lascia  nulladimeno  la  mente 
per  dir  cosi  arida*  Basi  ragionano  in  questa  guisa:  fra  tutti  i  valori  pos- 
sibili di  X  si  comprende  al  certo  lo  %ero ,  e  la  proposta  equazione  deve 
sussistere  per  x«*0,  ciò  che  vi  annulla  tutti  i  termini  contenenti  x«  ri- 
ducendola alia  forma  semplice  di  A^a;  dunque  i  termini  costanti  dei 
due  membri,  che  si  possono  riguardare  eome  i  coefficienti  di  jC**— i,  de- 
vono essere  eguali.  Togliendo  le  costanti  eguali  ^ ,  a  da'  due  membri , 
la  proposta  diviene  l?ap"+C«"+I>«'+ec.  — 6«"+cx°+i/«'+ ec.  di  cui  i 
successivi  esponenti  m,  n,  r,  ec.  si  possono  supporre  in  ordine  crcscen- 


aio 

clic  suol  trasporsi  lulla  io  un  membro  così 


x-i-hC  x^~\-hD  x^+ee,  )     n 
+kB      +kC  (*■" 


da  cui  si  argomenta  la  serie  deireqoazioni  1*  hA — a— 0,  che  di  A^  -r  ; 

— k        — k      a      — ak 

2*  htt'i'kA'-'O  cioè  B—  — r  i4—  — r  X  *-  —  — r  ;  ^  /»C+kB— 0  cioè  C— 

n  fi      n  ti* 

— k        — k      — ak         ak*  — k        — ak^ 

—B — ì;><  — «"+7^'  *■  ^'>+*<^-«  «  q"»n<>«  ^ — 1<^ ji? 

5"  ce.  E  senza  procedere  oltre  s'ioteode  dalla  forma  medesima  del  mol- 
liplico  pel  denominatore,  che  chiamando  P  e  Q  due  coefficienti  successi?! 
qualunque,  sono  gli  stessi  legati  per  mezzo  dell'equazione  hQ'\-kPmmO  che 

diresi  scala  di  relazione^  da  cui  si  deriva  sempre  P—  ~~kQ   ^'^^   ®^'*' 

k 

coeffìcienic  nasce  dal  precedente  moltiplicato  per  — r ,  manifestandosi  la 

legge  dal  2"  in  poi  cioè  dal  coefficiente  di  «. 

La  frazione  proposta  adunque  dà  origine  alla  serie  ricorrente 
a      ak        ok"^            aki 
~  —  fcT*"*"  TT"^' ^4  ^  "^  ^''  ^^^  costituisce  una  progressione  geo- 

metrica  del  quoto  — r-;  della  quale  si  può  stabilire  il  termine  n««mo  o 

generale  per  mezzo  della  nota  formula  l—a^'^'*'  (n.®  192),  aoglitneodovi 

a  — kx 

-  in  vece  di  a  e  9—  "ìT*  ®  *^  termine  sommatoria  dei  primi  n  termini 

# 

af7"+l) 
per  mezzo  deiraltra  «—  — -^^  (o.®  210.)  Che  se  fosie  stata  proposta 

a 

la  frazione  t — t  «  si  sarebbe  ottenuta  la  medesima  serie  ma  con  tutti  i 

Il — kx 

termini  positivi;  ciò  che  si  fa  chiaro,  cangiando  i  segni  de*  termini  con- 
tenenti le  potenze  impari  di  k  (n-**  79).  Ed  i  principianti  faranno  bene 
ad  esercitarsi  sopra  questo  esempio  ed  i  seguenti,  assegnando  dei  valori 
numerici  a*  coefficienti  postanti  litterali;  ciò  che  darà  loro  Tagio  di  con- 
templare diverse  serie  numeriche  soggette  alla  medesima  hgge. 

Si  osservi  in  fine  che  queste  serie  e  le  seguenti  si  avrebbero  potuto 
dedurre  col  noto  metodo  della  divisione ,  ordinando  all'  inverso  giq- 
sta  le  potenze  ascendenti  di  x;  ciò  che  non  può  produrre  nessuno  incon- 
veniente, essendo  primitivi  tptti  i  termini  del  dividendo;  e  cosi  ne  resul- 
tano frazionari  i  termini  del  quoto  sino  all'infinito. 

242.  Sia  data  la  frazione  col  numeratore  di  1^  grado  e  '1  denominatore 

a-\-hx  a-^hx 

di  V  della  Jormt  ;.^fa,^,^.>  «  si  «upponga  come  Mpr.  ^rp^qr^^.  - 

A-\'Bx-\-Cx'-{-Dx^-^  ec,  che  dietro  '1  moltiplico  pel  denominatore  può  met- 
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lùTsì  sotto  1«  seguente  forma  ordinala 


hA+hB 
—  6 


-{-lA 


-hkC 


as-fcec 


-.0 


b^kA 


e  si  argomenta  !•  M— a— 0...A— r  ;  2*  AB+M— 6— 0....B— --^  — 
frfc— aJk  — AH— M      — 6Wt+aA»       a( 

.  ;  ec.  E  senza   procedere  avanti  si  capisce  per  la  stessa 

ragione  del  moltiplico  pel  denominatore  dover  essere  tre  coefficienti  qua- 
lunque consecmivi  N,  P^  Q  legati  per  mezzo  della  scala  di  relazione 
hQ-\-kP -\- IN  ^  0 ,  in  modo  che  ogni  coefficiente  si  forma  da'  due  prece- 

—kP—lN 
denti  per  mezzo  deirequazione  !^— -r ;  e  questa  legge  si  manife- 
sta al  3"  coefficiente,  ch'é  quello  di  x'.  Che  se  nel  denominatore  man- 
casse il  termine  di  j;,  si  avrebbe  /c^O,  e  la  scal^  di  relazione  sarebbe 
così  modificata  hQ-^lN-^O.  cioè  ogni  coefficiente  dipenderebbe  da  quello 

di  due  posti  avanti  per  mezzo  dell'equazione  (^—  —:  N,  come  si  potreb- 

a-^-bx 
he  immediatamen^  ricavare,  operando  sopra  la  frazione  «  ,  •  ;■» 

n-f-lx 

Sia  data  la  frazione  col  numeratore  di  2°  grado  e  '1  denominatore  di  3** 

a-\'bX'\  ex* 

,  e  supponendo  al  solito  la  serie  A-^-Bx+Cx^-^-  ec.,  si 


h+k^-^lx*-^nhx^ 
ottiene 


hA+hB  x-^-hC 


—  6 


'\-hB 

+14 


jj3  +  ec. 


-0 


x*+kD 

■^kC 

—  e  I    4-*'^'^ 

In  questa  serie  la  legge  si  manifesta  al  4«  coefficiente,  eh* è  quello  di 
x^  f  che  dipende  dai  tre  precedenti  ec  ;  e  la  scala  di  relaiione  si  espri- 
me in  generale  da  hQ -\- kP  +  IN  -i-  mM  —  0 ,  che  dà  il  valore  dì  Q^ 

-^kP—lN-mM 

T .  Questa  scala  si  modifica  per  la  mancanza  de*  termini  d( 

X  ox*  nel  denomiuatere;  nel  caso  di  fc  0  ^  zero  si  riduce  a  /iQ-f  iiV-f-miftl—O 
0  purea  Ap-ffcP-i-miV"-0  cioè  a  Q— .  0  O— 7 ,  e  nel  * 

A  II 

ffijMr 

caso  dì  k  e  l  tulli  e  due  zero  a  Ai^+mjf— 0  cioè  a  0» — r— . 

Laonde  si  può  stabilire  19  generale^  ch'essendo  data  la  frazione  razlo- 

a+bx-^-cx* +fa°'"' 

naie  della  forma  y^^^_^^^. ,  ^u — »  si  po*  la  stessa  col  metodo 

de*  coefficienti  indeterminati  svolgere  io  serie  ricorrente  delle  successive 


a  1  i) 

che  suol  irasporsi  lutla  io  un  membro  cosi 


HA+hB 


X'\-hC  x'-l-AZ)  a;5+ec.  )     . 


da  cui  si  argomenta  la  serie  dell'equazioni  1*  hA — a— 0,  che  dà  A^  t  ; 

— k        — k      a      — ak 
2*  AH-I-M-O  cioè  B 7  A r  X  t  -  —r  ;  3*  hC+fcB-O  cioè  C— 

— k        — k      — ak         ak*  — k        — ak^ 

-jB — h^'^^'^+w''  *'  ^'>+*c-o  «  q^»"*'»  ^ — i^^ ^5 

;r  ce,  E  spnza  procedere  oltre  sintende  dalla  forma  medesima  del  mol- 
lipliro  pel  denominatore,  che  chiamando  P  e  Q  due  coelBcieoti  successivi 
qualunque,  sono  gli  stessi  legati  per  mezzo  deirequaiione  fcQ-f /sP— 0  che 

/t 

difesi  scala  di  relazione,  da  cui  si  deriva  sempre  P—  ~-rO  cioè   ogni 

fg 

copfUcirntc  nnsce  dal  precedente  moltiplicato  per  — r ,  manifestandosi  la 

legge  dal  2"  in  poi  cioè  dal  coefficiente  di  9- 

La  frazione  proposta  adunque  dà  origine  alla  serie  ricorreole 
a      ak        ok'*            ak^ 
j  —  rr^"^  7T^* A4  ^^  "^  ®^''  ^^^  costituisce  una  progressione  geo- 

— kx 
metrica  del  quoto  — r-;  della  quale  si  può  stapìlire  il  termine  n^imo  o 

generale  per  mezzo  della  nota  formula  t^aq^"^*  (0.^  1^2),  sostitueodovi 

a  — kx 

j-  in  vece  di  a  e  7—  — ^,  e  '1  termine  sommatorio  dei  primi  n  termini 

af7"+i) 
per  mezzo  dell'altra  «-« — ^^;t—  (o.»  210. J  Qhe  se  fosne  stata  proposta 

a 

la  frazione  7 — p ,  si  sarebbe  ottenuta  la  medesima  serie  ma  con  tutti  i 

h — kx    -  \ 

termini  positivi;  ciò  che  si  fa  chiaro,  cangiando  1  segni  de'  termini  con- 
tenenti le  potenze  impari  di  k  (n.**  79).  Ed  ì  principianti  faranno  bene 
ad  esercitarsi  sopra  questo  esempio  ed  i  seguenti,  assegnando  dei  valori 
numerici  a'  coefficienti  postanti  litterali;  ciò  che  darà  loro  Tagio  di  cou^ 
templare  diverse  serie  numeriche  soggette  alla  medesima  hegge. 

Si  osservi  in  fine  che  queste  serie  e  le  seguenti  si  avrebbero  potuto 
dedurre  col  noto  metodo  della  divisione ,  ordinando  all'  inverso  giu- 
sta le  potenze  ascendenti  di  w;  ciò  che  non  può  produrre  nessuno  incon- 
veniente, essendo  primitivi  tutti  i  termini  del  dividendo;  e  cosi  ne  resul- 
tano frazionari  i  termini  del  quoto  sino  all'infinito. 

242.  Sia  data  la  frazione  col  niimeralore  di  1*^  grado  e  '1  denominatore 

a-\-hx  a-j-bx 

di  2«  della  iorma  /^^j^^/^.,*  «  si  supponga  come  sopra  ^rjrj^^p^.  - 

A-\'Bx+Cx*-\-Djr^+  ec,  che  dietro  '1  moltiplico  pel  denominatore  può  mei- 
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tersi  sotto  la  seguente  forma  ordinata 


+kA 
—  6 


x+hC 


+kC 


-\-lA\     +IB 


a  b — kÀ 

e  8i  argomenta  !•  Aii— a— 0...A— -  ;  2*  *B+fci*—- 6— 0....B— — ^  — 

bh^ak         .     .                               —kB—lA      —bhk-^ak*       al 
-p-;  3»  AC+ftB+M-O....C ^ - 

^hk+ak^-^ahl  ..    .        , 

;  ec.  E  sema   procedere  avanti  si  capisce  per  la   stessa 

ragione  del  moltiplico  pel  denominatore  dover  essere  tre  coefficienti  qua- 
lunque conseciUivi  N,  P^  Q  legali  per  mezzo  della  scala  di  relazione 
hQ-\-kP -{•  IN -^  0  f  in  modo  che  ogni  coefficiente  si  forma  da'  due  prcce- 

—kP—iy 

denti  per  mezzo  deireqnazione  Q— r ;  e  questa  legge  si  manife- 
sta al  S*'  coefficiente,  cb'è  quello  di  x^  Che  se  nel  denominatore  man- 
casse il  termine  di  a; ,  si  avrebbe  k^O  ^  e  la  scalai  di  relazione  sarebbe 
cosi  modiOcata  A^-j-JiV—O.  cioè  ogni  coefficiente  dipenderebbe  da  quello 

di  due  posti  avanti  per  mezzo  dell'equazione  Q^  — r  N,  come  si  potreb- 

a-^hx 
he  immedlatamen^  ricavare,  operando  sopra  la  frazione  «.     .  ;« 

«    * 

Sia  data  la  frazione  col  numeratore  dj  2°  grado  e  '1  denominatore  di  3** 

a+ftx-f  ex* 

,  e  supponendo  al  solito  la  serie  A-{'Bx'{-Cx»+ tc,f  si 


ottiene 

hA+hB  x+hC\x*+ kD 

— a+*^    -hkBÌ     -\-  kC 

-6     +«4     +«J? 

—  e  I     -l-*'^'^ 

In  questa  serie  la  legge  si  manifesta  al  4^  coefficiente,  eh' è  quello  di 
xi  t  che  dipende  dai  tre  precedenti  ec  ;  e  la  scala  di  relazione  si  espri- 
me  in  generale  da  hQ-^kP  +  lN  +  mM  —  0 ,  che  dà  il  valore  di  0  — 

^kP—iy—m.n 

7 .  Questa  scala  si  modifica  per  la  mancanza  de*  termini  d| 

X  ox*  nel  denominatere;  nel  caso  éìko  l  zero  si  riduce  a  hQ-^lN-^tn9t^0 

^    ^    .   ,              — *iV— inAf            — AP— mar 
0  purea  hQ+kP-\-fnM"-0  cioè  a  Q—  ;  o  p— r ,enel 

— •>•  iw 

caso  di  At  e  i  tutti  e  due  zero  a  A^+mJf— 0  cioè  a  0— — r — . 

A 

Laonde  si  può  stabilire  ip  generale^  ch'essendo  data  la  frazione  razio- 

a+bx-j-cx* 4-/3?°'"' 

naie  della  forma  y^^^_j.^^. ,  ^~ò — »  si  può  la  slessa  col  metodo 

de'  coefficienti  indeterminati  svolgere  io  serie  ricorrente  delie  successive 
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aritmetica  m,  m+n,  tn-^^n ,  ec.  cioè  si  abbia  a;  —  fc  +  ay"*  +  6^"*+"  + 

X — k 
cy"*^"'"+dy""*"3"+  ce.  che  facendovi +v  può  mettersi  sotto  la  for- 

ò  '     «0  d 

ma  (D)  ui^y^+  -  J"+^  +  l-  y™-+-»»4-  -  ^"+3"+  ce.,  e  si  cerchi  di  espri- 
mere y  in  serie  di  potenze  ascendenti  di  u  giusta  la  forma 
(E)  y+^u«+i?u^-fCv^+X)tt$+eC:  che  dicesi  serie  inversa  o  di  ritorno 
rispetto  alla  data  (D). 

Dae  specie  d'indeterminazioni  esistono  nella  serie  (E),  la  1^  per  gli  e- 
sponenti,  la  2*^  pei  coefBcienii,  e  non  ci  ha  altri  mezzi  onde  toglierle  che 
quelli  di  fare  le  potènze  m,  fn+n,  ec.  di  y  cioè  della  serie  (E)  per  so- 
stituirle in  (D);  di  mettere  a  colonna  i  termini  dello  stesso  esponente  di 
u,  seguendo  la  legge  de'  successivi  aumenti  degli  esponenti  secondo  la 
ipotesi  (»H  miti  va  de'  riumefì  d,  fi,  y,  ec.  crescenti;  e  di  eguagliare  a  sera 
1q  colonne  si  in  riguardo  agli  esponenti  che  a'  coeiBcieuti  per  definire  i 
Valori  degli  uni  e  degli  altri.  Trattando  in  1°  luogo  degli  esponenti,  seb- 
bene una  simile  investigazione  debba  a  prima  vista  sembrare  complica- 
tissima ,  pure  ci  verrà  fatto  di  trattarla  in  modo  assai  seitipUce ,  dimo- 
strando in  generale  dover  essere  a,  ^,  y,  ec.  in  progressione  aritmetica, 
di  cui  si  determina  la  differenza  In  funzione  di  ni  e  n,  e  'i  1®  termine. 

A  quest'oggetto  veniamo  sviluppando  le  potenze  indicale  di  (E)  per 
mezzo  della  formula  del  binomio  (  n.°  87  ) ,  limitandoci  per  ora  ai  sol2 
esponenti,  del  seguente  mòdo  y**— (tt*;*"-f-(tt*J'"'^'(ttf*-f-u>  +  u'>-f  ec.')-^ 
(w^)'"■"'(ui^-|-M>'+ ec.)*+(«*)"'"'5(u/^+My  +  cc.)5+ec.  e  noi  notiamo  qui 
appresso  gli  esponenti  di  u  degli  sviluppi  de'  successivi  termini ,  cui  sf 
riferiscono  1  N.<  l"*,  2*",  ec. 

TaVoia  1"  di  y".      . 

ao  «/|rt— 1)+  fi,  «(m— l)-|-y,  *(m— 1)+5,  ec. 
30  ^(^_2)4^^^  «{m— 2)+/3+y,  ec. 

Cangiando  m  in  m+Uf  si  forma  la  seguente 

Tavola  2*  di  y«"+°. 

i°  «(m-f  n) 

2®  oi{m-hn — 1)+  j3,  «[ni+n— i)+y,  ec. 
3<>  «{m+n— 2)f2j3,  oi[m+n — 2)-hj3-|-y,  ec. 
V^  «(m-f  «— 3)+3/3,  «(m+»— 3j+2^+y,  ec. 

e  mercè  '1  semplice  cangiamento  di  ti  in  2fi ,  3n ,  ec.  si  formano  le 
seguenti 


3^ 

Tavola  3"  di  y~H-»". 

1^  *(m+2n) 

^  «{m+2n— •!)+  j3,  «(m+2n— l)+y,  ec. 
3^  «(m+2n— 2)+2^,  «(m-f2fi— 2)+jS+y,  ec. 
4^  «/m+2n— 3)+3^,  «(m+2n— 3;+2/3+y,  ec. 

Tavola  4*  di  y^H-S". 
l*'  «(m+3n) 

2^  «(iw+S»— i)+  /S,  «(m-h8fi— l)+y,  ec. 
3^  *(m+3n— 2j+2/3,  «{m+3tt— 2)+/3+y,  ec, 
4*>  *;m+3«— 3)+3j5,  «(fw+3n— 3)H-2/3+y,  ec. 

E  cosi  per  le  altre  potente  di  y. 

Dall' ispetiODe  di  queste  tavole,  avendo  rignardo  all' ipotesi  di  j3>a , 
y>B  t  5>y ,  ee.  si  capisce  1^  che  in  ogni  tavola  1  soccessivi  esponenti 
dello  stesso  n.^  e  quelli  similmente  posti  nei  n.l  consecutivi  procedono 
in  ordine  crescente;  cosi  per  la  tavola  1^  si  ha  ft(fyH-l)^y>A(m-<-l)+|39 
«(•iv^l)-f«>fli(in^i)i-y,  ec.  «(m— l)+/5>*m.  «(mr- 2)+2j3>«(m— 1)+/5, 
fli(m—3)+3/3>fli(m— 2)^2/3,  ec...  «(m— 2)H-/3+y+«(fn— l)+y,  «(m— 3)+ 
2p'\-y>at{fn — 2)+/J+y»  ec.  2**  Nelle  successive  tavole  gli  esponenti  sl- 
DiilmeDle  posti  de'  n.i  eguali  sono  pure  io  ordine  crescente:  così  pei 
n.»  l.i  si  ha  ji(mH-ti)>fltm,  a(m4-2n)>fli(m+n),  a(t|i+3n)>a(m+2n),  ec; 
pe'  n.i  2.i  «(m+n— J)-{-^>flt(m— 1)+^,  «(m+n— l)+y>a(m— l)+y,  ec. 

Si  devono  ora  sostituire  queste  potente  di  y  nella  data  serie  (D),  met- 
tendo  a  colonna  i  termini  dello  stesso  esponente  di  u;  ma  siccome  », 
$,  y,  ec.  sono  indetermjnfcti ,  cosi  non  si  possono  a  colpo  d'occhio  sco- 
prire le  rispettive  eguaglianze  degli  esponenti.  Determinato  però  li  loro 
ordine  ascendente,  ci  facciamo  a  scegliere  due  serie  di  esponenti  e  com- 
pararle di  seguito  giusta  T  ordine  stabilito,  snpj)onendo  eguali  'i  minimo 
di  una  serie  e  'I  minimo  delPallra,  ed  iodi  definire  i  valori  di  a,  ^,  y,  eo. 
La  1*^  serie  si  può  formare  da'  l.i  termini  delle  tavole  superiori  am, 
ft(in+n},  a(m+2n},  a(m+3n),  ec.  e  la  2*  dal  2**  termine  della  tavola  1* 
«(11^— 1)+|3,  »{m — 1)-Hy,  «(wi — 1)-*-5,  ce;  il  1*  esponente  am  della  1*  se- 
rie è  certamente  il  più  piccolo  fra  tutti  gli  esponenti  del  2**  membro  del- 
l'equazione (D) ,  e  quindi  si  compara  coli'  esponente  1  di  u  del  1*^  mem- 
bro, ph'é  'I  minimo  fra  i  numeri  interi,  supponendo  am^l,  che  dà  a«-  —; 

•  in 

il  2*  esponente  «(m+n)  della  1*  si  compara  col  1**  a(m — i)-\.p  della  2* 
e  cosi  di  seguito,  onde  si  stabilisce  la  seguente  serie  deireqnazioni  e  dei 
corrispondenti  valori 

«ffn+2n)--fli(in — l)-f  y..  .y— «+2«» 
jJ^m-^-^ònS-^aiIm — lj+ò...d--3i4.3«u 
ùtlm-k-knj^oLlm — 1  )+« . ..  s--«c-f 'i  jt/i 
ce.  ec.  41 
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Si  argomenta  da  ciò  che  gli  esponenti  a,  ^»  7,  ec.  sapposti  nella  serie 

(E)  Tormano  ana  progressione  aritmetica,  di  cai  il  1®  termine  è  «—  ---* 


e  la  differenza  «»—  —  »  in  modo  che  sì  ha  «—  — ,  p—  --— - 

II*  fW  f» 


y- 


m 

1+2» 
m    • 


l+3n 


lH-4n 
4^ •  ec« 


m  m 

Né  qaesto  è  tatto:  per  dire  possibile  la  serie  di  ritorno  (E)  è  gioco- 
forza che  gli  altri  esponenti  delle  tavole  per  la  sostitaiione  di.a,  ^,  7,  ee. 
diano  uno  de'  valori  della  1*  serie  «(m-f-n),  a{m-^2n),  «(m-fSn),  ec. 
che  sono  giusta  1  sistema  delle  precedènti  equazioni  gli  esponenti  delle 
colonne  di  (D)  a  principiare  dalla  2*;  altrimenti  l'equazione  (D)  diviene 
assurda,  come  quella  che  contiene  qualche  termine  isolato  di  potenza  di  ti 
che  va  a  M9rOf  o  qualche  colonna  dello  slesso  esponente  di  u  non  com- 
preso nella  1*  serie,  che  somministra  una  nuova  equazione  fra  coelBcienti 
già  determinati.  E  noi  diciamo  che  questa  condizione  si  verifica. 

Ed  in  vero  se  ci  piace  di  mettere  a  colonna  gli  esponenti  delle  tavole 
di  sopra  dietro  la  scorta  del  loro  ordine  ascendente,  si  ha  con  iscrivere 
di  seguito  I  num.  1",  2°,  ec.  a  principiare  dalla  2*  colonna  la  seguente 
tavola  (M) 


1.1  a(m+n) 


«(m+2n) 


2.i  «(m— l+)|3a(m+fi— 1)+/3 

«(m-l)tr 


3.» 


^(m— 2)+2j3 


4.i 
ec. 


ft(m+3n)  ec. 

fli(m+2n^l)+j3  ec. 
x{fn-{-n — l)+y  ec. 
«(m — 1)+5         ec. 

«(m+»— 2ì+2^  ec. 
f{m-'2)-\'Pf7    ec. 


«(«— 3)4-3/3       ec. 
ec.  ^c. 


£  si  può  far  la  prova  che  la  sostituzione  de*  valori  di  a,  ?f  7,  ^*  ec. 
converte  questi  esponenti  in  quegli  situati  alla  testa  delle  rispettive  co- 
pnne:  difaUo  si  ottiene  ùi(m'\-n^i)+?'^A{m-\-n:^i)+»{n'{-i)'^aL{m-^2n), 
«(•»— 2)  +  2|3-.ji(m^2)+  oi{%n  +  2)-fli(m  +  2»),  m(m  +  2»— 1)  +i3  - «(m  + 
2»— l)  +  «(«+l)-«(m-f3n),  «(m+«— l)  +  y-«(«  +  n— l)+fl^(2n+^)- 
flt(m+3n),  flc(m+n— 2)+2i3-ji(m+fi— 2)H-«(2n-f2)-«(m+3n),  «(m-2)  + 
j3+y_fli(m— 2)  +  «(n+l)+«(2n+l)-fli(m+3n),  <»(m— 3)+3j3-«(m— 3)  + 
a(3n+3)*a(m4r3»),  e  con  un  poco  di  pazienza  si  può  estendere  la  prova 
alle  ulteriori  colonne. 

m 

Ora  sì  che  siamo  in  dritto  di  conchiudere  che  data  la  urie  (D)  cogl^ 
esponenti  della  variabile  in  progreuione  aritmetica ,  è  sempre  possibile 
di  ritrovare  la  serie  (E)  di  ritomo  eogH  ejponenft  pure  in  progressione 
aritmetica  e  determinati  come  sopra. 

Osservazione.  Fra  gli  scrittori  di  matematica  il  solo  Francoeur   pare 


aas 

che  abbia  inteso  *1  bisogno  di  dire  qualche  cosa  salla  legge  degli  espo- 
nenti della  serie  (E);  ma  lasciando  stare  ch'egli  considera  i  caso  particolare 

^  1  1    . 

della  sene  (D)  y  —  à  ^*+  ?  ^^+  T  ^  +  ec.  la  ragione  che  ne  dà  in  que- 
ste parole  a  gli  esponeiUi  di  x  nel  valore  di  j  euendo  in  progresHone  per 

differenxap  a,  ^,  Y devono  godere  della  medesima  proprietà  ^  imper^ 

eioeehè  formando  %*,  x^, gU  sviluppi  soddisfaranno  ancora  a  questa 

condizione  »  non  presenta  alla  mente  del  lettore  alcun  senso  che  sia  intel- 
ligibile (1)  e  la  2^  edizione  del  J819  al  n.'  590. 

246.  Trattando  in  2"  luogo  de*  coeficienti ,  wtn  si  deve  far  altro  che 
rendere  completi  gli  sviluppi  delle  potenze  m,  m-f  n,  ec.  di  y«  che  finora 
abbiamo  considerato  In  riguardo  a'  soli  esponeoti:  anxi  al  può  immedla- 


I-i*» 


temente  operare  sopra  la  serie  (E)  ridotta  alla  forma  y^^Au^^  Bu 

I  -Hi*  »  -H3<i, 

+Ctt  ™  -hthi  ™  +ec.  giusta  la  legge  già  definita  per  gli  esponenti; 
lo  che  renderà  più  facile  la  formazione  delle  colonne  di  (D) ,  converten- 
dosi gli  esponenti  1,  «(m-f  n),  a(M+2n),  ec  di  ti  della  tavola  superiore 

m-^n  m+2n 

(M)  in  <,--—>     ^     ,  ec. 
m  m 

Prima  d' intraprendere  1  caleolo  si  rifletta  dover  esser  tino  il  1°  coef- 
ficiente A  ;  perchè  il  1^  termine  di  y™  cioè  A'^u  va  comparato  col  ter- 
mine tt  del  1"  membro  di  (D)  a  tenore  del  raziocinio-  di  sopra,  e  l'equa- 


f 


zione  A^^X  dà  A^\.  Onde  si  ha  la  serie  più  semplice  (E)  y  — u"'-f- 
Bu  "•  -t-Ctt  ^  +i>tf  °>  4-  ec.  di  cui  si  forma  la  potenza  n»  in  questo 
modoy"-V«'"y    +mVt«'"A        ^Bti  "'  -hCu    "    +DÙ   ~     -»-ec./+ 


2 

— — ^ '-\u'»)        \b*  »  -t.ecJH.ec.-w". 


mCu    *"     ^mDu    ™     .+.  ec. -f. -5-- — -'B'u    ■"     ^m{m^i)BCu    " 

m(m— l){fii— 2)       ^2^2^ 

_^cc.-f.-     — -— B^u    "'     H-ec.  e  noi  ci  limitiamo   per  ora  al- 

2i3 

m^3n 
responeate  — - — ,  trascurando  i  termini  di  maggiore  esponente. 

(1)  V.  Comri  compM  de  mathiwMtiquei  pwf'es.  Parte  Mticccix,  tom.  2,  n.»  582, 
e  la  2  tdiz.  del  1919  al  n.  596. 
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Cangiando  m  in  m+n ,  si  ottiene;  ff^^'^^u    "*   ^{rn^nìBu 


ni 


2 


+  ec.  dalla  qaale  mercè 


l'aamenlo  di  n,  9n,  ne'  fattori  de'  coefficienti  e  negli  esponenti  si  deda- 

m>^*n  m  •4*  su  m-H  in 

cono  y"-*-*"— 1«~"^»     +(m4-2n)Fti""™     +ec...y™'+sn«.||    «     +ec. 

Questi  valori  si  devono  sostituire  nella  serie  (D)  w^y"^  +  -  y*"  +    + 

e  d 

-  y"  ^  *■*  +  -  y"  -»•*"  +  ec.  la  quale  dietro  questa  operaiione  diviene  «  — 


i+mj> 


b 


a 

iw(m--i) 


bB 


a 


u 


m4.«i» 
m 


mD 

wi(m-l)(in-2) 

■     2l  ^ 

bC 
{m  t-n)  — 

(m4-n)(m4-n— i)»B« 

2  a 

cB 

(m+2n)  — 

li 


u     " 


e  questi  coefficienti  si  appartengono  a'  termini  di  cui  gli  esponenti  sono 
segnati  nella  tavola  (M)  di  sopra. 
Eguagliando  a  zero  le  successive  colonne,  si  ha 
b  —6 


1*  mB-}--  —  0...B—  — . 


m{m — i)  bB      e  — (m— 1) 

2«.  mC  +  — ^-^ B*  +  (m-{-n)  —  + 0...  C -^ — - 

2  a       a  2 


Xl>' o_      (2m+2ri~m+i)fe> c_     (m+2n+1)6>— 2acm 
a»m*      am               2a*m*                am  2a*m*  ' 

3.»  mD+m(m— i)BC4- -^^ ^3 -B^+Cm+n)— +  ^  2    ^ 

X6B*              ^  .<?*      <* 
+   m+2n)---+ — 0 
a                      a       a 

^    ,       .,  V    *    Y  (*"+2n+l)t»— aocm      (m— l)(m— 2}  w    6s 

^-^*"""^^  ;^  —  A  2ÌI;;;;         "^       2I       A  iJS^  "■ 

X(m+2n4-l)&'— 2a(cm       (m+n)(m+n— 1)  w   6»  \/ 
iS»;;^ i Aó»mi+  ("•+2";X 


b€           d 
"— T ridacendo  al  comune  denominatore  2.3a*mS  i  fratti  ed  ese- 

goendo  le  moltiplicazioni,  si  hanno  ì  seguenti  coefficienti»  di  cui  ai  nota 

la  riduzione 

1."*  GoelBcienli  di  b^ 

+3m»+  6mfi-~6n^3 
+  m*— 3m  -f2 
7-3m*— 9inn — 6n«^3m-3A 
— 3m» — 6mn — 3n»4-^*'>+3*^ 


— 2m'— 9mn— 9n*— 3m— 6ti — 1 

2.**  Coefficienti  di  abe 

— 6m*+  6m 
4-6m*4-  6fnn 

+6m«+18mn+6in/ 
e  quindi  si  ottiene 

^+  ^17»^.  ((2m«+9mn  +  9n*+3fn+6n-f  1)6*  — (6m«  +  i8mri  ^-Cmjaftcf 


2.3aSm3 


— 1 


+6m*a»rf)-     ^^3^3  ((m4.3h+l)  (2m+3n+i)65— 2.3m(m+3n  +  i)ahe-h 

2.3m*a*d\  scomponendo  in  fattori  i  coefficienti  con  risolrere  le  due  equa- 
zioni di  2''  grado  rispetto  ad  m*  (n."*  142). 
Volendo  calcolare  il  coefficiente  E  ,  si  suppone  nella  serie  (E)  il  ter- 

»-f-4"  «H-4» 

mine + Cu  "  ,  e  si  deve  formare  la  5"  colonna  di  t»  ™  ,di  cui  ci  fac- 
ciamo ad  assegnare  i  termini,  avendo  riguardo  alle  potenze  m,  m+n,  ce. 
di  y. 


Per  y 


-4~  mÉ 
in(n^-l) 


^fii(m— 1)BD 

m(m— l)(m--2) 

-^ 2 

m(tii-l)(tii-2)(m-3)  ^^ 

+ 2.3.4  ^^ 

Per  y"+*" 


(m+2n)-C 

(m+2n)(m+an— 1)  e  ^^ 
2  a 


Per  y™-*-" 


-^(m+n)  (m+n— i)-/^C 

(m+n)(m+n— 1)  (in(2— u-f  6    . 
-^ U a^' 


Per  y"+s» 


(m+3n)  -  B 
a 


Per  y"'+^' 


e 
a 


3M 

t^rocedendo  collo  stesso  metodo  di  sopra,  si  egoaglii  a  «ero  la  somma 
di  questi  termini,  si  ricava  il  valore  di  E,  io  cui  si  sostitoiscono  i  va- 
lori di  B,  C,  D,  si  ridacooo  i  fratti  al  medesimo  denominatore,  e  cosi 

si  previene  t  determinare  il  seguente  valore  di  ^—  ^  3  404^4  ((w»+^'* 

+l)(2m+4«+i)(3m+4n+1)M— 3.4m(m+4n+l)(2m4-4n+l)a6»c+  ... 
2.3  4m«(m+4n-M)a*6d4-3.4m«(m+4n+la«c*— 2.3.4m3a5«). 

Nello  stesso  modo  si  possono  definire  gli  ahri  coefficienti  dietro  la  for- 
mazione delle  ulteriori  colonne ,  sebbene  il  calcolo  debba  resultare  lun- 
gbissimo  ohre  ad  ogni  iroaginare.  Sostituendo  adunque  i  valori  dei  cof- 
ficienti  A ,  B  9  C ,  Df  E,  8Ì  ottengono  i  primi  cinque  termini  della  for- 

L        b      i±?. 
mula  generale  della  serie  inversa  (E)  y—M  ■  —  —  ti   «  t  ••• 

(m+2n+i)6«— 2mac     l^tli,  1 


a 


11!. 

2.3m(m+3n+l}a6c+2.3m»ftrfd)u     «     +  ~  ^  (  (tu  +  4n-f  4)  (2m  + 

4n+l)(3m-!-4M+l)M— 3.4m(m+4n+l){2iiH-4n+1)a*»c+2.3.4m*(m+4n 

+  i)a*6rf+3.lm*(m+4n-f.i)a'c'— 2.3-4m^<i5e)u      ™     —  ec. 

E  sebbene  dall'ispezione  de'  successa i  coefficienti  di  questa  serie  possa 
vcnrre  in  mente  essere  gli  stessi  saggciti  ad  una  qualche  legge ,  pure 
non  ci  è  permesso  df  ciò  defi^nire  ,  mancando  gli  ulteriori  termtnt  ;  la 
fegge  però  si  manifesta  nelle  applicazioni  nunierrchey  in  cui  è  data  una 
serie  di  legge  conosciuta,  al  quale  oggetto  bastano  i  primr  termini  della 
fòrmula  generale  della  serie  inversa. 

247.  Questa  formula  gèfierafs  si  suole  d'ordlnarlb  rendere  più  sem- 
plice, sostituendo  i  valori  numerici  di  m  e  n;  e  noi  ci  facciamo  a  stabh 
lire  i  seguenti  due  casi. 

i°  Caso,  m— 1,  n— 1. 

ò  e  d  e 

La  serie  data  diviene  (D)  u-^y  +  -  y*  +  -  y^-f  -  y4+  -  ys  ^  ec. 

b 
alla  ^ualé  dotrà  corrispondere  la  serie  di  ritorno.  (E)  y— u u>.^  ... 

26*'— ac    ,     5*'— 6a6c+a'd  1464— 2la6'cH»-6a»6d-F.3aV*— «s^ 

—  tis tt4  -h ,  y«— 

a*  a3  a^ 

ec',  che  si  trova  calcalota  sino  a  note  termini  nella  trigonometria  del  Ga- 
gnoli. 

Afplieaxione  /".  Sia  data  la  scric  (D)  w— y — ry*  -J-^y* —  j  y4  -f  jy*  +  ec. 
(1)  V.  Gagnoli  tu  francete  t  ediz.  p.  46 
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^     -.1  1—11 

Stabilita  la  compa razione,  si  ouiene  tì^J ,  fr—  — r ,  a—  ^,  a—  — j,  #  —  -i 

ec;  e  mercè  la  loro  sostitazioDe  9i  derivano  i  segaenti  coefllcieDti 
1  i       i       1      1       3—2  1 


*^     a^f  ^"■^^4""3"2"'3'"2.3""2T3'  ^"  '* 

2.4         A2A3      4""      2.3.4      "  2  3.4  •  ^  "*  2.2.4      3.4      2.4"^ 
3        1       105—210+90+40—24      235—234  1 

'3.3  -^5 2.3.4.5 "sr3.4X  "  OT? '  '^""^"^  **  *"• 

1  1 

di  ritorno  corrispondente  alla  daU  serie  (D)  sari  (E)  y— ti^. K^^-^-^V*^'^ 

1  i 

u4^r — r— ti»~*~  ec.  di  cui  è  assai  manifesta  la  legge,  esprimen- 


2.3.4     ^2  3.4.5 

1 
dosi  il  suo  termine  generale  0  n*»«»w  da  —3  ^—  t*".  Che  se  I9  serie  dat# 

1111 

fosse  stata  (D)  w— y"*'  s  y«-»-  3  y*"*"  j  y^*  ^  y*-f-  «e.  si  sarebbero  ottener 

ti  i  coefficienti  Jl,  C,  I>,ee.  alternativa  mente  negativi  e  positivi  cogli  stessi 

1  1  1 

valori  di  sopra,  e  quindi  la  serie  inversa  (E)  y— u— 5  ***'^2'3"*^2T4  *'^"*" 

1  1 

TTS^r-u  «*—  «e*  «0*  termine  generale  tt^jT--  t»"  negativo  e  positivo  se? 

ìb.9.4.0*  ^.o«4..ri 

condochè  n  è  pari  0  impari. 

2\  Si  abbia  (D)  n^-y— y«+y3— y4-fy5—  ec 

I  valori  a— 1,  6— — 1,  e— 1,  rf— — 1»  a— 1»  ec.  danno  B— 1,  C— 2 — 1—1, 

D„Q — 5^1. 1^  ir— 14— 21+5+3—1— 1,  ec  e  perciò  la  serie  inversa 

(£)  y— ti-^tt«+i|S+ii4-^5:;p  ec.  di  cui  il  termine  generale  è  u^, 

h.         e         d         e 
2®  Caso,  m— 1,  n— 2.  (D)  «— y^- y*H-^y*"*-jy'"t-- yHr  ec, 

—  f|S^  '  ||5— •  ■■ 

a  a* 

5564-.55a6«c-*-10<i»6rf-+-5a«c*— a5« 


(E)  y— ti t«*5fc : —  tiS ut-*- ... 


a4 


ti9 —  ec. 


«fS  yS  «5 

'^'^  V    /        ar     2.3p«  ^  2.3.4.5p4  ^  2.34.56  7|>6 

2.3.4.5.6.7p6    "2.3.4.5.6.7.if.9p3      ^' 
Si  hanno  i  valori  a— 1,  6—  .  ,    >c— ^  o  «  «  i.»  *'•- 


2.3p?"'      2,3.4.5p4  2.1.4.5.0.7||6' 

*-2.3.4.5.6,7.8.9pB'  '  ^"*"*''  *  coefficienti  B l'^^.^C^ 

36'— oc  1  1  2.5—1  3  1 

a*      ""  2«.3|>4  "  2.3.4.1^4  ""  2.3.4.5p4  ""  2.4.5p4'  ^^  2.3«p6  "" 
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4  1  4.5.2.7.-4.2.7^1  225 

TsTTEp  "^^  a.3.4.5.6,7|>6  *"  ~"2.à.4.5.6.7p6  ~  ""  2.3.4.5.67^6  " 
3.3.5.5  3  5  55  55  10 


2.3.4. 5.6.7;)6  "  2.4.6.7j>6'  ^^  24.34p8      25.35.4.5ii«  "^  2*.3».4.5.6.7jp8 


*    2*.3..-i«.5p«      2.3.4.5.6.7.8.V 

1 3305600^399i680rt^1  03680h-1  08864--864  9525C00 

2^.3^.4».5  6.7.8.9p8  ""  2'(.3'^.4>.5..9p&  " 

25..35.5*.7*  2.3.5.7  3  5.7  ^  ... 

KKi^^:iZ^i  "  4^6:8.9^0  -  iTcrs:^^.  *^-  ^""^"'  ''  ^^"^  **"  "- 

13  3.5  3.5.7 

lorno  sarà  (E)  y^u'i«jr-rz^^'+-  ^  ^  u  ..  ^^-^-a  i  a  ^  g^*^-*^  a  s  a  o  «i  a" 

^  2.3/»»         2.4. 5p4     ^2.4.6.ip6         2.4.0.8.9|>9 

^  ec  dì  cui  il  lermioe  generale  si  esprime  da 

3.5.7 l-h2(»— 2) 

2.4.6.8...4-+.2(n— l)p'("-  •)  *  ' 

Ed  in  un  modo  analogo  sf  possono  dalla  foriiiula  generale  dedurre  le 
particolari  serie  inverse  corHspoodenti  alle  date  serie  numeriche. 

iiRTICOLO  III. 

DelU  lerte  logaritmiche  9d  eiponenziali. 

248.  Sopponendo  un  nnrocro  qaalunqne  o  ciò  ch*è  lo  stesso  una  quan- 
tità variabile ,  ci  proponiamo  di  esprimere  '1  logaritmo  in  funzione  delle 
potenze  ascendenti  della  stessa  variabile,  determinando  da  prima  la  forma 
di  questa  serie.  A  tale  oggetto  si  rifletta  non  potere  alla  funzione  aqzi- 
delta  convenire  le  serie 

Ljc— -i-f,/?jr+"Cj?*-+-cc. ...  Ld5— Jx-*^2liP*-HC«*-hec. 
perché  nel  caso  di  x— 0  la  1"  dà  L0-<i4  e  la  2*^  LO^O,  che  sono  tutte 
e  due  espressioni  assurde,  essendo  LO— — ao  (n.*^  201).  Frattanto  si  può 
adottare  la  forma  della  2*  serie,  quando  il  nomerò  si  esprime  da  t+x, 
che  per  x^O  si  riduce  ad  1,  e  si  sa  essere  LI— 0;  per  lo  che  si  stabilisce 

(A)  L(l+a;)-Jaj+i?a5«+Ca3+Da?4-f-cc. 
di  cui  si  devono  determinare  i  coefficienti. 

La  teoria  de'  logaritmi  il  mezzo  ci  appresta  onde  dedurre  da  (A)  due 
serie  identiche  della  slessa  quantità  L(l-f;r}*:  conciossiachè  da  una  parte 
si  ha  L(l+jr)»— 2L(t+a;)— 24a?+2Jla5*-f2CxS-f2DjD4+ec.  mentre  dall'altra 
|er  ra;;ione  di  (1+^)*— I+Sxh-^*  si  può  sostituire  in  (A)  2x^x*  in 
vece  di  aj,  e  quindi  (2x-f-aj*)*— 4«»-+.4«5-^«4  io  vece  di  x*,  {%w^x*)^ 
— 8a*-hl2a4-H6a*-i-a<»  in  vece  di  a*,  (2x-+-«*}4— lOxA-t-ec.  in  vece  dì 
x^,  ec.  ciò  che  dà 
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-f8Caj»+i2Ca;4+ec. 

ed  egaagliando  qaeste  doe  serie  di  L(l+x)*  con  trasporre  tatti  i  termini 
in  un  membro,  si  ottiene  la  seguente  equazione 


+2J 


—2.4 


x+  A 


— 2B 


a» 


+411 

+8C 


— 2C 


j:3+  jB 
+12C 
+16D 

—  2D 


x4+ec. 


i-O 


Ora  si  procede  giusta  *i  metodo  de*^  coefflcienli  indeterminati ,  egua- 
gliando a  z%ro  le  successive  colonne  (n.''  240),  e  si  ottiene 
1**  2il — 2i4— 0,  eh' è  un'equazione  identica,  e  quindi  A  rimane  indeter- 
minato cioè  capace  di  tutti  i  valori  (n  °  60). 

A 

2^  ^+4B— 2B-0...^+2J?-0...B -r. 

2B       A 

3«  4B  +  8C--2C-0...C 3--^- 

o         3 


4.»  J»+12C+16D^2l>-0...14D-.;j-— 4J.../>-:Ì;^ i^ 

X  28  28 


A^ 
4  ' 


e  cosi   formando  le  altre  colonne,  si  troveranno  i  successivi  coefficienti 

A         A        A         A 
+r  »  — -»-h<y» — gì  ec.  tutti  in  funzione  del  1°  coefficiente  indeter- 
minato A, 

Dunque  la  serie  supposta  [A)  si  riduce  alla  seguente  forma 
Ax^      Ax^      Ax^ 


L(l+a;)— ^x— 


jk"^  ^'  ^  s'*  W  L(l  +  x)  — i4(a;—  -r-  + 


x^      x^ 

—  —  -7-4-  ec.)  e  r  indeterminata  >rf  canilicrizza  propriamente  la  funzione 
3        4 

L(1  +  x),  che  ha  un'infinità  di  valori  analoghi  agi'iniiniti  sistemi  loga- 
ritmici ,  potendo  essere  la  base  del  sistema  un  numero  qualunque  posi- 
tivo maggiore  dì  uno  (n.°  200).  Questa  indetcrminata  esprime  un  fattore 
costante  de'  logaritmi  di  tutti  i  numeri  presi  nel  medesimo  sistema,  e  il 
valore  di  ^—1  dà  '1  più  semplice  de'  sistemi  in  algebra,  che  per  avven- 
tura è  quello  del  primo  inveutore  de'  logaritmi  cioè  di  Nepero  (n."  195)* 
I  logaritmi  neperiani  si  denotano  col  segno  L',  si  esprimono  dalla  serie 

05*      acS       x^ 
semplicissima  (C)  V{i-\-x)'^x —  —  +  'rr r  +  «e. 

J         o  4 

ed  il  coefficiente  A  della  serie  (B)  corrisponde  al  modulo  del  particolare 
sistema  per  es.  di  base  a  riferito  al  sistema  fondamentale  neperiano.  Con- 
eiossiachè  supponendo  l+x— a  cioè  x^a — 1,  si  ha  in  forza  della  serie  (C) 

,,            ,      («-D*  ^(a-1)s      (fl— 1)^  , 
L'a-a— i r 1 z 1 1-  ec. 


42 
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incoU«  U  §erìe  {B)  dà  Lo— J  vL'a,  àie  mII*  ipotesi  di  essere  a  k  iMse 

l>er  rtgione  di  l>a— 1  difiene  i^ÀXiVa,  dt  col  si  deduce  J— --;-,  di'è 

sppttolo  Is  cofidfziooe  del  modulo  del  sistenia  di  base  a  rispetto  al  si- 
steiDs  oeperisDO  (n.''  994).  Io  qoesU  goise  possiamo  per  maggiore  sem- 
pliciU  considerare  le  serie  de'  logaritmi  neperiani ,  che  1  metodo  ci  ad- 
ditano di  calcoUrlI;  giacché  essendo  stabilite  le  taf  ole  di  questi ,  si  de- 
ducono fscilmente  la  mercè  del  modulo  gli  altri  di  qualsisia  sistema,  di- 
pendendo 1  modulo  dal  logaritmo  neperiano  della  particolare  base. 

X*     x^      x^ 
240.  La  serie  (C)  L'(l-f-«)— «— yf —— — +  ec.  non  é  affatto  adatu 

itili 

al  calcolo  de'  logaritmi:  perché  per  a:— 1  di  L'2— i— --hr— i-fi— ^-hec. 

2    3     4    5    o 

s^rie  pochissimo  convergente ,  che  dare  spingersi  sino  al  100'"*'  termino 
espresso  do  .^ti  P^'  '^^''^  l'approssimazione  ad  0,01  presso,  0  al  1000"'° 

termine  per  0,001  presso,  ec.  ma  per  x— 2  somministra 

4  .  8      16      32      64 
L'3.2-.5  +  3^^  +  y-^+ec. 

serie  lìlvcrgcnte,  ch'osclade  qualunque  approssimazione;  e  la  divergenza 
sempre  più  crcBce  nelle  successive  supposizioni  di  x— 3,  4,  5,  ee.  Per  lo 
che  si  ò  pensalo  di  trasformare  la  serie  (G)  per  ottenerne  una  di  forma 
eoRvergente,  che  sia  propria  a  dare  '1  logaritmo  dì  un  numero,  conosciuto 

quello  di  uno  inferiore.  A  quest'oggetto  si  suppone  x^  — ,  che  dà  1  + 

m      «4-m                                                     zi-m 
a?  — 1-|-    ■— ,  e  la  sene  (C)  si  coaverle  in  L' o  ciò  eh' è  lo 

2  s  .  X 

m      m*       ms       m4 
stesso  in  (D)  L'(« -*- «»)— L"«— j  —  —  +  j-j  —  ^  +  ec  eh*  è  conver- 
gente nel  caso  di  m<4;  e  supponendovi  m— 1,  si  ottiene  la  serie  con- 

1111 
vergente  (E)  L'(s+1)— L's—    — ill'^ajs  —  4*5 ■***^'  '"  ''^"*  ^*^**  **"*'* 

si  determina  il  logaritmo  di  un  numero  dietro  quello  del  precedente. 
Ma  per  ottenere  una  serie  ancora  più  convergente  si  cangia  il  segno  di 

x^      x^      «r^ 
X  nella  serie  (C),  e  si  ha  L'(l— «)— — *— "s — V  — "^ «^-  ^^^   ** 

J  a  4 

1-hJP 

sottrae  da  (C)  e  dà  la  differenza  L(l+«)— L(l— x)  cioè  L'  ;— - -2jf+ 


2x^      2x^  ,  2x7  1+x      s+rn  ....  . 

-— -  -f  "ir  -+■  -^  +  ec;  si  suppone  •; —  — ,  da  cui  si  deduce   s  -h 

3  V  T  l    X  * 

MB 

«X— J-f  m — ?x— i«x...25x+fwx  — m...x—  ~-  .   -  ;  e  mercè  la  sostituzione 

2jb~t*ui 

nell'uUiiiìa  serie  si  ha  L' o  sj^ia  (F)  L'(i4-m)— L*«— r-— - +.  . 

5  as  f-m 
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nistr.  (G)  L'(*+l)-L'»+  ~  +  s^2^1)i  +  ì(^s  +  ^^dfW^  +  <«• 

e  qaesta  serie  è  abbastanza  convergepte. 
250.  Facile  riesce  adesso  1  calcolo  de'  logaritmi  neperiani  per  mezzo 

2  2 

della  serie  (G);  si  principia  dal  sapporre  s— 1,  e  si  ba  l''2-«-  +  ^rT' 

3  3.3^ 
—       —       —          2              2              2              2 

"*■  5.35"*"  7.3' "*■  9.3»  "^  il.3««  **■  13.3*3  "*"  15.315 '*"l7.3'7"*"**^-   «   «»'" 
colando  i  termini  sino  al  10°  decimale  per  a^ere  esatto  pi  9*^  si  ottiene 

0,606  666  6666 

0,024  691  3580 

0,001  646  0905 

0,000  130  6421 

0,000  Oli  2900 

0,000  001  0263 

0,000  000  0964 

0,000  006  0092 

0,000  000  0009 

0,693  147  1800 
cioè  a  dire  L'2- 0,693  147  180. 

2        2  2  2  2 

11  valore  di  *^2  dk  L'3-I.'2+ì:  +  r7l  +  ;rr- -^  ^nr -^ 


5  •  3.53  '  5.55  '  7.57  ^  9.59  ^ 
2 

ir5^  +  ^' 

0,093  147  180 
0,400  000  0000 
0,005  333  3333 
0,000  128  0000 
0,000  003  6571 
0,000  000  1137 
0,000  000  0037 
1,098  612  2878 
cioè  a  dire  L'3  -  1,098  612  288. 
Quindi  ^i  dedace  L*4—2L'2«*  1,38629436;  e  la  sapposizione  di  x—4 

somministra  L'5-L'4+ 1^  ±^  +  ^^^  ^  ^ec. 

1,386  294  36 
0,222  222  222 
0,000  914  494 
0,000  006  774 
0,000  000  059 


1,609  437  909 
cioè  a  dire  L'5  — 1,609  437  91. 
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Poi  si  ha  L'6—L'2+L'3-il, 79175946;  e  la  sapposizioDe  di  ii—6  fa  Da> 

sccre  L'7-L'6+ 1  +  ^-Ij  +  ^  +  ^^  +  ec. 

1,791  7tf9  46 
0,163  846  153 
0,000  303  444 
0,000  001  077 
0,000  000  004 

1,945  910  138 
cioè  a  dire  L'7  -  1,945  910  14. 
I  logaritmi  di  8,  9,  10  si  oUengooo  Del  modo  seguente 

L'  8-L'23-3L'2-2,07944154 
L*  9-L'3«-2L'3-2,l9722457 
L*10-L*2  +L'5  -2,30258509 
e  cosi  di  seguilo  per  gli  altri  Domeri,  di  cui  i  calcoli  diverranoo  sempre 
più  semplici ,  ricercaodosi   per  una  data  approssimasione  un  minor  nu- 
mero di  termini  al  crescere  di  z  ,  e  ciò  appunto  perchè  la   serie  diviene 
più  convergente.  Difatto  posto  L'100—2L'10— 4,60517018,  per  2—100  si 

2  2 

ha  L'IO!— L*100  +  ~ +rftr75  +  ec.  e  bastano   i   primi   due   termini 

della  seria  per  dare 

4,605  170  18 
0,009  950  248 
0,000  000  082 

L'IOl  -  4,615  120  51; 
e  posto  L'IOOO  -  3^10-6,90775527  ,  per  «  -  1000  si  ottiene  L'100,1  - 

^^*^+2sri  +  ^- 

6,907  755  27 

0,000  999  50 

L'IOOl  -  6,908  751  77 

bastando  il  solo  1°  termine  della  serie;  ec 

251.  Volendo  calcolare  i  logaritmi  delle  tavole,  di  cui  la  base  è  10,  si 

determina  da  prima  il  modulo  ^- ji- -  ^^^-^  .  0,434294482;  e 

poi  si  moliiplicano  I  logaritmi  neperiani  (n.""  250)  per  questo  modulo. 
Cosi  pe*  numeri  primi  di  una  cifra  si  otterranno  i  seguenti  logaritmi,  cioè 
L  2-0,30102999  L  3-0,47712125  L  5-0,69897000  L  7-0,84509803;  ec. 
E  qui  si  noti  che  la  determinazione  del  modulo  A  di  un  sistema  qua- 
lunque di  base  a  ci  guida  a  quella  della  base  e  de'  logaritmi  neperiani: 

Il  ~ 

imperciocché  essendo  ^  —  rr-  cioè  Va  —  -,  snseisle  l'equazione  e^  —  a 


I 
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Le 
(n.*  200),  0  sia  $^a^,  da  cai  si  Jcduce  A^ -r^  con  prendere  i  logarit- 

mi  in  on  sistema  qualunque  (n.'*  207) ,  e  nel  caso  della  base  a  per  ra- 
gione di  La^l  si  ottiene  ^— Le,  che  dà  ana  2*  espressione  del  modulo 
eguale  al  logaritmo  della  base  ntperiana  e  preso  nel  sistema  della  base 
a.  Trattandosi  adunque  della  base  10  cioè  di  J~.0,434294482,  si  stabi- 
lisce Le  — 0,4342945  che  dà  e  i- 2,7182818  ec.  valore  già  enunciato  al 
n.*»  195. 

252.  La  serie  (D)  del  n."  149  n  meglio  la  serie  (P),  introducendovi  il 
modulo  A  come  fattore  comune,  cioè 

/     2m  2ms  \ 

L(«+m) — Li— -i    «^  r-   +  .rr: »  +  ce.    1 

^         ^  \2z+m      3(2*-+ m)*^     '   / 

ci  abilita  a  determinare  con  esattezza  V  aumento  logaritmico  corrispon- 
dente all'aumento  m  del  numero  z,  che  dicesi  come  tale  formula  diffn- 
renziale  finita  de*  logaritmi,  ed  é  tanto  più  convergente,  quanto  più  pic- 
colo resulta  m  rispetto  a  2.  Frattanto  nella  pratica  per  la  determinDzione 
di  tale  aumento  si  fa  uso  delle  tavolette  delle  parti  proporzionali  a  te' 
Dore  del  principio  enunciato  al  n.''  197,  che  noi  abbiamo  ivi  asserito  non 
essere  esatto^  ed  ora  ci  proponiamo  di  discutere  l'influenza  dell'errore, 
che  può  provenire  da  simile  metodo  nel  problema  diretto  del  n.°  198. 

A  questo  proposito  ci  serviamo  delle  serie  del  n.^  249  applicate  a'  lo- 
garitmi ordinari,  introducendovi  il  modulo  ^—0.4342  ec.  e  veniamo  sta- 
bilendo i  seguenti  principii. 

i,^  Principio,  La  differenza  D  di  due  logaritmi  consecutivi  diminui- 
sce al  crescere  dei  numeri;  ciò  che  chiaramente  resulta  dalla  serie  (G)  cosi 

espressa  L(2+i)-L«  cioè  ^-^(^^^  +  afa^s  +  ^^-J 

2.^  Dal  numero  10  000  in  poi  la  differenza  D  dev'essere  minore  di  5 
unità  del  S^  posto  decimale.  Per  provarlo  si  consideri  la  serie  (E)  cosi 

espressa  /)— J  ( r \  ;»  ,  — -r-  +  ^c.   ),  che  limitata  al  1®  termine 

^  \z       %z*       3xs       424  J* 

dà  D<J^-  (n.®  131),  e  per  ragione  di  Ak-  si  argomenta  a  fortiori 

1  1 

D<2^;  per  lo  che  nel  caso  di  2— 10  000  si  ha  D<-    4/ìoqq(""^»QQ^^) 

la  quale  conchiusiune  sussiste  a  fortiori  per  2>10  000,  diminuendosi 
allora  giusta  il  1**  principio  la  differenza  D. 

5.®  Nella  medesima  ipotesi  la  differenza  A  presa  fra  dtie  differenze  D 
8  D'  di  due  logaritmi  consecutivi  qualunque  cioè  la  2*^  differenza  -degli 
steui  dev*  essere  minore  di  4  del  9^  posto  decimale.  Imperciocché  si  ha 

2  +  1  2+2 

D-L{2+1)— L2-L ,  i)'-L(2+2)— L(2+l)-L--r,  e  quindi  à- D 

X  2+1 


perciò  MsliUiaKlo  «  —  zr-rST  ^^  •«"«  (C)  t  «i  deduce  à— ^  (    ,,  .  a, 

^"5^2).  +  313(^2)3 -*^-  )'  «  «>"«  «««»  reiiocifiio  di  sopra  si 

sUbilisce  A< :.  (  — —6.0000  00004  1. 

*^2«(x+2;  V      20000XÌ0002      "''""^  "^"^   y 

Le  differenze  D,  di  coi  si  è  fatu  parola  nel  1*  e  2°  principio,  sono 
quelle  marginali  delle  tavole  noute  pe'  nameri  10  000, 10  001, 10  002,  ec. 
^ioi  pe'  Damerl  di  5  cifre,  la  cai  mercè  si  determina  Ta omento  logarit- 
mico relativo  alla  6*  e  7*  cifra  del  nomerò;  per  lo  che  l'ipotesi  del  nu- 
mero al  di  là  di  10  000  è  quella  che  coorieoe  alla  presente  discussione» 
e  noi  la  riterremo  in  ciò  che  va  a  seguire. 

1  logarilmi  delle  tavole  hanno  7  cifre  decimali,  perciò  si  possono  ri- 
|;tiardare  come  costanti  )e  differenze  di  un  gran  numero  di  logaritmi  con- 
senni \i:  giacché  le  stesse  non  differiscono  in  forza  del  3°  principio  che 
al  O'*  decimale,  e  fa  d*  uopo  percorrerne  on  gran  numero ,  a(Dncbè  V  au- 
mento della  0"  cifra  decimale  potesse  influire  ad  accrescere  la  7*.  Segue 
da  ciò  che  gli  aumenti  de'  logaritmi  sono  proporzionali  a  quelli  de*  nu- 
meri ,  intendendo  sempre  la  proposizione  fra  i  limiti  delle  differenze  co- 
stanti; imperciocché  se  i  logaritmi  di  moltissimi  numeri  consecutivi  dif- 
feriscono tutti  di  D,  egli  è  chiaro  che  per  l'aumento  di  2,3,  4 u- 

Dità  del  numero  si  deve  avere  Tanmenlo  %D,  3D,  4D....  del  corrispon- 
dente logaritmo. 

Né  diversa  va  la  cosa  per  gli  aumenti  delle  successive  unità  de'  posti 
decimali ,  perché  traslocando  la  virgola  a  destra ,  i  numeri  così  aumen- 
tati corrispondono  ad  interi  consecutivi  di  6,  7  cifre  ec.  senz'alterarsi  la 
parie  decimale  dei  rispettivi  logaritmi  (n.®  194);  perciò  costanti  riescono 
le  differenze  logaritmiche  de'  numeri  equidifferenti  compresi  fra  due  in- 
teri consecutivi.  Ed  in  vero  trattandosi  del  numero  «  di  5  cifre  ed  in 

a 
generale  dell'aumento  —,  ai  può  considerare  la  serie  de'  numeri  equi- 

1  ,     2  a 

differenti  »,*'\-^f  '      i^ *"*'Ì0« *"***'  ^^^  **'  "*'  logaritmi 

la  stessa  parlo  decimale  della  scguenlc  serie  di  numeri  interi  di  5  +  m 
cifre  4X10"',  ixi0'"H  ,  «Xl0'»+2...2Xi0»'i-a...(i-hl)xl0™  ,  di  cui  i 
logariiitii  hanno  le  difforeazo  costanti,  e  formano  come  tali  una  progres- 
sione; ed  essendo  la  differenza  logaritmica  de' due  estremi  L((z+l)xiO™) 
— L(zx10'")  quella  stessa  degli  estremi  dell'altra  serie  L(z-hl) — Le  cioè 

D 

J),  ne  conseguita  dover  essere  j^^  la  differenza  della   progressione  dei 

logaritmi  (n.*"  103),  e  quindi  sì  ha  L(2X{0"'+a)  o  in  altri  termini  la 


a  aD 

parte  decimale  di  L(«4.— J  espressa  da  Lc  +  ^tt^, ,  o  sia  aH*aamento 

7T^    del   numero   »  corrisponde  l'admeoto  logaritmico  -^ .  ciò  cno  co- 

stitaisce  appunto  il  principio  del  n.^  197.  SI  vede  adonqtfe  non  essere 
esatto  questo  principio  enunciato  in  modo  generale,  la  verità  dello  slesso 
dipende  dalla  condizione  delle  differenze  consecutive  custanti ,  e  sarebbe 
falso  nel  caso  de*  logaritmi  con  nove  o  dieci  cifre  decimali,  non  essendo 
allora  costami  le  differenze. 

In  conferma  di  ciò  veniamo  deGnendo  l'innuenza  dell'errore  del  mototfo 
fondato  sulle  tavolette  delle  parti  proporzionali,  al  quale  oggetto  ripreg- 
diamo  l'ipotesi  del  n.°  197  cioè  quella  dei  numeri  n,  n  +  1,  cui  corri- 
spondono i  logaritmi  /,  JL.del  nnmero  n'  intermedio  e  del  suo  Iqgaritmo 
/',  da  cui  si  deriva  la  proporzione  1  :n' — n  ::  !>:«—(»' — n)D,  e  quindi 
V^l+x,  proponendoci  di  determinaféf  l'errore  di  questo  resulta  mento. 

Denotando  col  fratto  proprio  f  l'aumf'nto  di  n  o  èU  supponendo 
n' — fi— ^  cioè  n*— tt4-^  si  ha  V'^lA-fD;  e  per  esprimere  l'aumenio  pj^atio 
del  logaritmo  in  funzione  di  D  si  supponga  ('— (-f-^D,  indicando  ^  un  fat- 
tore frazionarlo  proprio;  tutto  si  riduce  a  ricercare  sino  a  quul  punto 
possa  influire  la  differenza  fra  fD  e  ?/>. 

Giusta  la  teoria  de'  logaritmi  (n."*  200),  essendo  a  to  base  del  sistema 

l'ipotesi  superiore  del  n.**  197  somministra  le  tre  equazioni  1'  a  ^n  . 
2»a'+^^-n+/',  3*  a^'^^-n  +  1  ;  la  3»  divisa    per  a'  dà  a^  -^-^ 

♦»+l  1  /fc  ^f>/l\^ 

— -^—^l  +-,  che  elevata  alla  potenza  9  diviene  a^^— (  1-h    Isa 

n  n  \  '    fi/ 

questa  moltiplicata  per  la  1*  si  trasforma  in  a  xar    — ni  1+- Pcloè  in 

a  "^^  — n(  1-f-  j^n-^f  per  ragione  della  2*.  La  formula  del  binomio^ 
ch'è  vera  ancora  nel   caso  di  ?  fratto  (n.°  129}  ci  dà  '1   noto  sviluppo 

A-uS^  I .  (B  ^  .  ^(^-^).  *  .  9(y-i)(9-2)  1 

\  1—9     1  1 9    2—9     1 

9  . 9  •  •^n-"  •  "  ;+9  .  ~-^  •     \r~  •  "^  —  ec.  e  questo  sviluppo  molti- 

plicato  per  n  i»i  sostituisce  nell'ultima  equazione,  e  si  ottiene  n+/''*n  +  9 

^  i-9    1—9    1 

Y . •  -r~  .  -r  +  ec.  co'  termini  dec*esccnli  aliornaiivaracnlc  positivi 

2  3        n' 
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t — 9    1 

e  negativi.  Ora  in  fona  del  n.®  131  si  stabilisce  9— ^<9  •   — sT*    *  •' 

1  1 

ma  si  ha  1  prodotto  9(1 — 9)  "  ^  "<  ^  »    essendo    fratti    propri  i  due 

fattori  9»  1—?   (arilim.  o.*  81);  dunque   dev'essere   a' fortiori  9  — 

,1  D  ^ 

f<à-  ;  e  moltiplicando  per  D,  ne  resulta  9^^ — //)<—.  Per  lo  che  pren- 
dendo wfD  in  vece  del  valore  esatu>  x^^D,  si  commette  un  errore  in 

D 

meno  espresso  da  92> — /*!>»  che  non  può   montare  b^  ;e  siccome  si  di- 

sqprre  di  n  al  di  là  di  10  000  e  D<0,00005  giusta  jl  3*'  principio,  così 

D       0,00005  ,     .     . 

ne  proviene  —  >  "odoòò"  (— <>»^<^^  ^^^ 25) ,  e. si  argomenta  a  fortwrt 

9l>— /'l)<0,0000'0000  25;  il  quale  errore  non  può  affatto  influire  sulla  T" 

cifra  decimale. 

*•      x^      fl?* 
253.  Riprendiamo  adesso  la  ferie  (C)  L*(l+»)— «—  V  +  "3"^  X+  ^' 

X* 

che  per  la  supposizione  di  L*  (i+jf^)— 11  prende  la  forma  di  umm,x —  -^ 
+ -r +  oc.  e  cerchiamo  la  serie  inversa  di  x  in  u;  Io  cheti  darà 

ti  4 

r  agio  di  esprimere  il  numero  in  funzione  delle  potenze  ascendenti  del 
suo  logaritmo.  Questa  serie  inversa  è  la  seguente 

ch'è  la  stessa  già  calcolata  ncU' applicazione  l*"  del  1°  caso  del  n.^  247 
col  semplice  cangiamento  di  y  in  x;  e  supponendo  i+x^n  cioè  x^n 
— 1  e  L'(l +x)  — tt— L'fi ,  se  le  può  dare  la  forma  di  n — 1  —  l*» -f- 
l/'n       V^n       L'^n  L*«n       L'S» 

-^  +  —  +-  ^Yi  +  *^*^-  ^  ***  (")  "-•  +  ^''*+  ~2~  "^  2T  +  ^^' 

risolve  *1  quesito. 

Sembra  a  prima  vista  essere  divergente  la  serie  (H) ,  e  tali  possono 
essere  in  effetto  i  snoi  primi  termini,  ma  In  progresso  deve  resultare  con- 
vergente, qualunque  sia  M  valore  di  Wn:  perchè  M  termine  di  posto  m-fl 

|Mii„                                        L*"'+'n 
si  rappresenta  in  generale  da  -—r ,  il  seguente   da  r-r 777  e 

quindi  *\  rapporto  di  due  termini  contij^ui   dal   loro   quoziente  ,  di 

cui  il  denominatore  cresce  indeGnitamentc,  prolungando  la  serie,  mentre 
il  numeratore  rimane  costante,  dunque  l'anzidetto  rapporto  diverrà  più  0 
meno  presto  una  frazione  propria  ,  ed  allora  i  temini   vanno  di    seguito 
decrescendo  cioè  la  serie  si  fa  convergente. 
Se  si  \uole  la  basa  e  de*  logaritmi  neperiani,  si  fa  n— e,  e  per  ragione 
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111  1 

di  L'è— 1  si  otiieoe  la  particolare  serie  «—1+1+  =  +  óTq  "^  0*3^4     aTTlir 

+  ec.  di  cui  i  i  primi  tredici  termini  danno 

2,000  000  000 
0,500  000  000 
0,166666667 
0,041666  667 
0,008  333  333 
0,001  388  889 
0,000  198  413 
0,000  024  801 
0,000  002  756 
0,000  000  275 
0,000  000  025 
0,000  000  002 

e-2,718281828 

valore  esatto  sino  al  9"  decimale .  per  gli  aumenti  fatti  nelle  ultime  cifre, 

ed  i  primi  sette  coincidono  con  quelli  di  sopra  (n.°  251). 

251.   Considerando   in   vece  di  (G)   la   serie   (B)   L  (1  +  a;)  — /i  ^ar— 


sostituire  nella  serie 


a»      jj'      a^  \  L(l+x) 

—  +  —  —  —  +  ec.  j ,  devesi  supporre  — -j —  —ti  e 

Ln 
inversa  l+o?— n  cioè  x^mn — l,L(l-|-d5)  =  Ln,  -r  =:u;  cosi  si  ottiene  tu=l 

Ln       L'n  Un     .      L4n  1 

+  T  +  2l^  +  UT^  ^  2XrS  +  '''  '^'  ^'  '«  supposizione  di  j  -fc 

k*L*n      A'LSi      A4L4n 
prende  la  forma  seguente  (!)  «=l  +  fcLn^  ~2~  "*"  "~2"3~  "^  YJT "*■  ®^' 

e  dà  il  numero  in  funzione  del  suo  logaritmo  di  qufilsisia  base  a,  cui  si 
riferisce  il  modulo  A,  dovendo  questa  serie  divenire  in  progresso  conver- 
gente a  somiglianza  della  serie  (H). 

La  serie  (!)  può  mettersi  sotto  la  forma  di  esponenziale,  tutte  le  volte 
che  s'indica  per  x  il  logaritmo  di  n  relativo  alla  base  a;  giacché  allora 
sussiste   l'equazione  a^=:.n,  che  dà  a;  =  Ln,  e  la   serie   (I)    diviene 

fc»iP*      A3a?3       A4aj4 

ch'è  quanto  a  dire  la  serie  deiresponenziale  a^-  Se  vi  si  fa  x^i ,  ne  re- 

k*      ^3-       ^4 
sulta  <*="=*"^*+"« +23  +  2T4"^  ®^*  ^'*®  '"  ^^"'  ^®''*   ******  ^^^^ 

1 

lo  sviluppo  di  Vn=Va;  quindi  si  ha  k=^Wa  cioé-j  sL'a,  ch*è  la  re- 
lazione già   nota  fra   il   modulo   e  la   base.  Che   se  in   (L)   si   facesse 

1        ^  .111 

x+  7  =-4  ,  si  Otterrebbe  o"*  — l+l-h  ò  +  .tt;  "^  .7T7  "J*  ^^*  ^'o*  *®  *v*- 

43 
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lappo  superiore  di  e;  e  reqaaiìone  a^— e  stabilisce  TaUra  relazione  pare 
noia  fra  le  due  basi  a,  e,  6*1  modulo  A, 
Se  poi  ci  piace  di  sapporre  A  e  quindi  Ae=1,  la  base  a  si  cangia  in  e, 

im%  <|»5  «Uf 

e  la  serie  (L)  io  (M)  e*— l-!-x+  "5*  + 23*^2X4  ^  *^'  ^^^  **    ""^ 
esponenziale  della  base  e  de'  logaritmi  di  Nepero,  da*  cui  nel  caso  di 

11  1 

«  -=  1  si  deduce  la  serie  di  sopra  és=  1  -f  1  +  «  +  s^  +  ^  ..  .  +ec.  Cosi 

e  non  altrimenii  si  concatenano  Ticendevolmente  nella  matematica  le  de- 
dazioni delle  formule. 

255.  Finalmente  ci  facciamo  a  cercare  una  serie,  ch'esprima  l'aumento 
del  numero  relativo  all'aumento  logaritmico,  cioè  conosciuto  raomento  0 
come  dicesi  la  differenziale  finita  logaritmica  9»L(zhni) — Lz,  veniamo 
definendo  la  differentialB  finita  m  del  numero  ;  ciò  che  può  eseguirsi , 
trovando  la  serie  inversa  della  serie  (D)  del  n.°  149  presa  rispetto  a 
qualsisia   sistema   di    modulo  A^  eh'  è   la   seguente  h(z-\'m)  —  Lz 

/  fit      m*       ms       m^    .         \  ,  ,  .  .        j. 

—il  I —  +  —  —  j-j  +  ec.   1 ,  la  quale  mercè  la  sapposizione  di 

— —5  può  mettersi  sotto  la  forma 

111 

o  sia  jx-p-m— -m*  +  — m»  —  ^3w4+  ec. 

Comparando  questa  colla  serie  (D]t  del  n.**  247,  1^  caso,  si  ha  11— $1, 

—11—11 
y—m,  a— 1,  *—  27»  ^''z?*  ^""ISs'  '"ETv  ^'  ^^^  sostituiti  nei 

>  26* — oc       111 

coefficienti  della  serie  inversa  (E)  danno  — - —  —  5-:  —  s—.  —  rTT  » 

^  '  o*  2i«      3x*      2.3*' 

— 56s+5a6c— a*d       5  5  J_      15—20+6  1 


a*  8«3       2.3*3  ^4jr3  ^2.3.4«3         2.3.4*3' 

I4M— 21a6«e+6tt*6<i+3o«c«— o»e       14       .   21  6  i  i 

a*  ■"  i6z4      3.4^4  ■*"  2.4z4  "*"  3z^  ^  5z4 

1 05—210+90+40—24      235—234  1 

—     2.3.4.5*4  2.3.4.5*4  -  sursTv  *^;  *  ^°*"**'  «'  **•  '• 

11  1 

serie  inversa  m—J*+~j»**+-— 85*34.— -_^«4+ec.  cioè  (N)  m- 

*  l^+'J'^O"*'  2T4  '^^'  )  '  ^^*  finisce  con  essere  convergente , 

qualunque  sia  $,  essendo  -— -  il   rapporto  de'  termini  contigui ,  e  che 

lo   è  da   principio  nel  caso  di  8  fratto.  Nella  pratica    si   ritrova    T  au- 
mento del  numero  per  mezzo  della  proporzione  fondata  sul  principio  del 
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SD 

o.""  I97,ch'èl>:«:!l:n'— n— r^  (n.''  199,  3''  caso);  e  noi  dobbiamo  de- 

finire  la  ioflaensa  dell'errore  cbe  ne  resolta. 

Adottando  la  stessa  segnatura  del  n.*^  252,  9l>  esprime  l' aumento  lo- 
garitmico Xt  f  quello  del  numero  n  per  divenire  n%  e  la  proporzione  di 

sopra  corrisponde  alla  seguente  Di^D ::  1  \ n'— n «-  —  —  9  ;  in  questa 

guisa  1  metodo  delle  tavolette  delle  parti  proporzionali  dà  9  in  vece  del 

1 

vero  valore  f,  e  si  commette,  l' errore  in  fiik  9 — (<  ò~  (  —  ®  »  ^^  ^*  ) 

(n.°  252  in  fine).  Un  sì  fatto  errore  non  influisce  sopra  i  primi  quattro 
posti  decimali,  &  quindi  sembra  potersi  per  mezzo  della  proporzione  cal- 
colare J'aumcnto  esatto  del  numero  espresso  nelle  cifre  de'  decimi ,  cen- 
tesimi, millesimi  e  diecimillesimi,  ciò  che  darebbe  altre  quattro  cifre  dello 
stesso:  ma  a  dire  il  vero  quella  proporzione  non  dà  esattamente  n' — n— 9 
per  ragione  della  differenza  logaritmica  9i)  e  della  marginale  D  limitate 
al  7°  posto  decimale,  mentre  ambidne  si  estendono  al  di  là,  procedendo 
sino  all'infinito,  e  viene  al  certo  ad  aiterarsi  il  quoziente,  quando  si  tol- 
gono un  egual  numero  di  cifre  dal  dividendo  e  divisore;  per  lo  cbe  non 
si  può  contare  che  sopra  l'esattezza  delle  prime  due  cifre  e  qualche,  volta 
delle  prime  tre;  il  che  serve  di  compimento  alla  discussione  del  n.*^  252. 
In  simile  guisa  i  logaritmi ,  che  furono  con  grandissima  fatica  calcolati 
da  Nepero  e  Briggs ,  si  ottengono  facilmente  per  mezzo  delle  serie  ;  che 
ci  forniscono  la  soluzione  spedila  sì  del  problema  diretto  che  dell'inverso 
(n.i  198  e  199),  e  la  loro  mercè  abbiamo  definito  l'influenza  dell'errore 
che  può  resultare  dal  metodo  abbreviativo  delle  parti  proporzionali ,  fa- 
cendo uso  delle  tavole.  Questo  e  non  altro  è  l'ordinario  andamento  dello 
spirito  umano ,  che  giunge  alle  scoperte  per  la  via  piii  lunga  e  malage- 
vole, mentre  poi  nel  seguito  spontaneamente  gli  si  presentano  le  vie  di- 
rette e  facili,  che  lo  guidano  a'  medesimi  resulta  menti. 
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DELLA  GEOMETRIA. 


Jntir0litt3Ì0ti(. 


La  proprietà  di  arere  parti  contigae  e  distinte  si  appartieoe  a  tutti  i 
carpi,  0  ai  dice  eiUnHone;  noi  la  eonosciamo  per  meiso  del  tatto  e  della 
vista»  e  forma  come  tale  un'idea  semplice,  che  non  può  definirsi.  Le  parti 
dei  corpi  sono  disposte  in  tre  versi  diiTereoti,  che  danno  origine  alle  tre 
dimensioni  dell'estensione»  di  cui  la  1*  si  chiama  lungh$ixay  la  9f  tor- 
f  gh^txQì  e  la  3*  j^rofandità  q  alUMxa  o  grostvixa.  Una  sì  fatta  proprietà 
!  si  può  in  modo  astratto  considerare ,  cloò  indipendentemente  dalle  altre 
cui  essa  va  congiunta  A'  corpi,  ed  allora  conviene  pare  allo  spazio,  cb*è 
la  capacità,  in  col  possono  i  corpi  contenersi.  Assegnando  dei  limiti  allo 
spaxio  resulta  una  parte  determinata  dell'estensione,  cui  si  dà  il  nome 
di  fyuraf  la  quale  è  suscettibile  di  misura  precisa;  conciossiaché  si  può 
ona  parte  qualunque  della  stessa  stabilire  come  unità ,  ed  indi  notare 
quante  volte  Tonità  nella  data  figura  si  comprende.  La  scienza ,  che  ha 
per  oggetto  la  misura  dell'estensione,  fu  detta  dai  greci  FMojUTpta,  Geo- 
fMtria,  derif  andola  dalle  due  voci  pi  \uxfWf  larrae  mmiura,  wmvra  della 
terra;  e  questa  nomenclatura  ci  addita  essere  la  scienza  nata  dai  bisogno 
di  misurare  1  terreni,  sebbene  in  seguito  siasi  elevata  a  principi  generali 
per  formare  vs  ramo  nobile  della  matematica. 
«^  fttabiiiu  l'idea  della  figura,  si  può  fissare  l'attensione  su  i  limiti  della 
stessè  9  che  sono  solamente  estesi  in  lunghezza  e  larghezza  o  sia  in  «ti- 
perfM9f  sa  i  limià  d^e  superficie  estesi  in  sola  lunghezza  o  sia  in  U- 
fiaa,  e  sa  i  limiti  delie  linee  sforniti  afliitto  di  estensione  o  in  altri  ter- 
mini sa  i  puaH;  onde  è  venato  in  mente  di  separare  da  prima  le  dimen- 
sioni dell'estensione,  considerando  la  sola  lunghezza  o  sia  la  linea,  la 
lunghezza  «nita  alla  laq^hezsa  o  sia  la  superficie,  ed  indi  unirle  tutte  e 
tre  per  formare  il  volume  f4>  come  dicesi  il  eoUdo,  che  ha  lunghezzar  lar- 
ghezza, e  profondità.  Bgli  è  vero  che  la  natura  sempre  insieme  ei  pre- 
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senia  nei  eorpi  le  tre  dinensioai;  ma  segoendo  questo  OMtodo»  si  reode 
pjb  senpliee  l'oggetto  della  aostra  attenzione,  che  si  rivolge  sopra  i  sin- 
goli elementi ,  donde  il  solido  resulta.  Né  ona  simile  separatlone  noooe 
alla  verità  dei  metodi,  perchè  spesso  è  qoistiooe  della  misnra  delle  sole 
linee  o  soperlieie ,  niente  Interessando  le  altre  due  dlamnsioni  o  la  ler- 
la,  ed  allora  il  geometra  vi  applica  1  teoremi ,  che  soppongono  reali  le 
lìnee  o  le  sopeifieie. 

Per  quello  poi  che  rigosrda  il  pnnCo  non  €$te$o,  di  coi  alla  semplice 
idea  rirogge  la  nostra  mente,  lo  stesso  altro  non  addita  che  on  rapporto 
di  posizione  di  on  luogo  considerato  indipendentemente  dalla  sna  esten- 
sione ad  on  altro  luogo  o  ad  una  linea  o  snperficie.  Cosi  nel  esso  della 
distanza  di  due  monti  senza  badare  alle  rispettive  superficie  ed  alteue 
cioè  alla  loro  estensione  vi  si  stabiliscono  due  luoghi  ad  arbitrio  per  fis- 
sarvi realmente  o  col  pensiero  le  due  estremità  della  corda,  che  1  geo- 
metra considera  come  punti,  e  si  dice  che  la  lunghezza  della  corda  o  sia 
la  lìnea  misura  la  distanza  fra  quei  due  punti.  Questa  e  non  altra  è  li- 
dea  del  puoio  geometrico,  la  sua  reale  esistenza  non  è  necessaria  allo  svi- 
luppo da'  nostri  rsziocìoi,  e  s'intende  benissimo  come  II  geometra  paese 
far  oso  de'  suoi  teoremi ,  che  suppongono  H  pimto  privo  totalmento  di 
estensione. 

Un'antica  tradizione  fa  derivare  b  geometria  dalll'Egitto  per  la  neces- 
sità di  misurare  i  terreni  dietro  l'inondazione  periodica  del  Nilo,  che  no 
faceva  sparire  I  confini  ;  ma  giuste  le  memorie  storiche  prende  II  eerai- 
tere  di  vera  scienza  presso  i  greci,  che  n'attinsero  probabilmente  qual- 
che notizia  dagli  egiziani.  Tutti  i  filosofi  greci  fa  coltivarono  con  impe- 
gno; il  famoso  problema  della  duplicazione  del  cubo  proposto»  come  si 
credeva,  dall'oracolo  di  Apollo  in  Dolo  sacro  rendeva  il  dovere  di  appli« 
carvisi;  Platone  scrisse  sopra  la  porta  della  sua  scuola  nesftmo.fuaftt- 
tri  se  non  i  geometra;  e  la  Grecia  ci  offrì  per  dir  cosi  il  codice  della  geo- 
metrìa ne'  famosi  Elementi  disposti  metodicamente  da  Enelìde  nel  terzo 
secolo  svanii  l'era  cristiana.  Archimede  nello  stesso  tempo  discopri  con 
un  metodo  ingegnoso  il  rapporto  approssimato  della  circonferenza  al  dia- 
metro ,  e  dimostrò  molte  proprieià  mirabili  della  sfera  e  degli  altri  so- 
lidi rotondi,  quali  sono  il  cilindro  e  il  cono.  Gli  elementi  di  Euclide  ed 
i  teoremi  di  Archimede  formano  tutto  il  materiale  della  geometria ,  che 
ci  proponiamo  di  espone;  onde  a  giusto  dritto  si  può  dire  greca  la  geo- 
metria elementere. 

Il  metodo ,  di  cui  fanno  uso  gli  sntichl  geometri ,  é  il  sintetico  assai 
rigoroso:  essi  premettono  le  definizioni  e  gli  assiomi  cioè  a  dire  i  prin- 
cipi evidenti  per  aè  stossi,  da  coi  deducono  alcune  verità,  e  vengono  mano 
mano  concatenando  tntte  le  proposizioni»  traducendo  all'opportunità  l'una 
neiraUra.  Che  se  direttamente  non  possono  dimostrare  una  proposizione, 
concedono  la  contraddittoria,  da  cui  con  legittimo  raziocinio  traggono  un 
conseguente  notoriamente  falso  o  come  dicesi  auurdo  »  lo  che  fa  segno 
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della  UUÌtà  dtl  priiidplo;  e  dav«ido  giusti  le  regole  loieali  essere  vera 
Olia  dello  dae  proposbioDi  conlraddillorie,  ne  segoe  la  verità  della  pro- 
pesta;  eiò  che  costitolsce  la  dimostrasleoe  lodiretu,  che  dicesi  rtdttfume 
aU'oistifdo.  Db  si  fallo  metodo,  che  ropiaione  coniane  de'  filosofi  greci 
avea  consacrato,  non  è  al  certo  quello  deirinfenslone;  per  lo  che  gli  au- 
tori erano  obbligati  di  tessere  a'  teoremi  già  ritrovati  le  dimostrazioni 
sintetiche  dirette  o  Indirette,  che  riuscivano  qualche  volta  lunghe  e  com- 
plicate* In  questa  guisa  fu  resa  la  geometria  indipendente  dal  dominio 
de'  vani  sofisti;  purché  si  avesse  del  senso  comune  onde  ammettere  gli 
assiomi»  si  era  nella  necessità  di  prestare  l'assenso  a  tutte  le  dimoetra- 
sionL 

La  geometria  de'  greci  Ita  per  una  lunga  serie  di  secoli  insegnata  in 
tutte  le  scuole  delle  coHe  nazioni,  ed  i  loro  libri  tradotti  e  commentati 
in  tutte  le  lingue.  Aprì  egli  é  vero  Descartes  nel  secolo  XYIl  una  nuova 
carriera,  applicando  l'algebra  alla  geometria;  ma  il  nuovo  genere  di  ana- 
lisi si  estese  in  particolare  alla  geometria  trascendente ,  che  riguarda  le 
curve,  e  si  continuò  a  trattare  la  geometria  elementare  colla  sintesi  de- 
gli antichi.  I  primi  ad  accusare  di  disordine  l'opera  di  Euclide  furono  i 
sapienti  del  Porto  Reale,  e  M*".  Arnanld  nei  saoi  Nuovi  Elementi  di  Geo- 
nutria  impressi  a  Parigi  nel  1667  rese  l'ordine  delle  proposizioni  geo- 
metriche conforme  a  quello  delle  astrazioni,  considerando  da  prima  le 
proprietà  delle- linee,  poi  delle  superficie,  ed  infine  dei  solidi.  Questo 
autore  raddrlzsando  1*  ordine  non  seppe  conservare  il  rigore  delle  di- 
mostrazioni ,  e  dietro  il  suo  esempio  i  francesi  spogliarono  quasi  dei 
tutto  la  geometria  della  primitiva  esattezza,  molte  cose  ammettendo  non 
già  per  raziocinio  ma  per  semplice  ispezidoe.  Grìnglesi  furono  fermi  ne- 
gli antichi  sistemi,  essi  proseguirono  a  leggere  Euclide,  ed  il  gran  Newton 
reputava  indegno  della  luce  pubblica  qualunque  teorema  matematico,  se 
non  fosse  adornato  della  forma  sintetica.  In  questi  ultimi  tempi  i  fran- 
cesi sono  ritornati  al  gusto  della  geometria  antica,  e  hanno  dato  la  ma- 
la voce  agli  elementi  foggiati  allo  stile  moderno ,  che  abbondano  di  va- 
ghi ragionamenti,  e  non  convincono;  W.  Legendre  ha  pubblicato  un  corso 
di  geometria  pieno  d*idee  veramente  originali,  nel  quale  ha  saputo  evi- 
tare alcuni  difetti  degli  antichi  seguendo  il  loro  metodo  rigoroso.  Oggi 
adunque  si  conviene  da  tutti  dover  essere  la  geometria  di  forma  sinte- 
tica ed  esatta,  e  si  riguarda  questo  studio  come  una  specie  di  palestra, 
in  cui  si  fortifica  rintendimento  de'  giovani,  che  acquistano  per  dir  cosi 
un  senso  pratico  al  ragionamento. 

.  in  questa  nostra  geometria  ci  siamo  ingegnati  di  giugnere  l' ordine 
de'  moderni  e  il  rigore  degli  antichi ,  sfuggendone  raffettuione  ;  ci  ser- 
viamo qualche  volta  del  linguaggio  algebraico ,  che  rende  più  semplici 
alcune  dimostraiioni;  e  non  lasciamo  di  applicare  il  metodo  analitico  alla 
soluzione  di  qimlche  problema»  affinchè  i  giovani  abbiano  aouo  gli  occhi 
gli  esempi  del  raziocinio  in  tutte  le  forme.  Essa  sarà  divisa  in  due  par- 
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li,  secondoeliè  It  flgpre  si  eonsidaraiio  con  due  o  tre  dtaieMioni;  queste 

peni  sersDDO  distinte  in  S  soceessivi»  in  cai  reglstreti  si  Teggono  i  teo- 
remi ed  i  problemi  enelogfai  si  titoli  de'  {,  e  l'enuieieiiofie  in  eerattare 
corsiYO  di  ogni  teoreme  comprende  le  psrtioolore  ipolesi  e  ia  proprietà 
cbe  si  propone  t  dimostrare.  A'  teoremi  e  qsalehe  Tolta  a'  problemi  Taniia 
non  di  rado  annessi  gli  SeoU,  cbe  raerbiodono  delle  osserrasioni  o  delle 
nnoTe  proposiiioni  dipendenti  dalle  ferità  fondamenteli,  cbe  formano  l'og» 
getto  de'  teoremi;  i  CoroUari  denotano  le  eonsegnepie  Immediate,  cbe  si 
deducono  dal  teorema  proposto;  e  si  dà  poi  'I  nome  di  Lemma  a  qnal* 
cbe  proposisione,  cbe  si  premette  per  dimostrarne  nn*altra,  dicendo  Lemma 
avanti  il  tale  o  tale  altro  teorema.  Notiamo  in  fine  cbe  nelle  cltasloni 
disposte  In  pie  di  pagina  II  numero  arabico  indice  11  $,  e  il  rooMno  il  teore- 
ma, trascurandosi  il  primo  nel  caso  di  dover  citare  uà  te^enia  dello  stes- 
so S;  ^i  (rov*  scritto  problema  col  suo  numero  nel  caso  di  dover  dtara 
un  problema,  e  lo  Seolio  o  eorottario  col  particolare  numero  s'indica  in 
segnilo  del  numero  romano  del  teorema,  cui  va  annesso. 

PARTE  IPKOIJL 

BELLA   GEOMETRIA   PIANA   O   A   DUE    PIMENSIONI. 
§  L   DELLA  LINEA  RETTA  E  DEL  CIROOLO. 

1*  Quando  noi  rivolgiamo  l'occblo  ad  un  ponto  materiale  o  guardiamo 
due  punti  materiali,  ci  viene  fette  di  scoprire  il  più  corto  ctramino  fra 
r  ocebio  e  quel  punto  o  fra  i  due  punti ,  e  dietro  simili  osserrazioni  li 
nostro  spirito  forme  l'idea  astratta  della  Unea  reità  cioè  della  pia  earia 
dittanza  fra  due  punti  qualunque  presi  nel  senso  geometrico  già  dicbia- 
rato.  Un  numero  Infinito  di  linee  rette  possono  passare  per  un  punto»  ma 
due  ponti  la  determinano,  cioè  f^a  due  pUntl  non  può  esisiere  cbe  una 
sola  linea  retta,  cbe  ne  misura  la  più  corta  distanza,  o  come  dieesi  sem- 
plicemente le  disunza.  Le  altre  linee  comprese  fra  gli  stessi  due  punti 
estremi  si  cbiamano  epeuuUe,  se  resultano  da  un  aggregato  di  linee  rei- 
te,  ed  in  caso  diverso  etirvs.  Cosi  fra  i  punti  A  t  B  (flg.  1}  esiste  ru- 
nica linea  retta  AB^  le  linee  spezzate  ACBp  ADFB,  e  le  linee  curve  AMB 
ANBf  essendo  la  retu  AB  la  più  corta  fra  tutte  le  linee  spezzate  e  curve. 

L'Idea  di  essere  la  linea  retta  delermioata  da  due  pumi  si  può  In  al- 
tra guisa  esprimere ,  dicendo  dt  non  potere  due  rette  divevse  avere  co- 
mune cbe  un  solo  ponto»  come  quelle  cbe  si  confonderebbero  in  una  sola 
retu,  se  avessero  un  secondo  punto  comune;  il  cbe  importa  Viniertexione 
di  due  mie  in  unico  pimio. 
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1  geometri  hanno,  avuto  Tiropegno  di  deGnire  la  linea  retta,  ciò  cb'd 
Impossibile,  essendo  nn'idea  semplice  del  nostro  spirito,  di  cbi  non  pos- 
sono assegnarsi  gli  elementi;  di  fatto  tutte  le  pretese  definizioni  racchiu- 
dono ,  come  dicesi  da'  logici  un  Creolo  vizioso ,  cioè  si  riducono  a  dire 
che  la  linea  reità  è  la  linea  relfa. 

2*  Si  dice  euperpcie  fiana  quella,  cui  si  può  in  tutti  i  versi  adattare 
la  linea  retta;  ciò  che  ha  luogo,  quando  la  retta  condaita  fra  due  punti 
qualunque  della  superficie  vi  si  comprende  tbtta  intera,  o  sia  si  confonde 
colla  stessa  superficie.  Ora  le  figure  di  questa  i*^  parte  della  geometria 
si  devono  descrivere  nella  superficie  piana ,  la  quale  si  addita  col  sem- 
plice nome  di  jnano ,  e  tale  supponghiaroo  essere  la  sa  perfide  delle  ta- 
vole; le  figure  poi  si  dicono  fatane,  come  quelle  che  denotano  una  por- 
zione del  piano  limitato  per  ogni  veiso ,  e  si  distinguono  in  relliitnev, 
eurvUinee,  o  mielilinee,  secondochè  sono  rerniinale  da  linee  rette,  curve, 
o  da  rette  e  curve,  che  ne  formano  il  perimetro. 

3*  Una  linea  retta ,  che  gira  nel  piano  intorno  ad  uno  de*  «uoi  punti 
estremi  fisso,  descrive  coU'allro  una  curva  chiusa  e  rientrante  in  sé  stes- 
sa, che  dicesi  eireonferenxa  ,  di  cui  tutti  i  punti  sono  equidistanti  dal 
punto  fisso,  che  denotasi  col  nome  di  eeniro,  e  la  fiorzione  del  piano  li- 
mitata dalla  circonferenza  chiamasi  circolo;  e  sebbene  il  circolo  indichi 
una  figura,  e  la  circonferenza  una  linea,  pure  nell'ordinario  linguaggio 
spesso  si  confondono ,  .dicendosi  circolo  in  vece  di  circonferenza»  Così 
supponendo  la  retta  4B  (fig.  2)  col  punto  A  fisso  rivolgersi  nel  piano 
della  tav-  I ,  viene  a  formarsi  la  circonf.  BCDE  col  centro  in  A  »  che 
racchiude  la  figura  circolare.  Qualsisla  retta  guidata  dal  centro  alla  cir- 
conferenza come  per  es.  AB,  AC^  ec.  prende  il  nome  di  rag^o,  che  pro- 
lungata sino  all'incontro  della  circonferenza  dall'altra  parte  come  per  es. 
BAD ,  CAE ,  ec.  si  dice  diametro.  Ora  dalla  descrizione  del  circolo  ne 
conseguita  1**  che  tutti  i  raggi  devono  esaere  uguali,  come  quelli  che  mi- 
surano la  distanza  de'  punti  della  circonferenza  dal  centro  definita  dalla 
retta  generatrice  AB;  V  che  tetti  i  diametri  sono  pure  eguali,  resultando 
ciascuno  dalla  somma  di  due  raggi  cioè  dal  doppio  di  AB, 

4^  Si  dà  la  denominazione  generale  di  corda  a  qualunque  retta  come 
per  es.  BC  dentro  al  circolo  terminata  dall'  una  e  l'altra  parte  alla  cir- 
conferenza, di  arco  alla  porzione  di  circonferenza  BFC  o  BEDC  tagliata 
dalla  corda ,  e  si  dice  che  la  corda  toUende  V  arco ,  dandosi  anche  alla 
corda  il  nome  di  soUendenu,  La  parte  di  superficie  piana  compresa  fra 
la  corda  BC  e  l'arco  BFC  o  BEDC  sì  chiama  segmenio,  mentre  la  por- 
zione limitata  da  due  raggi  come  per  es.  AB  ^  AC  e  dall'arco  compre- 
sovi BFC  s'indica  col  nome  di  Settore. 

PoUulati* 

Onde  dimostrare  i  teoremi  o  risolvere  i  problemi  della  geometria  si 
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fanno  delle  domande  semplicissime,  che  dieonsi  nel  lingaaggio  degli  an- 
tichi jMtfulolfr  sopra  coi  non  si  poò  ragioncTolmente  incontrare  teronfr 
difteoltà.  A  tM  si  ridncono  questi  postulati,  che  sono  i  segoenti: 

1**  dmdmnw  fra  dna  puiilt  una  linea  tetta ,  ciò  che  si  esegaisoe  per 
mezio  della  riga^  ch'è  uno  stromento  di  legno  o  di  metallo  a  soperficie 
piana  e  sottile,  longo  la  qoale  si  segna  la  traccia  del  lapis  o  della  penna 
nel  piano,  dopo  di  aTcrla  fissata  fHi  i  doe  dati  ponti. 

V  Prolungare  indefnitamente  una  data  linea  reità,  lo  che  si  elTettaa 
colla  stessa  riga  disposta  Inngo  la  dau  retta. 

3*  Prendendo  cowm  eentro  un  qualunque  pwHo  t  con  un  qualunque 
intervattó  o  eia  raggio  deeerivete  un  cinpolo,  la  qoale  operazione  ha  loogo 
per  mezzo  del  eontpofto,  di  coi  ona  ponta  si  fissa  nel  centro,  e  coll'al- 
tra  ponta  sitoata  alla  oonreniente  distanu  si  traccia  nel  piano  la  circon- 
fcrenza. 

La  geometria  elementare  adonqoe  non  aoMiette  nelle  soe  costrozioni 
che  la  linea  retta  e  il  cerchio,  e  non  vi  si  fa  oso  che  di  doe  siromenti, 
che  sono  la  riga  e  il  compasso,  coi  qoali  i  greci  si  ostinarono  a  volere 
risolvere  1  problemi  della  dnplicasiooe  del  cobo  e  della  trisezione  del- 
l'angolo,  che  la  descrizione  ricercano  di  corvè  diverse  dal  circolo,  di  eoi 
si  tratta  nella  geometria  sobliroe;  ciò  che  teneva  ad  on  pregiodlsio  di 
non  avere  come  geometriche  qoelle  costrozioni,  che  non  possono  esegoirsi 
eoo  la  riga  e  II  compasso* 

Principio  generale* 

Il  principio,  di  coi  si  fa  oso  in  geometria  per  istabilire  Pegoaglianza 
di  doe  qoantltà,  è  la  sojmippofìzùma,  cioè  si  aaunette  come  assioma,  che 
doe  qoantltà  soprapposte ,  coincidendo  in  totta  la  loro  estensione ,  sono 
egoali.  Questo  metodo  sembra  a  prima  vista  poco  esatto  e  poramente 
meccanico,  e  tale  sarebbe  a  dire  il  vero,  se  si  facesse  consistere  nell'ap* 
plicazione  materiale  di  ooa  figara  sopra  on'altra  per  vederne  l'egoaglian- 
za  0  disuguaglianza;  ma  siccome  il  geometra  dall' egoagl lenza  sopposta 
di  alcune  parli  argomenta  la  loro  coincidenza  e  qoindi  quella  del  resto 
delle  figure,  cosi  la  prova  di  dover  coincidere  si  capisce  dallo  spirito  e 
si  rende  dagli  occhi  ÌDdlpendeote.  Onde  il  principio  della  soprapposizione 
lungi  di  essere  pratico  e  meccanico  è  teoretico  e  speculativo,  e  come  tale 
degno  della  scienza;  in  ona  parola  gìosta  la  flrase  di  M.'  D'Alembert  ha 
il  vantaggio  di  soddisfare  lo  spirito  parlando  agli  occhi. 

T  ■  o  R  B  «  I. 

1.*"  Frtk  tutte  le  corde  U  eolo  diaw^eiro  divide  la  dreonferemxa  e  il  cir- 
colo in  due  parti  eguali. 
S'inunagini  che  la  porzione  DCFB  (fig.  2)  si  rivolga  intomo  al  dia- 
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metro  DB  fifso;  allora  fa  di  ncsticf i  eh»  toui  i  pmU  dalla  curva  J>CF9 
si  adattiDO  sopra  i  paoli  eorrlspondeotl  dalla  carva  DEB  (1),  altrimeoll 
qoai  paoU ,  cbe  eadeasero  al  di  là  coma  io  i» ,  o  al  di  qoa  come  io  m, 
sarebbero  più  o  meoo  dlstaoU  dal  ceotro  A  rispetto  agli  altri  ponti  della 
eireooferenza;  donqoe  si  le  eor^e  DCFB,  DEB  che  le  flgure  limitate  dalle 
stesse  e  dal  diametro  DB  eoiocidooo  esattamente  e  perciò  sono  eguali» 
dicendosi  le  prime  semictreonfemiie  e  le  seconde  ttmidreoU,  Se  poi  si 
eoDsideri  la  corda  BC,  tirato  11  diametro  BD^  egli  è  chiaro  essere  l'arco 
BEDC  maggiore  della  semiclrconf.  BSD  e  V  arco  BFC  minore ,  corri- 
spondendo al  1^  il  segmento  maggiore  ed  al  3^  Il  minore  del  samicirco- 
Jo.  Lo  che  ec. 

SeoUo»  Nel  linguaggio  geometrico  per  1*  arco  sotteso  dalla  eorda  s' In- 
tende sempre  quello  più  piccolo  della  semicirconferenia. 

IK®  il  diàmetro  è  un  fnaximum  fra  tutte  U  eorde. 

Tirando  a'  pmiti  estremi  della  corda  BC  (fig.  2)  i  dne  raggi  AB^  AC, 
Tiene  fra  questi  ponti  a  formarsi  la  linea  spenata  BAC  maggiore  della 
retta  BC  (9);  e  sIccoom  la  linea  spezsau  composu  da^  dne  raggi  AB,  AC 
eguaglia  11  diametro  (3),  mentre  la  retta  corrisponde  alla  corda  ;  cosi  la 
proposizione  di  sopra  si  traduce  natia  seguente  ti  diametro  maggiore  della 
eorda.  Lo  ^e  ee. 

III.®  Nel  medeeimo  elrtolo  o  in  due  eireoH  eguali^  oioè  dello  eteeeo  rag- 
gUff  ^f  areki  eguali  «ano  totteet  da  eorde  eguali  (fig.  3). 

Ponendo  11  centro  di  un  circolo  sopra  il  centro  dell'  altro  e  11  ponto  A 
sopra  Mff  gli  archi  eguali  ADB ,  JTPJV  devooo  coincidere ,  e  il  punto  B 
cadere  in  iV^  Confondendosi  i  ponti  estremi  A  e  JH^B  e  Ff  delle  due  corde 
AB,  Mlf,  fa  d'uopo  che  lo  stesse  totalmente  coincidano ,  perchè  fra  due 
ponti  non  può  esistere  che  una  sola  linea  retta  (4);  e  questa  coincidenza 
ci  dà  la  loro  eguaglianza.  Lo  che  ec. 

IV.**  Nel  medeeimo  eireolo  o  in  due  eguali  gli  archi  dieuguali  eono  iot- 
teei  da  eorde  dieuguali ,  e  propriamente  Varco  maggiore  è  eotteeo  dalla 
eorda  maggiore» 

Sia  l'arco  BMFD>BMF,  e  si  guidino  i  raggi  CD,  CE:  allora  si  ha 
CO-\-OD>  CD  (tt)  o  sia  OD  >CD  —  CO  (Alg.  n.''  51  Oieervai.),  e  ^r 
ragione  di  CD  —  CE  (6)  si  riduce  CD—CO*^  CE—  CO  —  OE,  lo  cbe  dà 
OD  >  OE;  aggiongendo  a'  doe  membri  OB,  si  subilisce  OD  +  OB  cioè 
a  dire  BD>  OE-h  OB;  ma  OE-^  0B>  BE[7),  dooque  a  fertiori  BD 
>  BE.  Lo  che  ec. 

Seolio.  Giosia  le  regole  della  logica  quando  una  proprietà  in  una  sola 
Ipotesi  ha  luogo»  allora  è  pure  vera  la  proposizione  inversa  o  reciproca» 
cioè  può  rovesciarsi  l' enunciazione  del  teorema ,  stabilendo  la  proprietà 
come  ipotesi  e  V  Ipotesi  come  proprietà*  Cosi  nel  nostro  caso  convenendo 

(i)  Def.  S.  (2)  Def.  f.  (3)  Def.  S.  (4)  Def.  4.  (5)  Def.  4.  (6).  Def.  S. 
(7)  Def,  4. 
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eschisivamente  agli  archi  egoali  la  proprietà  di  avere  le  corde  eguali,  de- 
vono essere  veri  i  dae  segaebti  teoremi  inversi. 

V.®  io  verso.  Nel  medetimo  circolo  o  in  due  eguali  le  eorde  eguali  eot- 
tendono  archi  eguali. 

Uiacchè  nel  caso  degli  archi  disagnali  anche  le  corde  sarebbero  disa- 
gaali  (I). 

Vl.°  inverso.  Nel  medesimo  circolo  o  in  due  eguali  le  cordo  disuguali 
soUendono  archi  disuguali ,  e  propriamente  la  eorda  maggiore  sottende 
Vareo  maggiore. 

Giacché  supponendo  egaali  gli  archi,  lo  sarebbero  pare  le  corde  (9); 
di  più  alla  corda  maggiore  deve  corrispondere  1*  arco  maggiore ,  perchè 
in  caso  diverso  dovrebbe  l'arco  minore  essere  necessariamente  sotteso 
dalla  corda  minore  (3), 

Scolio.  Sarebbe  qui  approposito  di  definire  la  posizione  delle  corde  e- 
guall  o  disuguali  rispetto  al  centro  del  circolo,  ma  siccome  non  si  è  an- 
cora stabilita  l'idea  di  distanza  fra  nna  retta  ed  on  punto,  e  si  ha  inol- 
tre bisogno  di  altri  teoremi ,  cosi  si  terrà  conto  in  appresso  di  nna  si- 
mile ricerca.  (V.  £  li.  Teor.  Vi.''  Scoi.  2*"). 

§  II.   DEGLI  ANGOLI  E  DELLA  LOBO  1I18UEA. 

Definizioni, 

1'  Allorché  due  rette  come  per  es.  AC,  BC  (fig.  8}  s'incontrano,  limi- 
tano la  superficie  piana  nel  solo  verso  della  loro  lunghezza,  e  il  rapporto 
di  posizione Melle  due  rette  costituisce  Vangelo,  cb*é  un'idea  semplice 
del  nostro  spirito  e  perciò  indefinibile.  Il  punto  d'incontro  C  dicesi  t7«r- 
Itce,  le  due  rette  AC,  BC  lati  dell'angolo,  che  s'indica  colla  lettera  del 
vertice,  dicendo  l'angolo  C.  Se  poi  allo  stesso  vertice  esistono  più  ango- 
li, si  cita  ciascuno  di  essi  con  tre  lettere,  mettendo  nel  mezzo  quella  del 
vertice  ;  cosi  si  pronunzia  ACB  (fig.  6)  ringoio  delle  rette  AC  e  BCf 
ACD  l'angolo  di  AC  e  AD,  BCD  l'altro  di  BC  e  DC. 

La  quantità  dell'  angolo  é  indipendente  dalla  lunghezza  dei  lati,  ioOuen- 
dovi  soltanto  la  loro  rispettiva  posizione;  e  si  dicono  eguali  due  angoli, 
quando  soprapposti  coincidono,  astrazion  facendo  della  lunghezza  dei  la- 
ti, cioè  a  dire  quando  posto  il  vertice  sopra  il  vertice  ed  un  lato  sopra 
un  lato,  coincidono  gli  altri  due  lati.  Se  però  non  ha  luogo  questa  ultima 
coincidenza,  gli  angoli  sono  disuguali,  e  quello  eccedente  Taltro  é  il  mag- 
giore, come  per  es.  l'angolo  ACB  è  più  grande  di  ACD» 

2*  Se  la  retta  BC  (fig.  7),  incontrando  ^ID,  fa  i  due  angoli  adiacenti 
BCA,  BCD  eguali,  la  retta  BC  si  dice  perpendicolare  o  normale  ad  AD, 
e  ciascuno  degli  angoli  adiacenti  prende  il  nome  di  redo;  l' angolo  ECA 

(1)  /F.«  (2)  //!.•  (3)  /r." 
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maggiore  del  retto  chiamasi  oUumo^  e  FCÀ  mioore  del  retto  ocuio ,  dan- 
dosi il  nome  di  obliqua  alla  retta  EC  o  FC  rispetto  ^  AD. 

T  ■  o  a  B  M I. 

-l.^  Se  du$  angoli  C,  e  $ono  eguali^  e  eoi  eentri  ai  loro  vertiei  ti  de- 
scrivono  dve  circonferenze  dello  sleteo  raggio  CÀ  —  ca;  i  due  archi  AB^ 
ab  compresi  fra  i  lati  degli  angoli  devono  essere  eguali  ;  ed  ali*  inverso 
(fig.  8). 

Soprapponeodo  AC  ad  ae  io  guisa  tale  che  C  sia  in  e,  per  ragione  dcl- 
l'egoaglianza  di  il  C  con  ac  il  ponto  A  defe  corrispondere  in  a;  essendo 
eguali  gli  angoli  C,  e,  il  lato  CB  si  confonde  con  cb  (1);  e  per  Tegoa- 
glianza  di  CB  con  cb  il  panto  B  cade  io  b;  dunque  i  due  archi  AB,  a6,  co- 
me quelli  che  coincidono  in  tutta  la  loro  estensione,  sono  eguali.  Afendo 
poi  riguardo  alla  proposizione  infersa,  che  suppone  gli  archi  eguali  AB, 
ab,  devono  questi  coincidere ,  quando  si  mette  il  centro  C  sopra  e  e  A 
sopra  a,  che  vai  qoanlo  a  dfre  B  cade  in  (',  ciò  che  basta  per  la  coin- 
cidenza degli  angoli  C,  e,  o  sia  per  la  loro  eguaglianza.  Lo  che  ec. 

Corollario.  Essendo  BC  (fig.  7)  normale  ad  AD ,  se  col  centro  C  ed 
un  raggio  qualunque  si  descrive"^  una  circonferenza,  i  due  angoli  retti  e- 
goali  BCA,  BCD  comprenderanno  gli  archi  eguali  AO ,  OD  (2)  ;  e  sic- 
come AOD  è  semicircptferenza  (3),  cosi  ciascuno  di  essi  AO,  OD  resulta 
una  quarta  parte  della  circonferenza,  che  chiamasi  quadrante,  e  si  sta- 
bilisce che  l'angolo  retto  comprende  fra  i  suoi  lati  un  quadrante  della 
circonferenza  descritta  col  centro  al  verti^Si^Ddi  ciò  ne  conseguita  Tegua- 
glianza  degli  angoU  formati  dalle  perpendicolari  a  diTcrse  rette  o  pure 
a'  vari  punti  della  stessa  retta,  ch*è  quanto  a  dire  Veguaglianza  di  tutti 
gli  angoli  retti;  perchè  supponendo  descritti  gli  archi  collo  stesso  rag- 
gio ,  tutti  i  quadranti  compresi  resultano  eguali ,  e  per  la  proposizione 
inversa  del  teorema  si  argomenta  l'eguaglianza  degli  angoli. 

1!.^  Siano  due  angoli  qualunque  AGB,  acb,  e  si  descrivano  gli  archi 
AB,  ab  come  sopra;  io  dico  che  il  rapporto  dei  due  angeli  è  eguale  a 
quello  degli  archi  compresi  (fig.  9). 

Sia  per  es.  7  :  4  il  rapporto  degli  angoli  ACB ,  acb  ;  '  allora  suppo- 
nendo diviso  l'angolo  ACB  in  7  parti  eguali  ACm^mCn,  nCp,  ec.  quat- 
tro di  queste  parti  eguali  aea ,  xcy ,  ycz ,  zeb  devono  formare  l' angolo 
oefr,  e~ questi  angoletti  eguali  comprendono  gli  archettini  eguali,  Am, 
mn,  np,  ec.  ai,,  xy,  yz,  zb  (4)  di  coi  sette  compongono  l'arco  AB  e  quatp 
tro  oò ,  eh'  è  quanto  a  dire  il  rapporto  di  AB  i  ab  é  quello  da'  numeri 
7:4.  Nello  stesso  modo  si  procede,  qualunque  sia  il  rapporto  Domerico 

(1)  Def.  1.  (3)  /.°  (8)  f*  !.«»  (4)  /.« 
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■ 

,  an§.  ACB 

•ssegnalo  per  gli  angoli ,  e  qoiodi  si  dedoee  in  generale  -      -.-  •* 

ateo  AB 

=-.  Lo  che  ec. 

arco  ab 

Se  poi  il  rapporto  degli  angoli  è  incommensarabile  cioè  non  può  espri- 
mersi esattamente  in  numeri  (Alg.*  n.<»  120),  non  vale  la  dimostraiione 
già  fatta  ;  ma  il  teorema  sassiste ,  e  noi  faremo  conoscere  in  seguito  il 
principio  generale  per  estendere  le  proporzioni  stabilite  nel  caso  del  rap- 
porti commensurabili  a  quello  degl'  incommensurabili   (V.  $   <^*  I''** 

Scoi.)* 

Corollario.  Il  rapporto  stabilito  per  gli  angoli  Tale  pure  pe*  seltori  (I); 
percbé  i  settori  coincidono  fiel  caso  degli  angoli  e^li,  e  quindi  consert. 
tano  in  generale  lo  stesso  rapporto  degli  angoli ,  cioè  a  dire  t  Bellori 
pren  nello  $U$$o  circolo  o  in  eircoH  effuaU  eianno  come  gli  archi  eom- 
preci. 

Seolio.  La  misura  degli  angOli'può  fu  forza  del  teorema  spiegato  ridursi 

a  quella  degli  archi  compresi,  die  conservano  lo  Stesso  rapporto;'ffee  pea 

maggiore  aemplicità  ci  facciamo  a  stabilire  l'angolo  aeh  e  Tarco  compreso 

ab  come  rispeltire  unità  di  misura  per  gli  angoli  e  gli  archi,  Tequazione 

ang.  ACB      arco  AB  ang.  ACB      arco  AB 

di  sopra  — ^ r  — r  dinene       ^         —  — - —  o  sia  «m • 

ang.aeb       arco  ab      -  ì  1 

ACB  ^  arco  AB ,  dicendosi  nel  linguaggio  comune  euere  V angolo  mi- 
eurato  dall'arco  compreso.  Una  si  fatta  espressione  sembra  a  prima  vi- 
sta assurda,  essendo  l'angolo  e  Tarco  due  quantità  eterogenee;  ma  si 
deve  riguardare  come  compendiosa,  che  denota  l'eguaglianza  di  due  rap- 
porti in  numeri  astratti  cioè  di  angolo  ad  unità  di  angoli  e  di  arco  ad 
unità  di  archi  (Aritm.  n.  130).  A  questo  oggetto  si.  è  convenuto  di  di- 
videre il  quadrante  BB  (fig.  10)  compreso  fra  i  lati  dell'angolo  retto 
BCB  (3)  in  00  parti  eguali  detti  gradi,  e  di  prendere  il  grado  indicato 
per  es.  di  ^i  come  unità  di  misura  degli  archi,  cui  deve  corrispondere 

rangole  ^Cl»ch'é  —  Mttiior  BCB  (3),  come  unità  degli  angoli;  pe/ 

lo  che  supponendo  n  il  numero  de'  gradi  di  AB^  si  ottiene  angolo  ACB 

»mn  gradì,  cioè  a  dire  ABC  —  ;--  dell'angolo  retto.  Né  11  raggfo  pib  o 

•   90   • 

meno  lungo  del  circolo  pud  influire  sopra  il  numero  de'  gradi  dell'arco  com- 
preso fra  1  lati  dell'angolo,  a  somiglianza  della  lunghezza  de'  lati  deH'angolo 
che  non  influiscono  sopra  il  suo  valore  :  imperciocché  deacritto  il  circolo 
con  altro  raggio  CB\  e  prdluagati  I  lati  degli  angoli,  si  ha  l'angolo 

^Cl  *---  del  retto  M'CB',  da  cui  si  argomcnu  l'arco  it'l  —  •-  del  qua- 


(1)  1.  Def.  4.  (2).  !.•  Cor 
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i5 
drante  RK^  eoi  serve  di  anità,  e  eolio  stesso  metodo  di  sopra  si  de- 
duce ang.  A*CB*  o  sia  ACB  «  arco  A*B*\  dunque  è  giocoforsa  che  1  due 
archi  AB^  A'B'  compreodano  lo  stesso  numero  di  gradi.  Ed  in  vero  non 
è  la  lunghesza  dell'arco,  che  serve  di  misura  all'angolo,  ma  si  bene  11 
rapporto  di  questa  longheiia  al  rispettivo  grado,  che  si  mantiene  costante 
per  tutti  gli  archi  concentrici  compresi  fra  i  lati  dell*  angolo,  i  quali  si 
dicono  €trehi  Mimili;  cosi  nel  caso  nostro  all'arco  il'B'>JB  corrisponda 

AB      A'B* 
Il  grado  B'i>BÌ9  e  si  ve^flca  l'eguagllansa  B7'"~if;r* 

La  divisione  del  quadrante  in  9(K*  porta  quella  della  semicirconferenza 

in  180®  e  dell'intera  circonferenza  in  360^,  la  quale  divisione  dicesi  ses- 

ìHfjfitimaU,  e'-per  maggiore  '  esaltezza   si  divide  il  grado  in  00'  minuH 

primi,  il  minoro  primo  in  00"  minuti  geeondi,  il  secondo  in  00*"  minìtH 

lenjy  ee. J^iRie  nella  pratic)  si  resta  a'  decimi  o  al  più  a'  e^nUsimi 

*  82 

di  secando ,  s  ^  scrive  per  es.  il  —  3i®  18'  80'%  cb'eqnlvale  •  §5  + 

il^  30  1013 

• 

l'acato  minore  e  l'ottuso  maggiore  di  00*.  I  francesi  giusta  II  nuovo  si- 
stema metrico  hanno  proposto  di  dividere  il  quadrante  In  100*  cioè  la 
circonferenza  in  400^,  1*  in  100*,  1'  in  100",  ec«;  e  questa  divisione  ^t- 
ct'mala  è  più  comoda,  adattandosi  meglio  alla  natura  della  nostra  aril- 
roetica.  Difatto  l'arco  di  43"  12'  37"  si  riduce  ImmediaUmente  a  0,431237 

del  quadrante,  l'arce  di  8*  7'  8"  e  O'*  ,030700,  ee.  L'Ineonveolente  poBò 
di  convertire  i  gradi  sessagesimali  ne'  decimali  ed  all'Inverso,  onde  rap- 
portare le  antiche  determinazioni  alle  nuove,  ha  impedito  forse  {^geometri 
di  adottarla;  e  gU/itessi  francesi  anche  in  principio  non  ne  fecero  gene- 
ralmente uso.  / 

3*  Vna  reità  DO,  ch$  in  qualtiiia  modo  ead$  9opra  di  tm* altra  AB, 
fa  la  somma  dei  due  angoli  adiacenti  AOD,  BOD  eottante  ed  eguale  a 
due  angoli  retti  (flg.  11). 

Descrivendo  col  centro  O  ed  un  raggio  qualunque  un  circolo,  si  ha  (1) 
^jD  +  DB  — 180°;  e  poiché  l'arco  serve  di  misura  all'angolo  col  vertice 
al  suo  centro  (2),  si  ottiene  ancora  AOD  +  BOD  — 180*.  Lo  che  ee. 

Seolio.  Ciò  che  deve  aggiungersi  ad  un  angolo  per  formare  180*  si  dice 
Il  tupplemento  di  quello  angolo,  cosi  BOD  é  il  supplemento  di  AOD^  o 
AOD  di  BODy  estendendosi  questa  nomenclatura  agli  archi  BD,  DA  for- 
manti la  semlcirconf.  BDA;  e  secondo  un  tale  linguaggio  l'espressione 
del  teorema  è  la  seguente:  una  retta^^  cadendo  iopra  di  un'altra,  fa  i 
due  angoH  adiacenti  eupplementari*  In  ri  fatta  guisa  esistendo  l'angolo 
ottuso  AOD,  si  forma  col  prolungamento  di^O  l'angolo  sopplemeotarlo 
BOD  acuto,  ed  all'inverso. 

(!)/./.«  (2)  //.«  Scoi. 
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C^nOmrio.  8$  vmris  niU  emmt  p§r  €Mwifio  FCf  GC  MC^  EC  (69. 7.) 
tadono  0U9  tUtmfmmioC  ài  AD  «  4aCfa  wnà^timn  pmrU ,  te  mmma 
d^  $mectt$ivi  «Nf  .  ACF,  FCG,  GCB,  BCE,  ECD  fa  cMUmUmtemie  dm 
rtUi^eciò  per  ngtee  ddla  Maat  d^i  arciù^»+«r  +  rO  + 0»  + 
nD  -  iW. 

IV.*  8e  due  rette  ABt  CD  timunneatm^  te  mmma  d$i  ^mmitro  an§. 
AOD^  DOBf  BOC,  COA  formali  daiU  tUam  retmlta  egmaU  a  quattro  am- 
foli  retti  (fiy.  11). 

Impereiocdiè  «rendo  rìgatrd»  a  DO ,  che  cade,  sopra  JF,  si  ba  (1) 
AOD  +  DOB  —  180";  e  per  la  stessa  fagione  CO^  cadeodo  sopra  AB^  fa 
BOC  +  COA^i90r;  ondosi  oUleoe  U  somma  J  OD  +  I^OF  +  JBOC, + 
CO^  <*  360».  Lo  che  ee.  E  questo  teorema  altroade  é  evidente,  cestitaendo 
la  somma  de'  quattro  aichi  ADj  DB,  BC^  CA  T  intera  circonrereou,  eli' è 
la  misura  di  quattro  angoli  retti,  perchè  resulta  da  quattro  quadranti. 

Corollario,  Se  varie  rette  eoneorrono  allo  steseo  punto  O,  (fig- 12).  te 
somma  degli  amgoli ,  che  suecesHvawiente  fonaamo ,  è  sempre  epmie  a 
quattro  angoli  retti;  perchè  descrivendo  il  aireolo  col  centro  O,  vengono 
questi  angoli,  qualunque  sia  il  loro  numero^  a  comprendere  1*  inura  cir- 
conferenza. 

Y.''  NelV intersezione  di  due  retU  AB,  CD  (6g.  li)  gli  angoli  opposti 
al  vertice  AOC  e  BOD,  AOD  e  BOC  sono  rispettivamente  uguali. 

Imperciocché  le  due  somme  AOC  +  AOD,  AOD  ■\- BOD ^  come  quelle 
ch'esprimono  IW,  sono  eguali  (2);  e  togliendo  1* angolo  comune  AOD, 
resta  AOC-^  BOD;  ciò  che  si  riduce  all'unica  idea  di  avere  i  due  ang. 
AOC  e  BOD  lo  stesso  supplemento  AOD  (3).  Similmente  gli  altri  due 
ang.  AOD  e  BOC  hanno  il  comune  supplemento  BOD;  dunque  ec* 

Seolio,  La  prova  di  questo  teorema  si  può  anche  derivare  dairegua* 
gllanza  degli  archi,  che  misurano  gli  angoli  opposti  al  vertice:  perchè 
sottraendo  dalle  due  semicirconferenze  CAD ,  ADB  l'arco  comune  AD, 
rimangono  gli  archi  eguali  AC,  DH;  e  la  sottrazione  di  DB  dalle  altre 
due  ADB,  DBC  dà  gli  archi  eguali  AD,  BC. 

VI.®  inverso.  Se  le  due  rette  DO,  COf  concorrendo  allo  stesso  punto 
O  di  AB  formano  gli  angoli  adiacenti  COA,  DO  A  supplementari  cioè 
a  dire  della  somma  di  due  retti,  o  gli  angoli  opposti  al  vertice  COA^ 
DOB  eguali,  le  medesime  sono  in  diretto  cioè  a  dire  COD  è  unica 
retta  {Ug.  li).     ' 

Conciossiacbè  ammettendo  la  1"  ipotesi,  gli  archi  CA,  DA,  che  misu- 
rano I  rispettivi  angoli  COA,  DO  A  supplementari,  devono  dare  la  somma 
di  iSO",  cioè  CAD  è  semicirconferenza,  e  la  proprietà  di  dividere  in  due 
parti  eguali  la  circonferenza  si  appartiene  al  solo  diametro  (4)»  cb'è 
quanto  a  dire  COD  è  un  diametro  e  perciò  nniea  retta.  La  2^  ipotesi  poi 
alla  i*  si  riduce:  perchè  aggiungendo  ilODagli  angoli  eguali  COA,  DOB, 
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•endo  per  ipotesi  AB  aoict  i:ptu  {ì)i  d«»<iiM  1<»  sat à  pwre  U  i*.  lattate  «e. 

FroUéma^  IkUo  V^ng^h  Ct  (briasme  «•»  «^t^ak  «Mi  <i«l#  |i«Mitv  C  Mia 
rflta  CD  (fig.  13). 

CoOfuJiMme.  ftHip  efvNro  i|  pubk»  e^  ttn  qa  .iSiggie  ^aaiMfiia.  on  si 
deserftvt  Tarc^  ak  «pnq^eciie  4?»  i  1«U  dd  4aia  èosnto  a;  pM  col  ceom 
C  e  eoi  rsgfio  CA^.^ck  ù  4e9ci»v«i  wi  areoi  Mefimio;  e-  ti  iraaporli  d«L 
panie  A  a9««e  questo,  mc^  le  dMteM«.fli»»  ciè^  elle  sftefisltoAdesertreiidft 
col  HBtro  4  e  regtfoi  «A  ha  aiehAlliao  pes  s«giiara<.ii  fturte'  d'imene- 
wm  B\  coogiuegndo  in  Geo  i  due  pumi  €  eii^.c^M»  ieiU-CjP»»9i  Tfeoei 
a  formare  Taogolo  C;  ed  io  dico  essere  C  — e.  i. 

jDìmeelr<uiofi«.  InpeMioccihé  le  due  MHe  i^»  «b  sea#  per  epstpaslene 
eguali,  e  conae  eor4e  ee'  due-,  etreall  egaaii  soiieiideMS  'arehi*  ei^iiaU  (S)^» 
par  fa  oh»  gli  SA^aU  C  «  e  luiaoitalà  da>  arsili  .figaaèi  fo«o  ag*alr^);Mo 
sIm  aa.  • 

Tfomnìw 

k""  1^  ti»  ftìmiO'  prsiA  éianUro  o  /«pn  iti  «a»  irafAi  non  jmà  itmrn  al(a 
«MciaitirM»  eAe  tma  9oi(s  pmfpmdtié9Ì<tH. 

Questa  teorema,  s»  diflMP64ffa.col  meiodo  iodireHo  eveé  cai  ptincipio«dellA 
riduziooe  allo  assurdo:  ed  in  1°  laogo  eoaeediame^  L- tpolesi- dèi  due  pee* 
paadiaolaaj  Mlh  BF  (%.  14)t  aUa'  stasai  pimlA  «•  di  MN:  in  qiiasia-  ipo- 
tesi si  var&aea  (4)  BBM^S^MJ<ii  FMT—  FMT;  iMb  si  ha  DBM<  rJBMA 
d«nq«e  dev*  esaera  IMiiV  <  i^vBAI  o  aia  il  tnito  mioore  d^l^  f^Mie  ».  eie 
%k*  è  assordo*  £  si  può  ancoasi  T  «sordo  dorlaena'  dair  piùiici|»io  gi4  star 
bilito.(5),  che  darebbe  eccitali  gli  angoli  netti  JMAf  ^  FBJU  cioè,  la  paf«a 
e  il  tutto. 

lo  2«  luogo  concediamo  t'ipotcìsi.dì  due  perpendicolari  AB,  AC  (6g.  15) 
gnidate  da  A  sof ra  JI£V;  a  prima  di  tutto  ci  ila  permesso  di  prolungare 
AB,  fioche  ai»  Tacoia  BM  -*  AByà'^  tirare  CJE.  Dietro,  questa  costrmiooo 
proviamo  essere  V wf^oìp'  ACB  ^  ECB  :  imparciocohè  rivolgendosi:  la  &• 
gura  ACB  sopra  ^d?>  per.  l*flguagUaoia'  degli  angoli  retti*  ABC,  EÈC  il 
lato  AB  eade  sopna  t^  ($J,  e  pea  ragione  della  rpix». AB  »  BB  egneli  il 
ponto  A  corrisponde  in  E;  quindi  la  retta  AC  deve  confondersi  con  MC^ 
ai  due*  angoli  ACBi)  MCB  eoinciAaoti  sono  agaali*  Ora.  giusta  r  ipotesi 
concessa  l'angolo  .JiCH.  è  rattn,rPsrciò«lo  sarÀ  pure  BCB,,^&ì  %irà  ACB-^- 
ECB^iW*;  onde  AC  ^XE  formeranno  unica,  retta  (7},  e  fra  i  dna  ponti 
A,  M  si  campreQdanBbbero  dna  ratte  AE,  ACE^  ciò  chi'è  saenrdo  (8);  dun- 
que ec* 

(1)  i//."  {2j  /.  F.*»  (3)  /.«  (4)  2  »ef.  X  (5)  ^.  /."  Cor.  («)  «.  />«/'.  /. 
(7)  2.    17."  (8)  /.  l^c/*.  /.  3 


II.®  La  p§rptndieoìmr$  al  mfJHro  di  una  f9tta  ha  tutti  i  tuoi  punti  «- 
quldittanti  dagtà  «ffreml  di  U9a  rwtta  (fig.  16). 

Sia  BÀ  perpemllooUre  al  meiEO  A  di  CB ,  •  di  vn  ponto  B  qaalaa- 
qo6  agli  eatremi  C,  D  al  coDdocano  le  rette  BC,  BD  ;  io  dico  che  que- 
lla rette  aotto  eguali.  Q4aeehè  ritolgendoal  la  flgvra  BAC  aopra  BA^  la 
Mia  AC  eoiflcide  eoo  AÙ  per  ragione  degli  aogidi  retti  BAC ,  BAD  e- 
gnali,  e  il  pasto  C  cade  aopra  D  gioata  Tipoleai  di  AC^AD;.  onde  le 
rette  BC^  BD,  arando  i  dna  ponti  eatremi  conranl ,  coincidono  perfetta- 
neote,  e  aono  eguali.  Nella  aieaaa  galea  coincidono  le  rette  OC,  OD,  e 
le  altro  che  ai  posaono  condurre  da  qnalaiaia  punto  di  BA  agli  eatremi 
€,  D;  dunque  ec. 

Ili.»  7  funU  fmri  d$Ua  farpendlfoliirf  al  ummèo  di  una  riffa  amo 
éUugualm9nt0  dittanti  dagU  utrelni  di  e$$a  retta  (6g.  17). 

Si  conaideri  un  punto  qnalooqoe  B  fuori  della  perpendicolare  AO  al 
mezio  A  di  CD,  da  cui  ai  guidino  le  rette  BC,  BD ,  che  io  dico  easere 
dlauguali.  Imperciocché  tirando  OD ,  ai  ha  (1  )  OC  —  OD ,  che  coli'  ag- 
giunta di  OB  ai  converte  In  OC  +  OBo  aia  BC^OD-^-  OB;  ma  ai  aa  (9) 
eaaere  OD  +  OJ?  >  BD;  dunque  aarà  BC  >  BD,  Lo  che  ec. 

Corollario,  1.®  I  punti  equidiatanti  dagli  estremi  di  una  retta  appar- 
tengono adunque  alla  aoia  perpendicolare  al  meizo;  e  aiccome  due  punti 
determinano  la  posixione  di  una  retia,  così  ne  conseguita  che  una  retta 
come  per  m.  AB  (flg.  10),  avendo  due  punti  B,  O  equidittanti  dagli 
eetremi  C ,  D  di  un'  altra  CD ,  deve  noeeeeariamente  eeeere  perpendico- 
lare a  CD  e  paeeare  pel  tuo  mezzo  A. 

Corollario.  2.®  Se  una  retta  AB  è  perpendicolare  a  CD ,  %d  ha  un 
punto  qualunque  O  equidittante  dagli  eetremi  C,  D,  gli  altri  punti  della 
perp$ndieolare  goderanno  della  medetima  jproprietà,  cioè  a  dire  AB  tara 
perpendioolare  al  mezzo  di  CD;  giacché  il  punto  O  appartiene  certamente 
«Ila  perpendicolare  al  meizo  di  CD  (8) ,  e  per  O  non  pnò  pasaare  che 
una  aola  perpendicolare  a  CD  (4). 

Lemma  a  Tanti  I?.® 

Due  linee  epezxaie  ACB,  ADB  avendo  gli  tteeti  punti  eetremi  A ,  B, 
Vinviluppante  ACB  è  maggiore  delVinviluppata  ADB  {41^.  18). 

Prolungando  AD  in  E,  ai  ha  iiC  +  CI?  >  ilE  e  quindi  AC  +  CE  +  BB 
o  sia  AC'{-CB>  AB  +  BB  ;  ma  DB'{'BB>  DB,  9  JD  -f  DJB  +  BB 
cioè  AS'{-EB>  AD  4-  DB  ;  dunque  a  fortiori  hC  +  CB>AD  +  DB. 
Lo  che  ec. 

lY.*  Se  da  un  punto  A  ti  tirano  alla  retta  BN  la  perpendicolare  AB 
e  le  varie  oblique  AC ,  AB ,  ec»  V  la  perpendioolare  è  la  più  corta  di 
tutte,  e  come  tale  mieura  la  dittcmza  del  punto  alla  retta;  2^  le  oòti^ue 
AC,  AD,  equidittanti  dal  piede  B  delta  perpendicolare  eono  eguali;  d^  fra  le 
oéft^iie  quelle  più  dittanti  dotta  perpendicolare  tono  più  lunghe  (fig.  19). 

(I)  //.•  (2)  i.  Def.  f.  (3)  Cor.  /.  (4)  I.® 
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Si  prolnoghi  AB,  fiacM  si  f«ceia  B^^AB,  e  ti  mnàwnmò  OF^  BW. 
Id  f*  iaogo  per  ragioM  dell' mgolo  retto  ÀBE  ti  può  dire  BB  perpea* 
dieoUre  il  mezze  B  di  AF^  ciò  che  dà  (1)  AB  —  JTF,  AC  •*  CF.  Or»  It 
rette  AF^  |»iik  breve  di  qaalanque  linea  speziata  ACF,  .iJ?F»  ee.;  don- 
q«e  la  metA  ìAB  sarà  più  corta  della  metà  AC^  AB,  ec.  In  %^  In  ego  Ti- 
pocesi  delie  oblique  A€f  AD  eqnidistaDii  dal  piede  B  della  perpend»  AB 
si  riduce  a  sopporre  BC  «-*  BD^  eioé  a  dire  ìA^  perpendieolare  al  mezzo 
B  di  CD,  che  dà  ilC  —  AD  (2).  In  S"*  luogo  si  ha  giusU  il  lemma  AB  + 
MF>  AC  +  CFf  e  prendendone  le  rispettive  metà»  nsnlu  AB  >  AC*  Lo 
che  ec* 

CofolìariQ.  Da  un  jHmto  ]mìmo  /Wor»  dt*  una  tma  non  s<  petaono  ^mi- 
dorè  alto  Jtefsa  eAe  du9  soU  rette  epuali,  ebe  sono  appunto  le  oblique 
equidistanti  dalla  perpendicolare  tirala  dal  punto  sopra  la  retta  ;  perché 
se  ci  piacesse  d'immaginarne  tre  o  pih,  dal  medesimo  lato  dalla  perpen- 
dicolare si  compreaderebbero  pih  lotte  eguali»  ciò  ch'è  impossibile* 

y.^  ioTcrso*  Sé  AB  è  la  pM  corta  Unea,  ehe  st  può  eondtirre  dalpimlo 
A  Mofra  BN,  4w*9$9$n  AB  pfpéodifii^are  a  BK;  §§  1$.  obU^w  AC^  AD 
sono  9guali  dtvóno  eutf  tqmdiitanii  dal  piede  B  della  pefpendie^an 
AB;  e  fra  le  oblique  dieuguaU  AB,  AD  la  maggiore  AB  dev'essere  p»il 
distante  dalla  perpendioolare  AB  (fig.  19). 

In  riguardo  alla  1*  parte  se  AB  non  fosse  perpendicolsre  a  BN,  si 
potrebbe  da  A  abbassare  l'eifettlTe  perpeodicolere,  che  sarebbe  più  corta 
di  AB  (3),  ciò  ch'è  contro  l'ipotesi.  L'ipotesi  della  V^  parte  si  riduce  alla 
perpendicolare  AB  col  punto  A  equldlsuote  dagli  estremi  C  ^  D»  il  che 
dà  BC  ^  BD  (4);  ed  In  riguardo  alla  a^  parte  concedendo  BB  eguale  o 
minore  di  BD,  ne  seguirebbe  AB  eguale  o  minoM  di  AD  (9)  ;  ciò  eh'  è 
pure  contro  ripotasi.  Dunque  ss.  * 

FIOBLIKI. 

1^  Hìvtdere  in  mexMo  la  data  ulta  DC  (fig  99). 

Prendendo  I  punti  estremi  JD,  C  come  centri»  si  descrivano  collo  stesso 
raggio  due  circoli,  di  cui  basta  soltanto  segnare  gli  archetti» per  avere  I 
punti  d'ii^ersezlone  in  G  e  H,  pei  quali  si  tiri  la  retta  GB^  che  divi- 
derà DC  nel  suo  mezzo  F,  Imperciocehè  i  due  punti  G  t  H  sono  per 
costruzione  equidistanti  da'  due  centri  D  e  C  ;  ed  avendo  la  retta  GU 
due  punU  equidistanti  dagU  estremi  di  DC,  dovrà  essere  perpendicoCare 
al  suo  mezzo  F  (9). 

2.^  Dal  pumtù  F  dato  eopra  DC  innalMare  alla  eteeea  la  perpendi* 
eoàore. 

Si  prendano  dal  punto  F  col  compasso  le  due  pertl  eguali  FDyFC  a 
piacimento;  coi  centri  D  t  C  e  collo  stesso  raggio  si  descrivano  due  ar- 

(i)  !/.•  (%ì  il.»  (3)  /r.**  (4)  /!/.•  Cor.  t.  (9)  /F.*  (9)  UL  Cor.  4. 


cMtlpftr^MmNMiìieJ'iWrMftoe  it  €;  per  Fe/tisl  iirì  FI?,  che 
•Me  to  fMtpMdic4lafe.fiiliaiU(  •  ciò  p«  véfioM  M.wwi  én*  tomi  F 
•:  fi  cqnUifllaini  <ii|^  «Birèml* D  e  Cidi  l>C (i). 

:€li«  M  II  idfelQ  pmu  e«rrt»|Kittét.  aU'MrfeniU  éeila  rtlU»  e  qwMa  Mm 
può  pffolttdigarrfi,  aUor».  no»  piò  aver  taofiB  l'anaidalla  oèttratiane,  e  «ai 
ttfratao  cwia  bi  «ppraaao  di  naa  sinUa,  «ìKiDastMia  (f  ft  Probi*  Seal,). 
-  S.*  INif  Mia  jNHila'^  f«orj  éi  DC  aUMaars  «jw»  lit  me$$m  4m  pmr^ 
pnulie0lar$, 

'  Folto  ^oMTo  il  pmto  ^y  al  «teirifa  ca»  «a  tvfff^  ^*  adAcMte  lar- 
ghezza an  arco,  che  intersechi  la  data  retta  nei  puoti  D  e  C;  e  per  meita 
dati  solili  atcketd  tt>t  oaaiH  to  D  ^  C  al  «if  nC  Mi,|MMta  O  d^imaroezio- 
Mt  larenia  ffaidoia  par  6^  •  O  aatlila  aartaiè  perpeoMaolare  fer  U  sMoat 
taglote'  di  sopra  def  duo  pufia  ^  a  O'  o^vIdlataoM  4%  Ù  t  €  (S). 

H^oKoj  SM  atcbolU  daacvItU  coéceatri  In  D  a  C*  davoiio  airav«  il  tag^ 
gio  più  kiaga- della  mata  di  OC,  ateriuMpU  uè*  aMiaipaaaoa ,  coma  ai 
dfam^lrorà  ap^knaao  ((  f  llv"^  > ;  e  il  >iaggfo  ,dal  aiivola  d«  ceatro  G  nel 
pfoblaoia''^  dav'asaeta  tiagglofa  daHa  F^iptodiooliM  tfF  pt^  accoM  la 


.  •. 


§  4.   DBLLB  PBRFÈIfBKOLABf  «TEL  €IftCQLO. 


I  »  •  '  I  • 

I  l«i'  I  •  , 

■  1.^  Urag^  010 f9$fmd$o0lart  oli»  éoitte'  WG'dMde  ^  «laKso  1^ 
carid»  a  Tii^a  VMQéaUa  wmléÉimé  9aUam^»ta^cm§alò  F€G  (fig.  21). 

ImpavcbNd^hé  la  iperpaodicolaro  CM  M  il  piMto  ^7,  thè  H  caolra  dal 
circolo,  equidistante  dagli  estremi  F  a.6,.c^.aooo  4»«nti  della  eiroa»- 
fereoza  (4)  ;  dunque  gli  altri  punti  di  questa  perpendicolare  devono  es- 
sere pure  equidistanti  da  F  e  ér  (5|,'e  quindi  D  è  il  mezzo  della  corda  FG, 
Dì  più  essendo  il  punto  M  della  perpendicolare  equidistante  da  F  e  6, 
ne  conseguita  Teguaglianza  delle  corda  HF»  MG^  che  vi  si  poaaoao  con- 
dorrà,  e  pafcsiò  qoelia  degli  atahi  aalteai  (•)»:•  aia  l'arca  FiUG  reata  di- 
.tiao  in  iDfzfiO  aai  punta  II*  di  eaà  è  uo  «anaatoanto  regoagliaoKa  dagli 
angoli  FCJir,  MCG  (7).  Lo  cImìOc.. 

II.''  n  raggio  tM^cìm  éivide  i«  mmjni  ià  ^érda  FG^  è  ptrfeiidieoktn 
allm  tt9$$a,  a  dimd&.in  muio  Tarfo  aaiasfo.    • 

Gonciosstao^è  il  ràggio  CJIf  ha<giaaia  i'ipataal  tdoe  ponti  C»  D  eqoi* 
distanti  dagli  estremi  F,G,e  come  tale  dev'essere  perpeadieolara  a  FG  (8}« 
ISaaeodo  CM  perpendicolare  al  nazao  di  FGy  il  fumo  M  rasolla  equidi- 
stante da  F  e  6  (9},  e  per  la  stessa  ragione  di  sopra  è  il  mezzo  daU'acioa 
FMG.  Lo  ebe  ao. .  • 

(1)  ///.«  Cor.  4.  (2)  ///.•  Cor  4.  (3)  JF.»  (4)  4.  Dtf.  S.  (5)  S  liL"* 
Con  «.  (•)  4.  F/«  (T)  3.  /.    WS.  Ni.*  Cor.  4.  (9)  S.  If.* 


3t 
ili."  Lm  fBrfmdHojÈté  CM^àkf  àkrii§  in  wmam  ìa»oféa  FO»  ém^is- 
M9rt  wm  ra§giù  éUtè  paÉ$att  pM  0€iMro,  §  dhride/èi^  mMs*  Viotto  §omm. 
IiilpercktocbÀ  tMà  «al»  peipeodieolare  al  mtxM  D  àà  F&  m  eompre»- 
doDO  i  ponti  eqoidistaDii  da  F  e  G{\)\  onde  il  centn»  del'Cireelo»  cà*è 
eqQrMsuAe  4%.  F  ^  G\  éei'csft^e  MCMstrtattiMld  vn  {Mimo  éX  questa 
l^rpendioolttt,  •  il  ponto  Jf  e^distnlite  dt  F»lr^rri)»poiii«nl«ietiD 
dell'arco  Ftf&.  Lo  die  te.       -  '.   t 

5c#<lo.  I  ire  teacMDi  già  espatkt  eì  aMslrana  ttliite  «^a  8l«Ma  retta 
le  letneati  qnHtro  odndiklOMt  àa  i*  di  estera  un  reggìo,  la  S*  di  eeeare 
peipendieelarè  alla  corda>  la  3*  <K  )^eeate  pd  meEko  della  carda,  la  4* 
di  fMieaffe  pel  «wiìd  dell*  ama  eotteso;  e  tale  é  la  ratiproca  eonoalena* 
liane»  eha  date  due. de  caeaf  éeteoe  le  eltre  doe  necesaarleRieBlei  af«r 
laogo.  In  questa  goisa  ne  provengono  altri  tre  teoremi  »  di  cai  ìqui  ne»* 
tfaoM)  le  aenpUel  eittnàìatwnk  l*"  li  rog§i9t  che  divide  in  mwuto  Vano, 
è  jMrpaAdteetore.  al  «leixo  delia  ewéa.  S^  La  ftrpemdiiaktn,  dbe  divide 
in  fMxso  Vareo^  divide  pure  in  mexMO  la  edrda^  ed  À  un  ni^fm*  d**  Za 
teHa^  eke  dividie  in. meteo  la  corda  e  Vafeo^  reef^tù  perptmdiealafe  e  rag" 
§Ì0é  La  dìmesiraalaiia  té  fendala  ao  1  teorèmi  M  6  3*  e  può  essere  fert 
nita  degli  etessi  gievaoi,  the  etranne  cosi  l*agio  di  eaérsiurfisl» 
Fro6/efna.  Dividere  un  angolo,  o  ateo  dalo  in  due  parti  eguali  (6g.  20)é 
Se  ò,  date  l'aag*  I^C  si  deserir e  cel  centro  tf  e  un  raggi»  ^aaliuiqne 
Tarco  DMC  ^  eoi  centri  in  D  e  C  si  segfia  la  sotim  iateraejiiooe  O  dèi 
due  Bfsbetlai  dello  stesse  raggia,  e  si  tioa  per  ^»  O  la  retta  Irli)  che  di- 
vider^, in  BMfS4>J!ang<  D€C.  Perchè  la  retta  GQ  eoi  ihie  penti  ér,  O  e- 
qvidiatan^i  per  eoetcaiiene  da  D  e  C  è  perpendacelàre  a  DC  (ft)»  e  divide 
ìa-  sKaw  l'«roe  MMC  e  sia  reng.  1>CG(3). 

.  Se  pei  è  dato  l'arco  DJfC,-  questo  problema  all'altro  si  ridaoe  didi- 
lÀùem  io  mesce  la. carda  JOVX^f  cioè  si  aegnaao  co'  centri. in  D  e  C  due 
punti  d'intersezione  in  G  e  H^o  pure  in  G  e  O,  pei  qttaU  si  flsadnce  la 
rei4e«  ohe  dividere  io  meete  l'aroo  per  la  steesa  ragiona  di  softe*  Lo 
che  ec*      ,      . 

S  &.   OELLB  TANGBIITI. 

.    Jeorsmì. 

I.°  La  linea  retta  non  può  ineon^rare  la  eireonfirenea  ehs  in  due  eoli 
punti  {ùg.  21). 

Gep^ossiacbè  se  Viocootrasse  io  tre  ponti  come  per  es.  in  F,  Ji;  6». 
0  in  più  di  tre  ponti ,  allora  si  potrebbero  dal  centro  C  sepia  le  retta 
condurre  i  Ire  raggi  eguali  CF,  CM,  CG  o  più»  ciò  ch'è  impeeeibile  (g). 
Doe.  soU  edoBfioe  peesono  essere  i  paoli  d'incentro»  perebé  due  sole  reue 
eguali  si  pesseoo  tirare  da  on  ponto  sopra  noe  jetta.  Le  che  ec* 

CI)  5.  UL''  Cor.  4.  (2)  S.  lU.''  Cor.  4.  (3)  i.*  (4)  S.  Probi.  1.  (3>  3. 
ir.*  Cor. 


Seolio.  La  cirooiifereMa  •  qatloiifiie  arcto  dflHft  ateata  *  cho  nòo  ^uò 
tagliarsi  dalla  linea  reità  in  più  di  due  puoli,  si  dice  linea  eonutaia  ;  e 
qoesta  donominaaione  si  estende  a'qùaloaqoe  altra  car?a,  dw  foée  di 
dna  simile  -preprietà. 

U»^  La  fmrpendieolan  TT*  eofidatf a  aWtitfémUà  M  del  rmg^  CMn^fn 
ha  oeUitfiM  eoUa  einomfétenta  cké  il  Moh  pwuo  Jlf,  eh»  die$ii  punto  di 
contatto,  dandoii  a  TT  il  nome  di  tangente  (flg.  92). 

S'immagini  sopra  TT  «n  ponte  K  Tieinissimo  a  JIT,  e  vi  si  tiri  CJT,  che 
come  obliqua  deVeasere  maggiore  della  perpendicolare  CM(1);  ma  il  rag- 
gio CM  misura  la  distania  de'  ponti  della  circonCerenia  dal  cantre  C  (3); 
donqve  il  ponto  M  poste  alla  maggiore  dislanta  OM  dmr'esaere  al  di  là 
cioè  fneri  della  circonferenxa ,  e  quindi  fi  solo  ponto  M  di  TT  appar* 
liane  irfla  ciMonferenxa.  Lo  che  ec. 

IH  *"  inverso.  Se  la  r»Ua  TT  è  tang$n»é  al  circolo,  eéo4  «  din  ha  il 
$òkt  punto  M  eomwno  eolia  oin^on/erensa,  U  raggio  CM  tiraio  al  ponto 
di  conlatto  M  è  porpendieolare  alla  tangente  TT. 

Perché  essendo  qualunque  ponto  K  di  TT  fuori  della  circonferenza,  si 
J»a  la  corrispondente  disCansa  CK  maggiore  del  raggia  CM;  onde  CM 
ch'é  la  più  corta  linea  da  C  saprà  TT,  dev'essere  perpendicolare  a  TT'  (3). 
Lo  che  eo. 

IV.^  AmfMisa  la  itetea  ipotui  del  teor.  II,  non  ei  può  fra  la  etreeii- 
ferenza  e  la  retta  MT  tirare  per  M  veruna  retta  intermedia, 

Coacedemlo  di  potersi  tirare  la  retta  intermedia  MR,  qoesla  avrabbOt 
ad  eccezione  di  M,  totti  i  sool  ponti  tuoti  della  oiroooferenca,  e- il  rag* 
gio  CM  sarebbe  la  più  coru  linea  da  C  sopra  MR  e  qoindf  perpendico- 
lare a  MR  (4).  In  questa  guisa  esisterebbero  le  doe  perpenditelart  MT, 
MR  allo  atesso  punto  M  di  CJIf,  ciò  ch'é  assordo  (li>.  La  retta  MR  adun- 
que deve  cadere  dentro  al  circolo,  e  oosl  Incontrare  la  circoofereoia  in 
on  secendo  ponto. 

^olio.  Qoesto  Uorema  serve  di  base  al  liogoaggie  metaforico  adattato 
a  questo  riguardo  nella  geometria:  la  perpendicolare  TT  all'estreroitè 
Jif  del  raggio  CM  tocca  la  circonferanta ,  e  si  dice  fondente  per  la  ra- 
gione del  suo  massimo  ravvicioaraenio  alla  circonferenza ,  non  potendo- 
visi  tirare  altra  retta  intermedia;  ed  io  contrapposto  si  dà  il  nome  di 
eecante  alla  retta,  che  inconlrii  la  circonferenza  in  doe  ponti.  Il  geo- 
metra poi  considera  che  per  ooa  serie  di  secanti,  di  col  i  doe  ponti  co- 
muni colla  circuofereoza  sempre  più  si  approssimano,  si  può  passare  alla 
tangente,  nei  qoai  caso  qoei  doe  pomi  coineidono ,  ridocendosi  all'oni- 
ce ponto  di  cootatto. 

CoftiUarto.  Non  «i  può  allo  ilaslo  punto  M  4ella,  eiroonfiteienza  tirare 
che  una  eola  tangente;  perchè  nel  caso,  di  doe  tangenii.sarelibero  le  stesse 
perpendicolari  si  punto  M  del  raggio  CJ^t^  eiò.chfè.  assordo  (6). 

(1)  S.  ir.""  (2)  #.  Def,  S.  (3)  S.  F/  (4)  S.  F.'  {»)  S.  /.•  («)  S.  /.• 
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ProhUma,  Tiran  la  tang9nt9  al  punto  IH  dHla  einonfttmta* 
Conducendo  a  Jlf  il  raggio  CM,  il  problema  si  riduce  a  tirare  dal'  panto 
M  la  perpendicolare  aopra  CM  (1). 

§  6.   BKLLB  PABALLELE. 

De/Snir<ona. 

Bae  linee  rette  poste  nel  medesimo  piano,  che  prolungate  sino  all'in* 
finito  non  ai  rincontrano,  diconsi  paraUele;  ed  in  generale  ai  addita  col 
nome  di  paralMinM  una  si  fatta  proprietà. 

Teoremi, 

I.*  DtM  rette  AC,  BD  ptrpendieolari  ad  una  terga  AB  $ono  poraMe- 
U  (fig.  23). 

Giacché  se  le  stesse  s'incentrassero  in  mi  qttalnnqne  punto  O,  nasce- 
reM>e  l'assurdo  delle  due  perpendicolari  OCA,  ODB  guidate  dal  mede- 
simo ponto  O  sopra  AB  {2);  dunque  ec. 

II.**  inverso.  Se  due  rette  eono  paralMe ,  devono  tutte  e  due  enere 
perpendicolari  ad  una  terza  retta ,  cioè  se  da'  punti  A  ^  B  della  retta 
AB  (fig.  24).  partono  due  parallele ,  ed  una  di  eeee  BD  'è  perpendico- 
lare <k(  ab,  dev*et$ere  V altra  condotta  per  A  pure  perpetidicoiare  od  AB» 

Condotte  per  A  la  perpendicolare  AC  sopra  AB  t  le  due  oblique  JJT, 
AF  vicinissime  ad  AC,  se  prolunghiamo  AB ,  che  to  con  'AB  1* angelo 
acuto  BABf  questa  anderà  sempre  più  allontanandosi  da  AC,  eh' è  quanto 
a  dire  si  ravvicinerà  sempre  pib  a  BD,  e  cosi  le  due  retie  AB,  BD  suf- 
ficientemente prolungate  si  dovranno  io  fine  rincontrare.  Se  poi  prolun- 
ghiamo AF,  che  fa  l'angolo  ottuso  FAB,  dalla  parte  opposta  eroe  verse 
F\  nasce  l'angolo  acuto  .F'AB  (3);  quindi  ha  luogo  lo  stesso  caso  dì  wo» 
pra,  cioè  le  due  rette  FAF*,  DBD*  a  sufficiensa  prolungate  verao  quetta 
parte  finalmente  s'Incontrano*  In  simile  guisa  fra  le  rette  condotte  per  ilt 
la  sola  AC  perpendicolare  ad  AB  resulta  parallela  a  BD,  Dunque  ec.    ' 

Scolio*  La  dimostrazione  recata  non  è  a  dire  il  vero  molto  rigeroaa,  ed 
è  giusto  che  i  giovani  sappiano  di  arare  l'articolo  delle  pandièle  fermati» 
uno  scoglio,  in  cui  sono  andati  a  naufragarsi  tutti  gli  scrittori  di  geoneiriay 
eomtnciando  da  Buolide  sino  a  Legendre;  quest'ultime  poi  a  forte  41  lun- 
ghi e  complicati  raziocini  ha  annebbiato  qualche  teorema  fondamentale  del- 
la scienza,  e  per  poco  si  ristette  neir  ultima  edizione  a  non  ritornare  all'an» 
tiea  imperfezione  di  Euclide.  La  Croix  credette  di  ridurre  Ir  dfflkoltà  al 
minimi  termini,  ammettendo  il  princfi>io  da  nei  espeete,  ed  .in  une  nota 
fa  conoscere  la  dimestrazione  di  Bertrand  some  la  pih  semplice  ed  inge* 
gnosa  (Geom.*  n.**  40),  di  cui  qui  ci  proponiamo  t  fare  un  cenno. 

(i)  S.  Probi.  9.  (2)  S.  /.•  (3)  2.  ///.•  Scoi. 
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Udo  spilo  Mgolare  (!>»  selibeiie  sia  tedefimlo  Q(bL  verso  &t\\%  Uiaghmn 
4e'  Uf\p  si  ppò  beo  eomparare  eoo  on  aUro,  dicendo  pec  es.  misgìore 
quello  dell' aofolo  più  grande;  e  noi  comparando  lo  spaiio  di  no.  angpkt 
acuto  piccolissimo  con  quello  di  una  banda  di  due  perpendicolari  alla  stessa 
retta,  ch'é  indefinito  nel  verso  della  loro  loAghaza»,  dimostreremo  lo  spa- 
zio angolare  maggiore  della  banda. 

Esìstendo  Tangolo  acuto  picoolissimo  FCG  (fig.  7),  si  può  colla  sua 
successiva  rivoluzione  intomo  ad  on  lato  formare  on  numero  qualunque 
di,  angoli  contigui  GCJBf  ec.  agoali,  e  cmì  ^ervenira,  ad  wm>  4i  assi^  di 
cfd  il  l^to  4pv.ri  .ca4erq  al  ii  là  del  lato  CM  dell'angolo  Mtn»  FQB;  ià 
che  importa  di  potersi  lo  spazio  angolare  acuto  FCQ  (KWndei^a  Unin  vo4(« 
da  superare  lo  spazio  angolare  rette.  Ha  questo*  non  può  avvenire  alla 
banda  E  ASF  delle  due  perpendicolari  AB,  EF  sopra  A  E  (Gg.  25} ,  per- 
chè la  sua  rivoluzione  intorno  ad  EF  dà  origine  alla  2*^  CEFO  coi  lato 
E€  nel  proUmiPfDeoto  d^  AB  (2)«  e  colle  successive  livolui^ooi  se- ne 
ottengono  infinito,  di  cui  nessuna  giunge  a  cadere  al  di  là  del  (sto  ^i^ 
dall' angolo  aaUo  A4f  ».  gisceadft  («Uè  sopra  questo  laio  proloogaio  al 
rinfittito;  a  potò  un  nvmefo  iofiaiio  di  questo  bando  non  baMAHoa  aiepr' 
pire  lo  spazio  dell'  angolo  retto.  Per  lo  chie  lo  spasior  di  quaisiftift  angoli^ 
•quto  è-  da  ]cigiiai:4aaa|.,ao«ie  maggwo  della  banda  anzidvun^  qnaàoqyie 
s^a  la  Uin^^za  jdi,44?* 

Venendo  osa  àk  nqauso  assunto ,  s'iranAgiiiil  par  4  l'^bliqiia  pQsln  mA 
aaeolo  acuiai  con  AJ^  e  si  supponga  vicìAiasiflra  aliai  pa«pand..iiJ^;'qpaaift 
obliiiua  dova  ini^Qnliiaae  qualunque  aHra.  p0rpan4Mi|olM'e  per  ea.^£F«anidoita 
aof^a  AEfdffenAQ,  aignar^o  alla  ciroostaapiadeUo  spaicio  dell*  angola  acoM 
de<irol^iqoat  con,  Afi  maggioro  della  banda.  EABF,  laiperoiacchè>«e1  oaac» 
conuaHp  »  cb'è  quello^,  dolV obliqua  compresa  tttUa  al  dÀ  qua  di  EF 9  l«t 
aptaaio  dit  qpeli^ angola  i^m»  varrabba  »  farmave  parte- della*  banda»  r«* 
sAando  ai  questi' ultima  T  eccedente  spazio-  compreso  fl-ai  la.  perpandioolara 
J9B,  la  Mila.  Eé^  e  l'obliqua*  ohe  vai  qua«lo  diaa?  ka  apaaio  dell; angolo 
ncuio  neaallerebba«ino«e  «bilia  banda;  meiilre  ammatlanda  l' incottilo. deb 
l*obii{[u»»  obo)  aaoaibilmanta  può  rappreaenMMrst  dn'.^C^,  -oan  AiT»  al  ba 
oltro«  atto  apazioi  oomuna  uno.  spazio  triangolare^  dafiaito^  da  parta  dalla 
ftandft  od  «no  iqwzio'  angolane  indafinitc^  da»  pente?,  dali'aogoi^  ^^^  «  ^ 
abKwqne  aijioiafiaita.cha  in  questo,  solo  oano  pud  la  banda  r^anUai-atpii^ 
pMaal*  dalloi  apazift  dall^ angolo  a^aioi. 

yrnàajno  in.  fine  notando-  poterai,  il  icorama»  di  anéislaiMita^eapvinMm 
nel  modaaagDanta:.le  aeiraiporaiUala  AoMMi^aomiihft  la  |>#99iamlt0o{ar<».o 
SIA  <ai,re«ia.4A,.oAf  è.  jMriMiuitcotara  0(&.uiia;<M/a  parmikiU  ED-,  dm^ei* 
$ar\Q.  omft$fia\  aWnlum  iK^/panahè  nel  oaaoi  di  AQ  obUqua'rispetio  ad  AJBk 
alt iierillabarebbe.l*iflCfMitnii  di  Bfk  a  AC  ,  ch^èi oantnif  If i^taai». 

><;^ro((afia*)  i>».  iiiii|MnKi:4  nw^xfmà  Cerami  «Aft  fuM^ifdupwnriklu  a 
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BD;  perehè  Del  caso  di  dae  parallele  AC,  AB  la  perpendieolare  AB  gui- 
data sopra  BD  sarebbe  perpendicolare  9id  AC  e  AB ,  ed  al  pnnlo  A  di 
AB  esisterebbero  dae  perpendicolari,  lo  che  è  assordo  (1). 

HI.**  Due  rette  CD,  BF  parallele  ad  una  terxa  AB  $ono  pcarallele  fra 
loro  (fig.  2tf). 

Conciossiaché  tirando  per  qaalsisia  ponto  A  di  AB  }à  perpendicolare 
AC  sopra  AB ,  questa  dovrà  esserlo  pure  a  CD  ed  BF  (2)  ;  per  lo  che 
le  due  rette  CD ,  BF  perpendicolari  alla  stessa  retta  AC  resoltauo  pa- 
rallele (3).  Lo  che  ee. 

IV."  Le  parallele  AC ,  BD  óoneervano  da  per  tulio  la  medeeima  di- 
itanza  fra  loro. 

Si  tirino  da  doe  ponti  qoalonqoe  A,  C  le  perpendicolari  AB,  CD  sopra 
ACj  che  resultano  pare  perpendicolari  sopra  BD,  ed  io  dico  essere  egnali 
le  dae  anzidette  perpendicolari  comuni  AB,  CD.  A  qoesto  oggetto  slmma- 
gìni  il  pnnto  E  meno  di  AC,  e  soppostavi  la  perpendicolare  comone  BF, 
si  riTolga  sulla  stessa  la  porzione  di  figora  AEFB.  Allora  per  l' egoa- 
glianza  degli  angoli  retti  FBA,  FEC  deve  BA  cadere  sopra  BC,  per  l'i- 
potesi di  E  mezzo  di  AC  il  ponto  A  cade  sopra  C ,  e  per  ragione  de- 
gli angoli  retti  A,  C  prende  AB  la  direzione  di  CD  o  sia  il  ponto  B  deve 
corrispondere  sopra  CD;  ma  dall'altra  parte  gli  angoli  retti  BFB^  DFB 
danno  la  coincidenza  di  FB  e  FD,  e  quindi  il  punto  B  sopra  FD;  don- 
qoe  B  si  troveri  nello  stesso  tempo  sopra  CD  e  FD,  eh*è  quanto  a  dire 
nel  loro  unico  ponto  D  cornane  (4).  In  qoesta  goisa  le  doe  rette  AB,  CD 
coincidono  perfettamente  e  sono  egnali.  Lo  che  ec. 

Corollario.  Essendo  la  linea  retta  determinata  da  doe  ponti,  ne  segue 
ohe  per  definire  la  parallela  ad  una  retta  batta  prendere  due  punti  dalla 
steiia  equidistanti;  cosi  per  es.  tirando  le  doe  perpendicolari  egoal i  AB, 
CD  sopra  AC,  la  retta  BD  condotta  per  i  doe  ponti  B,  D  è  parallela 
ad  AC. 

y.^  Se  due  paraUele  AB ,  CD  tono  eeeate  da  una  tema  retta  PQ,  ei 
formano  eguali  1®  gli  angoli  alterni— interni  CFL,  FLB;V  gli  angoli 
corrispondenti  PFD,  FLB  ;  3®  gli  angoli  alterni  —  esterni  PFD ,  ALQ; 
4^  gli  angoli  interni  DFL,  BLF  o  gli  esterni  PFD,  BLQ poeti  al  mede- 
eimo  lato  della  secante  PQ  sono  svpplementari  (flg.  20). 

Prima  della  dimostrazione  dai  ponti  F,  L  si  conducano  FO  perpendi- 
colare ad  AB  0  LI  h  CD,  che  resaltano  perpendicolari  comoni  alle  due 
parallele  (K);  si  descrivano  coi  centri  F,  L  e  collo  stesso  raggio  FL  doe 
archi  circolari;  e  si  prolonghino  FO,  Li  fino  all' incontro  degli  archi  in 
N  0  M»  Premesso  ciò,  il  rsggio  LK  perpendicolare  alla  corda  FT(  divide 
in  mezzo  la  corda  e  l'arco  sotteso  (6),  e  ne  proviene  FO^ON,  arco 
FK^areo  KN;  similmente  il  raggio  FJT  perpendicolare  a«ia  corda  LM 
dA  Ll^IM,  arco  LH^arco  HM.  Ora  giusta  la  natura  delle  parallele 

(1)  S.  /.•  (2)  //.•  (3)  /.«  (4)  /.  Def.  4.  (5)  //.•  (ft)  À.  /.• 
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sono  eguali  le  distanze  FO,  £/{i),  e  qaiodi  i  loro  doppi  FN^  LJIf,  che 
come  eorde  egaali  in  circoli  egoali  soilendono  gli  archi  egoaJi  FKN^ 
XHJV  (2),  di  cai  le  metà  FK,  LH  sodo  eguali:  daoque  i  due  angoli  FLB, 
CFL  coi  vertici  ai  dae  centri  L,  F  devono  essere  eguali  (3).  Lo  che  ec. 

Qaesta  eguaglianza  degli  angoli  CFL ,  FLB  serve  di  base  a  dedurre 
le  altre  giusta  renunciazione:  ed  in  vero  si  ha  PFD  —  CFL  (4) ,  ma 
CFL^  FLB,  dunque  PFD  —  FLB;  e  se  airangolo  FLB  si  sostituisce  il 
suo  eguale  ALQ,  ne  proviene  PFD  <—  ALQ.  In  One  dalla  nota  eguaglian- 
za (5)  DFL  +  CFL  —  180«  mercè  la  sostituzione  di  BLF  in  vece  di  CFL 
si  deduce  DFL  +  BLF^  180^  mentre  dall'altra  ALQ  +  0£Q  — 180^  per 
la  sostituzione  di  PFD  in  vece  di  ALQ  si  ottiene  PFD-^-BLQ^iW» 
Lo  che  ec. 

Seolio.  La  stessa  figura  presenta  un'altra  coppia  di  ogni  maniera  di  an- 
goli, cioè  la  2*  coppia  di  angoli  alterni — intemi  DFL,  ALF;  la  2*  di 
angoli  eorrispondenti  PFC  FLA;  la  2*  di  angoli  astemi — etlemt  PFC^ 
BLQ;  la  2"  di  angoli  inumi  CFL,  ALF  o  di  etUmi  PFC,  ALQ  al  mé- 
deiimo  lato  di  PQ;  e  gli  angoli  di  ogni  coppia  sono  i  rispettivi  supple- 
menti di  quelli  della  coppia  menzionata  nel  teorema»  cosi  DFL  è  supple- 
mento di  CFL  (6),  ALF  di  FLB ,  PFC  di  PFD ,  ec.  Per  lo  che  sussi- 
stono rispetto  a  queste  coppie  le  stesse  eguaglianze  enunciate  nel  teore- 
ma, cioè  si  ha  DIX  «-  ALF,  PFC  -  FLA,  ec. 

VI.®  inverso.  le  nell'incontro  dille  ^tte  AB,  CD  eolia  terza  PQ  ha 
luogo  una  delle  sopraddette  egtMglianxe  di  angoli,  dei  degli  angoli  ah 
terni  —  interni  CFLy  FLB,  o  dei  corrispondenti  PFD^  FLB,  o  degli  al' 
temi  —  esterni  PFDy  ALQ,  o  pure  se  gli  angoli  intemi  DFL^  BLF  o  a- 
iterni  PFD  ^  BLQ  al  medesimo  lato  sono  supplementari,  io  dico  che  le 
rette  AB,  CD  sono  paraUele  (6g.  27). 

Abbiamo  osservato  (7)  come  queste  eguaglianze  dall'  unica  dipendono 
degli  angoli  alterni  —  interni,  quindi  ciascuna  ipotesi  a  quella  si  riduce 
di  CFL  —  FLB,  secondo  coi  noi  proveremo  il  parallelismo  di  AB  e  CD. 
Se  ciò  si  nega,  si  deve  per  F  tirare  un'altra  retta  MB  parallela  ad  ABf 
che  dà  regna  glia  nza  degli  angoli  alterni  —  interni  MFL,  FLB  (8);  ma  per 
l'ipotesi  si  ha  CFL -^  FLB;  dunque  MFL '^  CFL,  ciò  ch'è  assurdo,  es- 
sendo l'angolo  CFL  una  parte  di  MFL.  Nello  stesso  modo  si  prova  di 
qualsisia  retta  condotta  per  F  diversa  da  CD;  daoque  ec. 

Scolio.  L'eguaglianze  di  angoli  già  notate  (9)  sono  dunque  esclusive 
per  le  rette  parallele,  cioè  a  dire  le  sole  paraUele  fanno  eguali  gli  an- 
goli alterni  ^  interni,  ec.  o  in  altri  termini  quelle  eguaglianze  sono  ne- 
cessarie al  parallelismo  di  due  rette. 

In  questa  guisa  se  una  retta  condotta  per  F  fa  con  FL  un  angolo  in- 
terno che  insieme  all'altro  Interno  BLF  dia  nna  somma  minore  di  180**, 

• 
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è  giocoforxa  che  questa  retta  formi  uà  angolo  minore  di  DFL,  eioé  che 
cada  al  di  sotto  di  FD  parallela  a  LB ,  com'è  per  es.  FR  ;  e  quindi  le 
due  rei  te  FA,  LB^  che  danno  la  somma  degli  angoli  interni  JIFL  + 
Z^£F<  180**,  prolungate  da  questo  stesso  lato  si  devono  incontrare  (1). 
Se.  poi  la  somma  de'  due  angoli  interni  si  suppone  maggiore  di  180®, 
come  ha  luogo  per  le  due  rette  FM,  LA;  allora  vi  corrisponde  dall'  al- 
tro lato  la  somma  dei  supplementi  RFL  +  BLF  <  180** ,  e  le  due  rette 
prolungate  non  già  nel  verso  FM,  LA,  ma  si  bene  in  quello  di  FW^  LB 
si  devono  incontrare.  Le  sole  rette  parallele  adunque  fanno  la  somma  de- 
gli angoli  interni  eguale  a  180°;  che  se  questa  somma  non  ha  luogo,  le 
rette  non  sono  parallele ,  e  si  riuniscono  dalla  parte  corrispondente  alla 
somma  minore  di  180°. 

VII.®  Gli  angoli,  di  cui  i  lati  Mono  rispetHvamenie  paralleli  e  dinUi 
tutti  e  du9  nel  medeeima  vereo  o  contrario,  resultano  eguaU^  ed  in  coio 
diverso  supplementari  (8g.  28). 

Per  due  punti  ^  e  X  si  tirino  le  rette  PC  e  5Af,  BQ  e  NR  parallele 
che  formano  quattro  angoli  in  A  ed  altrettanti  in  X,  ed  io  dico  che  gli 
angoli  BACf  NLM  coi  lati  AB,  AC  diretti  tutti  e  due  nel  medesime  verso 
de'  lati  ZJV,  LM  sono  eguali,  imperciocché  prolungando  iVH  in  D,  per 
ragione  delle  parallele  SMf  AC  secale  da  ND  sono  eguali  gli  angoli  cor- 
rispondenti NIM,  LDC  (2);  ma  le  parallele  HD^  BQ  secate  da  CÀ  danne 
eguali  gli  angoli  corrispondenti  LBCt  BAC;  dunque  si  ha  NLM'^BAC. 

Posta  questa  eguaglianza,  l'altre  ne  conseguitano  dei  rispettivi  sapple- 
menti  JtfXII  e  CAQ  co'  lati  pare  diretti  nel  medesimo  verso,  di  SLR 
opposto  al  vertice  di  NLM  (3)  e  BAC  coi  lati  tutti  e  due  diretti  in  verno 
contrario,  o  pure  di  NLM  e  PAQ,  eo. 

Partendo  poi  dai  principio  NLM -^  MLR  «  180®  (4),  si  sostituisce  CAQ 
al  suo  eguale  MLR,  e  si  ottiene  NLM+  CAQ-^  180®,  notando  di  essere 
AC  diretto  nello  stesso  verso  di  XJIf  ma  AQ  in  contrario  di  LN.  Se  a 
NLM  si  sostituisce  BAC ,  lo'  stesso  principio  dà  BAC  +  MLR  — 180®,  e 
quindi  PAQ-ì-MLR^iW^  ec.  Lo  che  ec. 

Vill*^  J>ue  paràUeU  intercettano  sulla  circonferensa  archi  egualif  sia 
^  fossero  tutte  e  due  secanti,  o  l'una  secante  e  VaUra  tangente,  o  tutte 
e  due  tangenti  (fig.  29). 

1®  Caso.  Siano  le  due  secanti  FG,  IL  parallele  poste  dalla  stessa  parte 
del  centro  C,  queste  intercettano  gli  archi  eguali  Fi,  GL.  Dal  centro  C 
si  Uri  il  raggio  CM  perpendicolare  a  /*& ,  che  è  pure  perpendicolare  a 
iHH),  e  divide  in  mezzo  gli  archi  sottesi  FMG^  IML  (6),  cioè  si  ha  areo 
FM'^  areo  GMf  arco  IM^aroo  LM;  sottraendo  membro  a  membro  que- 
ste equazioni,  ne  proviene  arco  Fi  ^  areo  GL, 

2®  Caso*  Siano  la  secante  FG  e  la  tangente  TT  parallele  peste  ancora 
dalla  stessa  parte  del  centro  C,  nel  quale  caso  gli  archi  intercettati  sono 

(1)  iiJ^  Cor.  (2)   K.*  (3j  t.  F.°  (4)  t.  Hi.''  (»)  H.''  (6)  4.  i.® 
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FM,  GM,  che  si  proTaoo  egutli.  Il  raggio  CM  guidalo  al  paolo  di  eoo- 
tallo  Jlf  è  perpendicolare  alla  langenle  TT[iì  e  quindi  alla  parallela 
FG  (8);  per  lo  che  diTide  in  mesto  l'arco  sotteso  FMG  (3),  cioè  si  ha  area 
FH^arco  GM* 

3*  Caso.  Siano  in  fine  le  doe  tangenti  TT,  T*  T  parallele,  che  danno 
come  archi  intercettali  le  dae  semicirconf.  MFHP,  MGMP»  Allora  il  rag- 
gio  CM  perpendicolare  alla,  tangente  FT  (4)  prolungato  dare  corrispon- 
dere perpendicolare  all'altra  parallela  T' T'iti),  e  quindi  coincidere  col 
raggio  CM'  condotto  al  ponto  di  contatto  M' ,  eh' è  perpendicolare  a 
T  T  (6);  altrimenti  dal  centro  C  si  tirerehbero  due  perpendicolari  sopra 
T  Tt  lo  che  4  assurdo  (7).  Essendo  MCM'  unica  retta  Tiene  a  formare 
nn  diametro,  che  divide  la  circonferenxa  nelle  due  parti  eguali  MFM% 
MGM'  (8).  Lo  che  ee. 

Se  poi  Togliamo  sopporre  nel  1**  e  8®  caso  le  due  parallele  poste  da 
parte  contraria  rispetto  al  centro  C,  si  dcTo  modificare  un  poco  la  di- 
mostrazione nel  modo  seguente.  Siano  nel  1*  caso  le  due  parallele  FG, 
'  V  L\  allora  il  raggio  CM,  ch'è  perpendicolare  a  FG^  prolungato  è  pure 
perpendicolare  a  /*£',  e  si  hanno  le  due  eguaglianze  di  archi  cioè  FM 
^GMf  i'Jir-»JL'Jf ,  che  sottratte  dalle  rispeiliTe  semicirconferenze 
MFMf  MGM*  lasciano  i  residui  eguali  FJP  GL\  Un'  analoga  modifica- 
tlone  ha  luogo  nel  8^  caso ,  considerando  la  secante  FG  e  la  tangente 
T' T*  parallele  ;  giacché  il  raggio  CM  perpendicolare  alla  tangente  pro- 
lungato resulta  pure  perpendicolare  a  FG^  dando  l'arco  FM*^  GM,  i  quali 
archi  sottratti  dalle  rispeiliTe  semicirconferenze  lasciano  i  residui  eguali 
FM,  GM'. 

Sèolio.  La  proprietà  d'intercettare  archi  eguali  esclusivamente  si  ap- 
partiene alle  rette  parallele;  cosi  per  es.  qualunque  retta  condotta  da  F 
al  di  sopra  di  IL  dlTorsa  da  FG  parallela  a  IL  doTO  comprendere  dal- 
l'altro lato  nn  arco  maggiore  o  minore  di  GL  o  sia  di  FL  Per  lo  che 
sussiste  il  teorema  iuTcrso  cioè  a  dire  te  due  reffa  intercettano  oreM  e- 
gitàU  iopra  la  eireonferenta  devono  e$$ere  parallele,  e  se  ne  può  ancora 
dare  la  proTa  diretta,  tirando  un  raggio  perpendicolare  ad  una  delie  rette 
che  dev'esserlo  pure  all'altra,  come  quello  che  ne  diTide  in  mezzo  l'arco 
sotteso;  il  che  può  serTire^di  esercizio  a'  giOTanl. 

Problema,  Dal  dato  punto  F  fuori  della  retta  AB  eondurre  la  parai' 
Ula  ad  iiH  (fig.  86). 

Si  tiri  dal  punto  F  ad  AB  una  retta  qualunque  FX ,  e  al  punto  F  di 
FL  si  faccia  l'angolo  LFC  eguale  a  FLB  (9);  la  retta  FC  sarà  la  paral- 
lela richiesta  per  ragione  degli  angoli  alterni  —  intemi  LFC ,  FLB  e- 
guali  (10). 

SeoUo.  In  forza  di  questo  problema  possiamo  condurre  la  perpendico- 

(1)  5.  III.*  (8)  //.^  (3)  4.  /.•  (4)  5.  mj^  (5)  //.•  (6)  5.  ///.«  (7)  S.  /.• 
(8)  4.  /.•  (9)  «.  ProhL  (10)  F/.^ 


lare  airettramità  V  della  retta  /VF,  che  on  Oilacolo  iafloelbUe  doo  per- 
mette di  prolungare  onde  arar  laogo  la  nota  costrozione  (1).  In  tale  caso 
da  on  ponto  qoalonqoe  O  di  iVF  sMnnalia  la  perpendicolare  OJ,  e  per  F 
si  eondoce  FC  parallela  ad  OJ,  al  qoale  oggetto  non  si  richiede  il  prolun- 
gamento di  JVF;  qoesta  retta  FC  resolta  appunto  perpendicolare  a  VWi^, 

S  7.  DBLLA  DBTBRKINAZIONB  DBL  CIBCOLO 

I.^  Tft  fmnft  At  B,  C  non'diiposH  in  Itnaa  rtlfa  d$Urminano  la  pò- 
Bigione  della  eireonfennsa^  cioè  a  dire  per  queeti  ire  punti  può  eempre 
poffare  ima  fela  ctreon/eretua  (fig.  80). 

Tatto  si  ridoce  a  dimostrare  l'esistenza  di  un  solo  punto  equidistante 
da'  tre  dati  ^»  B,  C.  Ed  in  fero  supponendo  riuniti  i  tre  punti  colle 
rette  AB,  BC,  egli  è  chiaro  dofersi  trovare  i  punti  equidistanti  da  ^A  e 
B  nella  sola  perpendicolare  FL  al  mezzo  F  di  AB  (3) ,  e  quelli  equidi- 
stanti da  B  e  C  nella  sola  perpendicolare  DI  al  mezzo  D  di  BC  ;  onde 
il  punto  d'incontro  O  delle  due  perpendicolari  darà  Oil  —  OB  —  OC  cioè 
sarà  l'unico  punto  equidistante  da  A,  Bj  C.  Né  questo  punto  O  d'incon- 
tro può  mai  Tcnir  meno  ;  perchè  le  perpendicolari  ai  mezzi  F  t  D  non 
s'incontrano  nel  solo  caso  del  loro  parallelismo,  ed  allora  avranno  comuni 
le  perpendicolare  BA^  BC  condotte  per  B  (4),  che  def  rebbero  come  tali  for- 
mare unica  retta  (tt)»  e  questa  condizione  resta  esclusa  per  l'ipotesi.  Esi- 
stendo il  solo  punto  O  equidistante  da'  tre  punti  A,  B ,  C  ^  \\  solo  cir- 
colo di  centro  O  e  raggio  OA  può  passare  per  gli  stessi.  Lo  che  ec. 

Corollario»  Segue  da  ciò,  che  due  circonferenze  non  possono  arerò  tre 
punti  comuni  senza  confondersi  in  una  sola,  e  quindi  iIim  eireonferenxe 
non  possono  secarti  in  piU^  di  due  punti* 

Seolio»  Se  i  tre  punti  sono  disposti  in  linea  retta,  è  impossibile  di  farTÌ 
passare  il  circolo,  perchè  la  retta  non  può  avere  col  circolo  comuni  più 
di  due  punti  (0);  ed  altronde  il  metodo  indicalo  non  dà  punto  d'incontro 
per  le  due  perpendicolari  a'  mezzi  F,  D,  che  divengono  parallele  (7).  Se 
i  ponti  sono  doe  come  per  es.  A  e  B,  allora  tottl  i  ponti  di  FL  perpen- 
dicolare al  mezzo  di  AB  resoltano  equidistanti  da  ^  e  1^  (8),  e  possono 
essere  centri  dei  circoli  da  descriversi;  onde  per  il  e  B  passano  infiniti 
circoli,  di  cui  resta  soltanto  determinato  11  luogo  de'  centri,  ch'è  la  per- 
pendicolare FL  dei  mezzo.  Se  poi  è  dato  un  solo  punto,  vi  passano  pure 
infiniti  circoli;  ma  niente  vi  ha  di -determinato,  potendosi  qualunque  punto 
del  piano  prendere  come  centro* 

11.®  iVfU'  infefMJitone  di  due  circoli  la  retta  AB  f  che  ne  eongiunge  i 

(1)  S.  Probi.  9.  (J)  !/.•  (3)  S.  UL""  Cor.  /.  (4)  ff.  //.•  (tt)  S.  /.*  (fi)  S.  /.* 
(7)  e.  /,•  (8)  S.  II.'' 
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€€rUri,  df V'  e$t9r$  ptrptndieolan  al  m9XM0  O  déUa  carda  camwM  IL^  a 
la  distanjsa  AB  dei  eentri  dev^  corriepondere  minore  della  eomma  e  mag» 
giore  della  differenza  dei  du»  raggi  AI^  Bi{ùg.  3i)> 

Imperciocché  la  retta  AB  ha  daa  ponti»  che  sodo  i  centri  A  e  B,  pò* 
8ti  rispetti vameote  ad  eguale  distansa  degli  estremi  /  e  X  di  IL;  dev'es* 
sere  adunque  AB  perpendicolare  (1)  al  mezzo  O  di  IL.  Di  pih  si  ha 
AB  kAI-^  BI  (2);  e  dalla  ineguaglianza  AB  +  Bi>  Al  si  deduce  mercè 
la  sottrazione  di  BI  Taltra  AB>  AX—Bl;  lo  che  ec. 

III.^  Se  la  disianza  AB  de*  eentri  A  e  B  di  due  eireoli  è  egwUe  alla 
eomma  dei  loro  raggi  AOy  BO,  queeti  due  eireoli  ei  toeeano  eetemamen- 
te^  cioè  hanno  comune  U  colo  punto  O,  che  dieeei  di  coDtatto,  poeto  eo^ 
pra  ABf  e  sono  situati  Vuno  fuori  delValtro  (fig.  32). 

Imperciocchò  se  ci  piacesse  di  supporre  od  altro  pooto  I  eomooe  ai 
due  circoli,  AI  e  BI  sarebbero  rispettivamente  raggi,  e  la  retta  AB  cioè 
la  distanza  de*  centri  corrisponderebbe  minora  della  linea  spezzata  AIB  (3) 
cioè  della  somma  de*  raggi,  lo  che  è  contro  l'ipotesi;  dunque  ec. 

IV.®  Se  la  distanza  AB  dei  centri  di  due  eireoli  è  eguale  ,alla  diffe* 
renxa  de*  loro  raggi  40 ^  BO,  queeti  due  eireoli  ei  toeeano  intemawèen- 
te ,  eioè  hanno  comune  il  solo  punto  O  di  contatto  posto  nel  prolunga» 
mento  di  AB^  e  sono  situaH  Vuno  dentro  all'altro  (6g«  33). 

Immaginando  un  altro  pooto  comune  /,  si  tirano  1  due  supposti  raggi 
AI,  BI,  e  si  ha  AB  +  BI>AI  cioè  AB  >  AI  —  BI,  ch'è  la  distanza  dei 
centri  maggiore  della  differenza  dei  raggi  contro  1*  ipotesi;  dunque  ec. 

Scolio.  Prendendo  nella  retta  indefinita  JlfiV  una  serie  di  punti  A,  C, 
D,  E,  F,  ec  come  centri  (fig.  34),  e  descrivendo  coi  raggi  AM,  CM, 
DM,  EM,  FM,  ec.  la  corrispondente  serie  di  circoli,  questi  avranno  tatti 
il  contatto  interno  nel  punto  Jf,  perchè  la  distanza  di  due  centri  qualun- 
que eguaglia  la  differenza  dei  rispettivi  raggi  ;  e  se  per  Jf  si  conduce 
MB  perperdicolaro  a  ilf.Y,  sarà  MB  tangente  comune  di  tolte  le  circon- 
ferenze (4).  Ora  se  s'immagina  una  retta  definita  per  es.  AB,  egli  è  chiaro 
che  ciascuno  di  questi  circoli  ne  taglierà  una  nuova  porzione,  comin- 
ciando da  a ,  senza  poterla  giammai  esaurire  ;  perchè  nessuno  di  questi 
circoli,  che  sono  infiniti  di  numero,  potrà  attingere  l'estremità  B  delia 
retta,  essendo  MB  una  tangente  comune.  La  divisione  dunque  della  retta 
definita  in  lunghezza  non  potrà  mai  avere  termine,  o  come  dicesi  la  U* 
nea  retta  è  divisibile  all'infinito > 

V.®  inverso.  Se  due  eireoli  si  toccano  esternamente  o  internamente  nel 
punto  O ,  i  loro  eentri  A ,  B ,  e  il  punto  di  contatto  O  devono  essere 
nella  steua  linea  retta ,  cioè  la  distanza  de*  centri  resulta  eguale  alla 
somma  o  alla  differenza  de'  raggi  AO,  BO  (fig.  32  e  33). 

In  1^  luogo  considerando  il  caso  del  contatto  esterno,  si  neghi  essere 
AO  e  BO  unica  retta;  allora  la  retta,  che  può  comprendersi  fra  i  punti 

(1)  3.  111.""  Cor.  4.  (2)  /.  Def.  4.  (3)  /.  Def,  4.  (4)  H.  IL*' 
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csirraai  il  e  B,  dave  incontrtre  le  die  cireonferaDie  in  pooti  diversi  per 
ragione  dell'unico  ponto  O  cornane,  ed  essere  per  es.  AiB  maggiore  della 
somma  de'  raggi  Am  +  Bn,  mentre  la  linea  spezzata  AOB  resulta  eguale 
alla  somma  de*  raggi  AO  +  B.O,  In  questa  guisa  si  avrebbe  la  linea  retta 
AIB  maggiore  della  spezzata  AOB,  ciò  ch'è  assurdo  (1);  dunque  la  ret- 
ta, che  eongiunge  i  centri  A  0  B,  passa  per  O,  cioè  a  dire  AOB  è  unica 
retta,  e  ne  resulta  la  distanza  de'  centri  AB  eguale  alla  somma  de'  raggi 
AO,  BO,  , 

In  2^  luogo  nel  caso  del  contatto  intemo  si  neghi  che  la  retta  AB  pro- 
lungata debba  passare  per  O  (fig.  33),  e  si  supponga  BI  questo  prolun- 
gamento ;  allora  l' unica  retta  ABi  incontra  le  circonferenze  in  punti  di- 
versi ,  e  così  ABI  resulta  maggiore  di  ABn,  cioè  della  tooinaa  della  di- 
starna  AB  de'  centri  e  der raggio  Bn  del  circolo  Interno.  Ora  la  retta 
supposta  ABI  è  raggio  del  circolo  esterno  a  somiglianza  della  retta,  cb9 
può  comprendersi  f ra  ^  e  O  ;  per  lo  che  questa  ultima  retta  dev*  ecce- 
dere la  somma  testé  indicata,  mentre  la  linea  spezzata  ABO  l'eguaglia, 
essendo  BO  —  Bn,  ch'è  quanto  a  dire  ne  conseguita  l'assurdo  delia  linea 
retta  maggiore  della  spezzata  compresa  fra  gli  stessi  punti  estremi  A  e 
O.  Dunque  AB  prolungata  passa  per  O ,  cioè  si  ottiene  la  distanza  del 
centri  AB  eguale  alla  diflfterenza  dei  raggi  AO,  BO,  Lo  che  ec. 

Scolio.  La  distanca  de'  centri  comparata  colla  somma  e  diiferenza  dei 
raggi  determina  la  rispettiva  posizione  di  due  circoli.  Se  l'anzidetta  di- 
stanza si  comprende  fra  questi  due  limiti^  i  circoli  si  secano;  se  egua- 
glia il  primo  o  il  secondo  limite,  si  toccano  esternamente  0  internamen- 
te; se  però  è  al  dì  là  de'  limiti,  i  circoli  non  hanno  alcun  punto  comu- 
ne, cioè  l'uno  è  fuori  dell* altro  nel  caso  della  distanza  dei  centri  mag- 
giore della  somma  de'  raggi ,  mentre  l' uno  è  dentro  all'  altro  In  quello 
delle  distanta  de'  centri  minore  della  differenza  dei  raggi* 

FBOBLBIII» 

1.®  Pe*  tre  dati  punii  A^  B,  C,  ohe  non  sono  in  linea  rettaf  far  pat- 
gare  la  circonferensa  di  un  circolo  (fig.  30). 

La  soluzione  di  questo  problema  si  comprende  nella  costruzione  indi- 
cata al  teor.  I^,  ed  in  rero  dopo  di  avere  congiunto  i  tre  punti  colle  rette 
AB,  BC  si  devono  tirare  le  perpendicolari  FL,  DI  a'  mezzi  F,  D  delle 
stesse  (%),  che  nel  loro  incontro  O  daranno  il  centro  del  circolo  (3)»  cioè 
a  dire  il  circolo  descritto  col  centro  O  e  raggio  OA  dovrà  passare  per 
gli  altri  due  punti  B  e  C. 

2.^  itttfovars  ti  eentro  di  un  circolo  o  di  un  arco  dato. 

Segnando  tre  punti  qualunque  A^  B,  C  nella  data  circonferenza  0  nel 
dato  arco,  si  pratica  la  stessa  costruzione  di  sopra  (4),  e  il  punto  d'in- 
contro O  sarà  il  centro  del  circolo  0  arco  dato. 

(1)  4.  Def,  4.  (2)  S.  Probi  4.  (3)  /.<>  (4)  Probi.  4. 
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§  8.  DBLLA  VISURA  OBOLI  AKGOU  UFBBITI  IN  QUALUNQUE  MODO 

ALLA  CIRCONFERENZA. 

T$onmi. 

I.^  Vangoh  BAD  formato  dalla  tangente  BÀ  e  dalla  eorda  AD  è  mi- 
surato dalla^  metà  dell'arco  totteso  doìla  corda,  «  diccsi  angolo  del  seg- 
meoto  (6g.  3dj. 

Si  tiri  pel  centro  C  il  diametro  GH  parallelo  a  AD,  il  raggio  CF  per- 
pendicolare a  ADf  cke  lo  è  pare  a  GH{i)f  e  il  raggio  CA  che  resalta 
perpendicolare  a  BA  (3).  Si  hanno  cosi  I  dne  angoli  retti  eguali  BAC, 
FCG{B),  ed  i  due  angoli  alterni  ^  intemi  DAC ,  ACG  pare  egoall  (4), 
che  sottratti  rispettivamente  da'  primi  danno  BAC  —  DAC  ^  FCG  —  ACG 
cioè  BAD^ACF.  Ridotto  l'angolo  BAD  all'angolo  ACF,  che  come  an- 
golo col  Tertice  al  centro  ha  per  misura  l'arco  compreso  AF(6)t  ne  con- 
seguita essere  BAD  pare  mlsorato  da  AF,  ch'è  la  metà  dell'  intero  arco 
AFD  sotteso  da  ^D  (6);  dunque  ec. 

11.^  L'angolo  DAK  formato  dalle  due  corde  DA  ,  KA  cioè  col  vertice 
sopra  la  eireonferenxa  è  misurato  dalla  metà  dell'arco  DE  compreso  fra 
i  suoi  lati,  e  dieesi  angolo  Iscritto  (fig.  30). 

Tirata  pel  fertice  A  la  tangente  AB,  si  ottiene  (7)  ang.  BAE^  >/»  ar- 
co AE,  ang.  BAD"  '/•  arco  AD,  e  quindi  BAE^BAD  o  ola  DAE'^ 
»/•  AE^^I%  AD"^I%  (AE'-AD)'^i%  DE;  lo  che  ec. 

Corollario  4,^  L'angolo  al  centro  DCE  è  doppio  dell'angolo  iscritto 
DAE,  che  poggia  sullo  stesso  arco,  essendo  11  primo  misurato  dall'arco 
DE  e  il  secondo  da  '/t  DE.  E  pnossl  in  altri  termini  dire  che  l'angolo 
al  eentro  eguaglia  ^angolo  iscritto,  che  poggia  sopra  un  arco  doppio. 

Corollario  2.^  L'angolo  del  segmento  BAE  è  eguale  a  qualsisia  angolo 
iscritto  nelValtro  segmento  come  per  es.  AXE,  avendo  entrambi  la  slessa 
misura  >/•  jìE. 

Corollario  S.^  Tutti  gli  angoli  iscritti  nello  stesio  segmento ,  che  pog- 
giano  cioè  stUla  medesima  eorda,  come  per  es,  ACB,  ADB,  AEB,  AFBf 
AGB ,  ec.  (6g.  37)  sono  eguali;  perchè  ciascnno  è  misuralo  da  ■/«  AB, 
E  la  proposizione  si  estende  agli  angoli  iscritti  in  eguali  segmenti  dello 
stesso  circolo  o  di  circoli  egoali.  All'  inverso  poi  tutti  gli  angoH  eguali 
iscritti  nello  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali  devono  fra  i  loro  lati  coM' 
prendere  archi  eguali ,  essendo  eguali  le  metà  di  questi  archi  come  ml- 
sare  di  angoli  eguali. 

Corollario  4.^  Tutti  gli  angoli  iscritti  nel  semicerchio ,  come  per  es, 
ADB,  AEB,  AFB,  ee.  sono  retti  (flg.  38);  perchè  ciascuno  comprende  fra 
i  suoi  lati  la  semicirconferenia ,  di  coi  la  metà  cioè  il   quadrante  è  la 

(1)  6.  II.''  (2)  5.  //!.•  (3)  2.  /.•  Cor.  (4)  6.  F.*  (5)  2.  //.•  Scoi. 
(«)  4.  /.•  (7)  1." 
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misara  deirtMgolo  retto  (1).  GU  angoli  iserUii  in  un  Mégwktnto  minon  del 
ftnieerehio  tono  ottusi,  e  quelli  iscritti  in  un  segmento  maggiore  del  sè- 
«lieereAto  acuti,  essendo  nel  1**  caso  l*aroo  eompreso  maggioro  e  nel  2^  easo 
minore  della  semicirconferenza. 

11!.^  L'angolo  eccentrico  col  vertice  dentro  alla  cireonferensa  ha  per 
misura  la  metà  della  somma  de*  due  archi ,  V  uno  compreso  fra  i  suoi 
lati,  e  Valtro  fra  gU  stessi  lati  prolungati  al  di  là  del  vertice. 

Sia  in  1**  luogo  l'angolo  eccentrico  BAD  acato  (fig.  39),  di  cui  si  pro- 
langhino  i  lati  in  G,  F,  e  per  mezzo  di  GB  parallela  a  FD  si  riduca 
al  sno  corrispondente  BGB  (2)  iscritto  misurato  dalla  metà  dell'arco  BS 
cioè  da  >/t  (BD  +  DE)  (S);  ma  gli  archi  DE,  FG  sono  eguali  (4);  dun- 
que  l'angolo  BAD  ha  per  misura  >/«  (BD  +  FG).  Lo  che  ec. 

Se  poi  si  considera  l'angolo  eccentrico  BAF  ottuso ,  che  non  può  ri- 
dursi ad  angolo  iscritto,  allora  si  parte  dal  prttacipio  BilF**180^— ' 
BilD(5)—  ■/«  (360<*  — BD  — FG).  e  siccome  sottraendo  dall*  intera  cir- 
conferenza i  due  archi  BD,  FG  rimane  FB  +  GD,  così  si  ottiene  BAF 
—  V«  (FB  +  GD).  Lo  che  ec. 

IV.^  L'angolo  eccentrico  col  vertice  fitori  della  eirconferenga  è  misu' 
rato  deUla  metà  deUa  différenta  de'  due  archi  compresi  fra  i  suoi  lati. 

Sta  in  1®  luogo  l'angolo  eccentrico  BAD  formato  dalle  due  secanti  AB, 
AD  (fig.  40),  e  si  tiri  GB  parallela  ad  AD  onde  ridurre  BAD  al  suo  cor- 
rispondente BGE  (6),  che  come  angolo  iscritto  ha  per  misura  '/•  BB  «■ 
*/%(BD^DE):  se  In  Téce  dell'arco  DJ?  si  sostituisce  il  suo  eguale  Gì  {7), 
si  ottiene  BAD  misurato  da  ■/•  (BD^GI).  Lo  che  ec 

Sia  in  2^  luogo  l'angolo  eccentrico  BABS  formato  dalla  secante  AB  e 
dalla  tangente  AM.  Tirando  GL  parallela  ad  AU*e\  ha  BAM'^BGL'^ 
'/%  BL  -  */«  (BH-'LM):  e  per  ragione  degli  archi  eguali  XJIf,  GJir(8) 
8Ì  deduce  BAJd'^^/%  (BM-^GM);  lo  che  ec. 

Si  consideri  in  3**  luogo  l' angolo  eccentrico  MAM*  formato  dalle  due 
tangenti  AM^  AM*  (flg*  41),  che  dicesi  angolo  circoscritto  al  circolo.  Se 
si  guida  ME  parallela  ad  AM',  si  riduce  MAIH*  al  suo  corrispondente 
TlUE ,  eh'  è  angolo  del  segmento  misurato  da  '/•  ME  (9)  ;  si  ha  quindi 
Jlfi4Jir-'/i  MB^'/s  (MEM* -- EH')  ^  ^/%  (MEM' -- MJH')  (iO).  Lo 
che  ec. 

Scolio  1."  La  proposizione  fondamentale  dell'angolo  al  centro  misurato 
dall'arco  compreso  fra  I  sboi  lati  (li)  all'altra  si  riduce  dell'angolo  ec- 
centrico dentro  alla  circonferenza;  perchè  i  lati  dell'angolo  al  centro  pro- 
lungati comprendono  un  arco  eguale  al  primo ,  e  quindi  la  metà  della 
somma  de'  due  archi  corrisponde  airarco  compreso.  Di  più  l'angolo  del 
segmento  e  l'iscritto  comprendono  un  solo  arco,  perchè  ì'ioro  lati  pro- 
lungati non  incontrano  più  la  circonferaou.  Onde  si  può  stabilire  la  se- 

(1)  2.  /.•  Cor.  (2)  6.  F.*»  (3)  //.•  (4)  6.  VIW  (5)  2.  ///."  (6)  6.  F.* 
(7)  6.  VUL''  (S)  $,  Viii.^  (9)  /.•  (10)  6.  VIIL"*  (11)  2.  //.•  Scoi. 
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goenie  espressione  generale  per  la  misora  degli  angoli  riferiti  alla  cir- 
conferenza,  ch'è  la  tneià  iéUa  iotnma  o  deUa  differenza  degli  arehi  i>om^ 
preti  fra  i  hro  lati  $  gli  tiMii  prolungati ,  prendendosi  la  somma  nel 
caso  del  Tertice  dentro  o  sopra  la  circonferensa  e  la  differenza  nell'altro 
del  vertice  fuori  della  circonferenza. 

5^o/to  S.^  La  proprietà  di  avere  per  misura  Tarco  compreso  fra  i  lati 
non  si  appartiene  esclusivamente  air  angolo  col  vertice  al  centro ,  e  noi 
veniamo  assegnando  il  luogo  de'  vertici  degli  angoli ,  cui  la  medesima 
compete.  Sia  l'angolo  ACB  col  vertice  al  centro  C  del  circolo  AEB  (fig.  42), 
che  ha  per  inisura  l'arco  compreso  AB;  se  pe'  tre  punii  ìA  ,  C,  J9  si  fa 
passare  la  circonferenza  di  un  circolo  (1),  l'angolo  ACB  vi  resta  iscritto» 
e  tutti  gli  angoli  iscritti  nello  stesso  segmento  come  per  es.  ANB,  AMBj  ec. 
resultano  eguali  ad  ACB  (2) ,  e  quindi  ciascuno  di  essi  è  misuralo  dal- 
l'arco compreso  AB,  cb'è  appunto  la  misura  dell'angolo  al  centro  ACB* 
Io  questo  caso  adunque  non  si  verifica  la  proposizione  Inversa  (3)  cosi 
espressa  :  $e  un  angolo  ha  per  mi$ura  V  arco  eonpreto  fra  i  mot  letti, 
deve  avere  il  vertice  al  eentro  del  circolo.  L'inversa  poi  rispetto  all'an- 
golo iscritto  è  vera,  come  si  vedrà  qui  appresso. 

y.<>  inverso.  Ss  Vangelo  DAK  è  mieurato  daUa  metà  deWareo  DK 
compreeo  fra  %  euoi  lati^  dev'essere  iteritto  nel  circolo ,  cut  appartiene 
Varco  DKf  cioè  descrivendo  l'intero  circolo,  deve  questo  passare  pel  iter- 
tiee  A  (fig.  36). 

Imperciocché  se  il  circolo  passasse  al  di  sopra  o  al  di  sotto  del  ver- 
tice A,  l'angolo  DAE  sarebbe  eccentrico  dentro  o  fuori  della  circonferen- 
za, ed  avrebbe  per  misura  i/t  DK±:>/^  dell'altro  arco  compreso  pure 
fra  i  suoi  lati  (4),  ciò  ch'è  contro  l'ipotesi  ;  dunque  il  circolo  deve  pas- 
Bare  per  A.  Lo  che  ec. 

Scolio.  L'applicazione  di  questo  teorema  ha  luogo  spesso  per  l'angolo 
retto  come  per  es.  ADB ,  che  dev'essere  iscritto  nel  semiclrcolo  di  dia- 
metro AB^fìg.  38).  Ed  in  vero  se  sopra  AB  come  diametro  si  descrive 
un  circolo,  cioè  se  dopo  di  avere  diviso  AB  nel  suo  mezzo  C  si  descrive 
col  centro  C  e  raggio  CA  il  circolo»  deve  questo  passare  pel  vertice  D; 
giacché  in  simile  caso  l'angolo  retto  ADB  comprende  fra  1  suoi  lati  la 
semicirconferenza  AJUB,  di  cui  la  metà,  ch'è  il  quadrante,  gli  serve  di 
misura,  e  quindi  deve  essere  iscritto  nell'altra  semicirconferenza. 

« 

Problema  anneuo  al  Cor,  4^  del  Teor,  IL^ 

Dal  punto  A  fuori  della  eireonferenxa  MNJH'  condurre  la  tangente 
alla  sussa  (fig.. 43). 

Gongiungendo  il  dato  punto  ìA  e  il  centro  C  del  cfreelo  colla  retta  AC^ 
si  descriva  sopra  AC  preso  per  diametro  un  circolo,  che  interseca  il  primo 

(1)  7,  ProbL  1.  (8)  /l.*  Cor.  S.  (3)  4.  ir."*  SeoU  (4)  ///.•  e  YL^ 
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De'  puDii  M^  U\  cai  daJ  punto  A  si  tirioo  le  rette  AMr  Ald\  che  sa* 
ranno  taogenti  al  dato  circolò.  Impercioccliè  condocendo  i   raggi  CJT, 
CMP^  si  formano  gli  angoli  retti  CMA^  CH'À  (I),  e  le  rette  Am,  AM'  per* 
pendfteolari  all'estremila  de'  raggi  sono  tangenti  (2). 

Seoiio*  Dae  sono  adunque  le  tangenti ,  die  si  possono  gnidare  da  un 
punto  preso  fuori  del  circolo;  e  noi  proTereno  nel  aeguito  l'eguagliansa 
di  queste  due  Ungenti  AM,  AW.  (Y-  8  ^^t  Vl."^  Scolio  SL""). 

§  0.  lifL*  TRIANGOLI. 

De/IntsidfM. 

Se  I  lati  di  un  angolo  qualunque  A  (fig*  44)  si  tagliano  in  qualsisia 
modo  con  una  tersa  retta  BC»  viene  a  formarsi  la  più  semplice  delie  fi- 
gure piane  rettilinee  (3),  di  eoi  le  tre  rette  definite  AB,  AC,  fiC  si  chia- 
mano iolt ,  che  comprendono  i  tre  angoli  co'  Tertici  ìù  A  ^  B ,  C,  t  Ì9l 
somma  dei  lati  costituisce  il  perimetro  della  figura.  Qoesu  per  ragione  dei 
ire  angoli  fu  detta  dai  greci  xplywvov,  e  vi  corrisponde  nella  nostra  lin- 
gua la  parola  triangolo. 

Tvontni» 

1.^  M  o^t  triangolo  ABC  dot^eiiwe  eia$euno  dei  lati  minor§  della 
iomma  dogli  aliri  duo^  o  elò  oh*é  lo  flesso ,  «no  ^fuoiiin^ftié  de'  lati  per 
«f •  BC  minoro  dolla  somma  e  miaggioro  dolla  difforonxa  dogU  altri  duo 
lati  ABf  AC> 

Giacché  ogni  lato  corrisponde  ad  una  linea  retta  e  gli  altri  due  lati 
ad  una  linea  speszsta  compresa  fra  gli  stessi  estremi,  e  si  sa  essere  la 
linea  retta  più  breve  della  speuata  (4)  ;  il  che  dà  1*  BCKAB-^  ACp 
2*  AB  <  BC  +  ACj  3*  AC  <  AB -^  BC.  Ora  dalla  S*  inegaaglfanza,  tra- 
sponendo AC,  si  ricava  AB^AC  <  BC;  e  cosi  BC,  che  per  la  1*  ine- 
goaglianza  è  minore  della  aomma  AB-hAC,  dev'essere  maggiore  della 
differenza  degli  stessi  Isti  AB^AC.  Si  farebbe  poi  uso  della  3*  Inegua- 
glianza nel  caso  di  AB  <  AC,  essa  darebbe  AC-^AB  <  BC;  e  quindi  si 
dice  in  generale  BC  più  grande  delia  differenza  positiva  degli  altri  due 
lati  AB,  AC,  lì  che  ee. 

Scolio.  Essendo  due  lati  AB,  AC  eguali  (fig.  46),  il  terzo  lato  BC  può 
essere  eguale  a  ciascuno  di  essi:  perchè  si  ha  BC  <  %BC,  ch'è  la  somma 
degli  altri  due  lati,  e  BC  >  o,  cb*è  la  loro  differenza,  e  questo  triangolo  ABC 
con  tutti  e  tre  i  lati  eguali  chiamasi  o/juiiatiro.  Nella  stessa  ipotesi  dei 
lati  eguali  AB,  AC  (fig.  4^)t  pnò  il  terzo  lato  BC  essere  disuguale»  purché 
sia  minore  di  2AB  cioè  del  doppio  di  uno  de'  lati  eguali;  e  il  triangolo 
ABC  con  due  lati  eguali  prende  il  nome  di  loooxsX^c,  tsosceU  ,  che  si- 
li) //.•  Cor.  4.  12)  5.  //.•  (3)  I.  Def.  2.  (4)  1.  Dof.  1. 


gnifiet  a  gamb$  egwUù  Se  poi  i  dae  lati  AB ,  AC  (fig.  44)  sono  disn* 
gaali,  il  terzo  BC  può  da  eiascano  di  essi  diflTerlre,  parche  sia  compreso 
fra  1  doa  limiti  della  loro  somma  e  differeoza  ;  e  il  triaagoio  ABC  coi 
tre  Iati  disagoali  si  dice  oxaXvivb^,  §ealeno,  che  importa  zoppo  forse  per 
la  ragiooe  che  non  Ti  ha  mezzo  di  posarlo  onde  comparire  a  gamhe  e- 
gnali.  Nel  triangolo  equilatero  o  scaleno  qnalanque  lato  j^aò  chiamarsi 
ba$9t  nel  triangolo  isoscele  però  si  suole  dire  b<ue  il  lato  disogaale. 

II."  QwUunqué  triangolo  è  iserittihiU  nel  eireolo ,  doè  pe*  swn  tre 
vertici  può  eempre  passare  l^  eireonferenza  di  un  eireolo,  nel  quale  caso 
il  triangolo  si  dice  iscritto  nel  eireolo  e  il  eireolo  circoscritto  al  f n'an- 
elo (fig.  47). 

Perchè  i  tre  Terticl  A,  JS^  C  del  triangolo  corrispondono  a  tre  pnoti 
non  situati  in  linea  retta ,  pe'  quali  può  sempre  passare  noa  circonre- 
renza  (1). 

Seolio.  Giusta  la  nota  oostrazione  si  dcTono  da'  mezzi  di  due  lati  qua- 
lunque per  es.  AB,  BC  condurre  le  perpendicolari  sopra  gli  stéssi,  che 
col  loro  incontro  danno  il  punto  equidistante  da'  tre  A,  Bt  C,  Questo 
punto  d' incontro  come  equidistante  dagli  estremi  ^  e  C  del  terzo  lato  dove 
appartenere  alla  perpendicolare  al  mezzo  di  AC^  che  vai  quanto  dire  la 
perpendicolare  abbassala  dal  ponto  d'Incontro  sopra  AC  deve  passare  pel 
mezzo  di  AC  (2);  per  lo  che  si  stabilisce  in  generale  che  le  perpendico- 
lari elevate  da'  meszi  de'  tre  lati  di  un  triemgolo  qualunque  eoneorrono 
tu  unico  punto,  ch*i  il  centro  del  circolo  eircoserilto  eU  triangolo- 
Corollario  /.^  Gli  angoli  di  un  triangolo  opposti  a'  lati  eguaU  sojzq 
eguali,  e  reciprocamente:  così  supponendo  eguali  i  lati  AB,  AC  (fig.  48)» 
resoluno  eguali  gli  archi  sottesi  (3)  e  le  loro  rispettive  metà ,  ohe  ser- 
vono di  misura  agli  angoli  C,  B  (4);  dunque  CeB  devono  essere  egoali. 
All'inverso  dall'ipotesi  di  C  — B  si  deduce  l'eguaglianza  degli  archi 
AB,  AC  e  delie  loro  corde  (5),  cioè  de'  iati  AB,  AC.  dei  triangolo.  Per 
lo  che  il  triangolo  equilattro  è  pure  equiangolo,  ed  all'  inverso;  gU  nn- 
goli  alla  base  del  triangolo  isoscele  sono  eg»alif  e  reciprocamente  il  trian- 
golo con  due  angoli  eguali  è  isoscele. 

Corollario  ^.®  in  un  triangolo  al  lato  maggiore  si  oppone  l'angolo  snag* 
giore  e  reciprocamente:  cosi  supponendo  AB>BC  (fig.  47)  si  ha  l'arco 
AB  maggiore  di  BC  (6),  cioè  a  dire  la  [metà  di  AB  maggiore  della  metà 
di  BO.  e  perciò  l'angolo  C  maggiore  di  ^;  ed  all'inverso  essendo  C 
>  Ay  l'arco  AB  resulta  maggiore  di  BC,  e  il  lato  AB  maggioro  del  lato 
BC  (7). 

Ili.**  La  somma  de'  tre  assoli  di  qualunque  triangolo  è  costante  ed  eguale 
a  due  angoli  retti. 

Imperciocché  iscrivendo  li  triangolo  ASC  nel  circolo  (8),  ciascuno  de'  suoi 

(1)  7.  /.«  (2)  S.  ///.»  Cor.  t.  (3)  /.  F."  (4)  8.  IL^  (5)  /.  ///.«  (6)  #.  F/." 
(7)  /.  ÌF."  (8).//.' 
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angoli  ha  per  misora  la  metà  dell'  areo  eoropfeso  (1)  ;  e  componendo  la 
somina  degli  archi  BC+  CA  +  ÀB  Tintera  circonferenza,  ne  conseguita 
che  la  somma  de'  tre  ang.  A  +  B+C  è  miserata  dalla  semicirconferenza  » 
cioè  equivale  a  due  angoli  retti  (2)« 

Corollariq  /.<>  Conoitendo  due  angoK  di  un  triangolo  o  la  loro  somma 
B+  Cf»  determina  il  terzo  angolo  A,  eh*  è  il  supplemento  diB+  C,  essendo 
A^B  +  C^  180»,  0  sia  il  —  180®  —  (B  +  C);.ed  all'  inverso  la  cognizione 
di  un  solo  angolo  per  es.  A  ci  porta  a  quella  della  somma  degli  altri 
due  11+ C- 180»— il. 

Corollario  jt.<>  Prolmigando  qualsisia  lato  del  triangolo  per  es.  BA^  si 
forma  l'angolo  esterno  DAC  eguale  alla  somma  de*  due  angoU  interni 
opposti  Bf  C;  perchè  DAC  ha  lo  stesso  supplemento  BAC  (3)  della  sonnna 
B^C. 

Corollario  S.^  Il  triangolo  non  può  avere  ehe  un  solo  angolo  retto  come 
per  es.  A  (fig.  49) ,  nel  quale  caso  ciascuno  degli  altri  due  angoli  de- 
t' essere  acuto  per  ragione  della  loro  somma  il +€  —  00*^;  e  si  dicono 
complementari  gli  angoli  acuti,  intendendosi  per  complemento  di  un  an- 
golo ciò  che  gli  si  deve  aggiungere  per  divenire  retto  ;  la  quale  •deno- 
minazione si  estende  a  due  archi,  di  coi  la  somma  costituisce  un  qua- 
drante. 

11  triangolo  BJC  coir  angolo  retto  si  chiama  rtMoti^lo,  il  latoJIC  op- 
posto air  angolo  retto  A  si  dice  comunemente  unoisivouoa,  ipotenusa  cioè 
sottendente^  e  ciascun  de'  lati  AB,  AC  xoOstoc,  cateto,  che  significa  per- 
pendicolare; sebbene  è  da  dirsi  che  la  parola  ipotenusa  fu  impiegata  da 
Euclide  per  qualunque  lato  di  qualsisia  triangolo  come  sottendente  l'angolo 
opposto  o  sotteso  dallo  stesso  (T.  prop.  VI.  iib.  1*),  ma  quelli  che  ven- 
nero dopo  forse  per  ignoranza  del  greco  linguaggio,  troTandola  nell'ipo- 
tesi della  proposizione  47  Iib.  1  per  indicare  la  sottendente  dell'angolo 
retto,  la  limitarono  a  questo  solo  senso. 

Corollario  ¥.»  Non  può  esistere  in  un  triangolo  che  un  solo  angolo 
oituso  come  per  es.'  A  (fig-  60),  dovendo  ciascuno  degli  altri  due  essere 
acuto,  com'è  chiaro  dalla  somma  JI+  C  <90^  ed  al  triangolo  coli* an- 
golo ottQSo  si  dà  il  nome  di  ottusangolo. 

Corollario  5.®  Dovendo  in  qualunque  triangolo  esistere  necessariamente 
due  angoli  acuti ,  non  può  variare  che  la  specie  del  terzo  angolo  ;  se  il 
terzo  angolo  è  pure  acuto ,  il  triangolo  si  dice  acutangolo.  SI  dà  poi  il 
nome  generale  di  obliqiMngolo  al  triangolo,  che  non  ha  angolo  retto,  cioè 
all'ottosangolo  ed  acutangolo* 

Coronario  6.^  Nel  triangolo  isoscele  gH  angoli  eguali  alla  base  dcwmo 
essere  acuii,  come  quelli  che  non  possono  essere  retti,  né  ottusi  (4). 

Corolfofio  7.®  Essendo  il  triangolo  isoMele,  basta  un  solo  angolo  per 
conoscere  ciascuno  degli  altri  due.  Ed  io  vero  s'è  dato  1* angolo  disa- 

(1)  «.  !/.•  (2)  t,  //•**  Scoi  (3)  T  in/'  Scoi.  (4)  Cor.  S.  e  4. 
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guale  A  (flg.  46)»  si  ha  B+  C  o  sia  2B—180''— ^  e  qoiodi  IT—  — 

^90* — i/s^;  se  poi  si  conosce  l'angolo  B,  uno  degli  egaali,  si  ottiene 

Corollario  8.^  Essendo  egoali  gli  angoli  del  triangolo  eqallatero  (1), 
ne  segue  dover  essere  éiascano  di  essi  la  S*^  parte  della  somma  o  sia 
di  du$  rètti ,  o.  ciò  ch'è  lo  stesso  /  due  terze  parti  d%  im  r^lto  che  Tal 
quanto  a  dire  60**. 

IV.'  La  perpendieolare  AI  abbassata  dal  verHee  A  del  triangolo  t»o- 
scele  sopra  là  base  BC  divide  in  meM90  la  base  BC  e  V  angolo  del  ver- 
tice A  (fig.  48). 

Essendo  il  ponto  A  della  perpendicolare  AI  equidistante  degli  estremi 
Bf  C  di  BC,  ne  segue  dover  essere  ^/perpendicolare  al  roezso  di  BC  (2), 
cioè  a  dire  BI^IC.  In  riguardo  poi  all'angolo  del  vertice  si  consideri  il 
triangolo  BAC  iscritto  nel  circolo,  e  si  prolunghi  la  perpendicolare  AI  In 
F.  Questa  divide  io  mezzo  l'arco  BFC  (3),  e  dall'eguaglianza  degli  archi 
BF,  FC  quella  si  argomenU  degli  angoli  iscritti  BAF^  FAG  (4);  lo  che  ec. 

V.o  jLa  perpendieolare  abbassata  dal  vertice  di  un  triangolo  sopra  U 
lato  opposto,  ehe  si  prende  come  base,  cade  dentro  al  triangolo,  quando 
i  due  angoli  alla  b<ue  sotio  deUm  elusa  specie  cioè  a  dire  acuti;  cade 
però  fuori  del  triangolo ,  quando  gU  angoU  anzidetti  sono  di  specie  di' 
versa ,  e  precisamente  cade  in  un  punto  della  base  prolungata  al  di  là 
del  vertice  dell'angolo  ottuso* 

Sia  lo  l""  luogo  il  triangolo  ABC  (fig.  ttl) ,  cogli  aiuoli  alla  base  B» 
C  tuui  e  due  acuti.  In  questo  caso  la  perpendicolare  di  A  sopra  BC 
non  può  cadere  In  un  punto  di  BC  prolungata  al  di  là  di  B  corno  per 
es«  in  N;  perobè  allora  si  formerebbe  il  triangolo  ANB  ooll'angoio  ratio 
ANB  della  supposu  perpendieolare  AN^  e  coll'angolo  ottuso  ABN  (5)  sup- 
plemento dell'  acuto  ilBC,  ciò  cb'é  assordo  (6).  Per  la  stessa  ragione  né 
tampoco  può  cadere  la  perpendicolare  in  un  punto  di  BC  prolungata  al 
di  là  di  C.  Dunque  la  perpendicolare  di  A  sopra  BC  dovrà  comprendersi 
fra  i  punti  B,  C  o  sia  cadere  dentro  al  triangolo. 

Sia  in  2®  luogo  il  triangolo  ABC  coli'  angolo  in  B  ottuso ,  nel  quale 
caso  la  perpendieolare  non  poò  cadere  In  un  ponto  di  BC  anche  prolun- 
gata al  di  là  di  Cp  formandosi  11  solito  triangolo  ANB  assordo;  dunque 
la  perpendicolare  deve  neeesBarlamente  cadere  sopra  BC  prolungala  ai 
di  là  di  B.  Lo  che  ee. 

Scolio.  Nell'uno  e  nell'altro  caso  la  perpendlcolara  è  AD  dentro  al 
triangolo  ABC  e  fuori  di  ABC,  che  si  costruisce  col  noto  metodo (7); 
ma  qui  si  tratta  di  definirne  la  posizione  dietro  la  semplice  noiiiia  della 
specie  degli  angoli  alla  base  indipendentemente  dalla  particolare  costru- 
zioney  ciò  che  molto  interessa  il  geometra. 

(1)  //.•  Cor.  4.  (2)  S.  lUJ^  Cor.  4.  (3)  4  111*  (4)  8,  IL''  (ttj  t.  111/" 
Scoi  (6)  ///.*»  Cor.  4,  (7)  3.  Probi.  S. 
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TI.^  Jn  qwdìmque  triangolo  le  tr§  perpendicolari  ahha$$aie  da*  ver- 
iiei  iopra  i  lati  opposti  ti  tagliano  nello  etetto  punto» 

%  proposizione  è  chiara  pel  triangolo  CAB  rettangolo  in  A  (fig.  49), 
in  col  i  cateti  BA,  CA  denotano  le  perpendicolari  de'  Tortici  B,  C  aopra 
i  lati  opposti,  e  la  terza  perpendicolare  AD  di  A  sopra  l'ipotenusa  incon- 
tra in  A  le  prime  dae. 

Sìa  il  triangolo  BAC  (fig.  62)  acntangolo,  da'  vertici  B,  C  sopra  I  lati 
opposti  AC,  AB  si  coodacano  le  perpendicolari  BE ,  CF,  che  s'incon* 
Irano  in  ilf,  e  dal  Tertice  A  per  M  si  tiri  la  retta  AMD;  io  dico  essere 
qoesta  retta  AD  perpendicolare  a  BC, 

Si  descriva  sopra  BC  come  diametro  un  semicerchio,  che  per  ragione 
degli  angoli  retti  BFC,  BBC  deve  passare  pe'  loro  vertici  F,  E  (1);  si- 
milmente sopra  AM  come  diametro  si  descriva  un  cerchio,  che  al  ceno 
passa  per  gli  stessi  punti  F,  E^  essendo  retti  gli  angoli  AFM,  AEM\ 
si  conduca  in  fine  la  retta  FÉ*  In  forza  di  questa  costruzione  si  ha  l'an- 
golo CBE'-CFB ,  e  CFE  o  sia  MFE-^MAB  (2),  ch'è  quanto  a  dire 
l'angolo  CBE  o  sia  DBM'^MAE.  Onde  i  due  triangoli  MDB,  ME  A 
hanno  gli  angoli  BMD,  EMA  opposti  al  vertice  eguali  (3) ,  e  gli  angoli 
DBMt  ^^^  pure  eguali;  dunque  sono  eguali  i  terzi  angoli  MDB,  MEA  (4), 
e  quindi  MDB  a  somiglianza  di  MEA  dev'essere  retto,  o  sia  AD  per- 
pendicolare a  BC.  Cosi  resta  dimostrato  che  le  tre  perpendicolari  BE, 
CF,  AD  s' incontrano  tutte  nello  stesso  punto  M  dentro  al  triangolo. 

Sia  il  triangolo  JI^C  ouosangolo  (fig.  Kd),  si  tiri  dal  vertice  B  dell'an- 
golo ottuso  la  perpendicolare  BE  sopra  AC ,  e  dal  vertice  C  la  perpen- 
dicolare CF  sopra  AB  prolungato  (5).  Queste  due  perpendicolari  prolun- 
gate nel  verso  EB,  CF  devono  concorrere  in  jtf  (6);  perchè  FM  è  per- 
pendicolare a  FB,  Jlilf  obliqua  fa  l'angolo  FBM'^ABE  acuto  per  ra- 
gione  del  triangolo  BEA  rettangolo  in  E  (7).  Se  dal  vertice  A  si  tira  ad 
M  la  retta  AM,  io  dico  dover  essere  AM  perpendicolare  al  lato  CB  pro- 
lungato in  D. 

Imperciocché  descritti  come  sopra  i  circoli  co'  diametri  BCy  AM,  de- 
vono gli  stessi  passare  po'  punti  F,  E;  e  tirando  JBfF  si  ottiene  l'angolo 
MAF^MEF,  e  MEF,  o  sia  BEF^BCF,  cioè  a  dire  MAF  o  sia  DAB 
wmm  BCF.  Si  ha  di  più  l' uguaglianza  degli  angoli  ABD,  FBC  opposti  al 
vertice,  e  quindi  l' altra  ne  conseguita  dei  tersi  angoli  ADB,  CFB  del 
due  triangoli  BAD  BFC,  ec.  Lo  che  ec« 

PROBLIMA. 

Sopra  una  data  retta  AB  detcrivere  un  eegmento  di  eireolo  capace  di 
un  dato  angolo,  cioè  tale  che  tutti  gli  angoU  inritti  nello  eteeeo  etano 
eguali  al  dato  angolo  (fig.  87). 

(1)  8.  F.*»  Seolio.  (2)  8.  II.o  Cor.  S.  (3)  3.  F.*  (4)  //!.•  Cor.  4.  (»)  F.* 
(«)  6.  IL''  i:i)m.^  Cor.  $^ 
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Sia  l' angolo  dato  LMN  (flg.  37  èts),  di  eoi  ai  prolaoghi  il  lato  LM 
ver&o  P,  e  da  iir  si  tiri  a  piacimento  fra  JtfiV  e  MP  la  retu  MQ;  ai  faccia  poi 
al  punto  A  di  AB  l'angolo  BAD^MNQ  (1),  ad  al  punto  B  l'angolo  4ifiD 
—  QMP;  ì  lati  prolungati  AD  e  BD  devono  compreadere  Tangolo  ÀDB 
eguale  al  dato  LMN^  essendo  queati  angoli  i  rispettivi  supplementi  delle 
somme  eguali  BAD  +  ABD  (2),  e  NMQ  +  0AfP(3);  e  se  pe'  tre  pnnti  A, 
Dt  B  si  fa  passare  11  circolo  (4) ,  tutti  gli  angoli  iscritti  nel  segmento 
superiore  resultano  eguali  all'angolo  ADB  (H) ,  e  quindi 'al  dato  JLJtfiV. 
Lo  che  ec. 

Scolio.  Considerando  la  retta  AB  come  corda  di  un  arco  di  n  gradf» 
si  può  descrivere  11  circolo,  che  soddisfa  a  questa  condliione,  il  che  ni 

riduce  a  descrivere  sopra  AB  il  segmento  capace  dell'aiigolo  ADB  di  ~  gra- 
di; giacché  l'angolo  Iscritto  ADB  ha  per  misura  la  mela  dell'arco  AB  (6), 
e  quindi  l'arco  AB  dev'essere  di  n  gradi. 

§  10.  DELLE  PBOPHIETA'  GENERALI  DB*  POLIGONI. 

Definizioni, 

1.*  La  Agora  rettilinea  prende  nome  dal  numero  degli  angoli,  coi  cor- 
rispondono 'altrettanti  lati  o  sia  linee  rette  nel  perimetro:  la  figura  di  quat- 
tro angoli  fb  detta  da'  greci  Terpòrfcovoc,  quadrangolo,  che  noi  chiamiamo 
quadrilatero  dal  numero  de'  lati,  quella  di  8  angoli  •Ktnvrftaw^,  penta- 
gono :  di  6  angoli  {^orfiovoc,  eeagono  ;  di  7  angoli  £?rrTfu>voc«  ettagono  ; 
di  8  angoli  ^ktoycovoc,  ottagono  ;  di  9  angoli  Iw^or^ftivo^,  enneagono;  di 
10  angoli  $cxaY«ovoc,  decagono;  di  li  angoli  IvStxorfbivocy  endecagono;  di 
12  angoli  Sw^txoYWvoc,  dodecagono ,  di  15  angoli  jtvnwkìutftavo^f  pentor 
decagono  ec.  ed  in  generale  indicarono  col  nome  di  icoXuycavoc,  pol^ono 
la  fignra  di  molti  angoli. 

2.*  Gli  angoli  d'ordinario  si  considerano  tiel  verso  della  loro  apertura 
cioè  dalla  parte  concava ,  quindi  racchiudono  un  arco  minore  della  se- 
mici  rconferenta,  cioè  i  loro  valori  si  comprendono  fra  0*^  e  180^.  Questi 
angoli  si  dicono  aaltanlt,  e  il  poligono  con  tutti  gli  angoli  sallenti 
si  chiama  conveeto  ;  ed  in  questa  sorta  di  poligoni  come  nell'  esagono 
ABCDEF  (fig.  54)  ogni  lato-come  per  es.  BA  prolungato  forma  l'angolo 
esterno  KAF  supplemento  dell'interno  BAF,  e  quindi  esce  fuori  del  po- 
ligono. Una  simile  denominatione  si  estende  in  generale  alle  linee  com- 
poste di  varie  rette,  che  si  dicono  eonveiM ,  quando  ogni  retta  prolun- 
gata non  incontra  le  altre  ;.  e  le  linee  convesse  convengono  colle  curve 

(1)  i.  Probi.  (2)  /!/.«  Cor.  /.  (3)  2.  ili.''  Cor., (4)  7.  Probi,  4.  (5J  8. 
#/.*»  Cor.  $.  (6)  8.  //•** 
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eoiiTSMe  (i)  nella  proprietà  di  non  poter  essere  hieontrate^  da  ^aluoque 
retta  in  più  di  doe  punti. 

3/  Qnalsisio  retta  condotta  da  nn  Tertice  ad  qn  altro  del  poligono  eoroe 
per  es.  AC,  AD,  AE  si  dice  diagonale, 

4.*  Se  poi  ci  piacesse  di  considerare  gli  angoli  nel  Terso  opposto  al- 
l'apertura cioè  dalla  parte  conTossa,  essi  resulterebbero  più  grandi  di 
iW  e  precissmente  si  estimerebbero  900^  meno  lo  stesso  angolo  preso 
dalla  parte  concaTa.  Esistono  de'  poligoni  con  si  fatti  angoli»  come  è  per 
es.  ABCDE  ec.  (flg.  55  e  56) ,  cbe  due  ne  presenta  in  ^  e  X> ,  coi  per 
la  loro  posizione  si  dà  il  nome  di  angoli  ri$niranH ,  e  tale  poligono  si 
dice  ad  angoli  rientranti.  Se  si  prolnnga  un  lato  qualunque  dell'  angolo 
rientrante  come  per  es.  AB  in  I  (fig.  55),  questo  certamenu  entra  den- 
tro al  poligono,  e  forma  l'angolo  IBC  esprimente  Teceesso  del  dato  an- 
golo rientrante  sopra  180* ,  che  può  dirsi  il  suo  suppUnunto  négaiivQ: 
difatto  descrifendo  nn  circolo  col  centro  in  B,  si  ba  l'angolo  rientrante 
ABC  espresso  dall'arco  min  maggiore  della  semicirconferenza ,  il  quale 
arco  eguaglia  l'intiera  circonferenza  diminuita  dell'arco  mn  misura  del- 
l'angolo saliente  B,  cioè  si  ha  ^BC  — 360*  — B,  da  cui  sottraendo  IBC 

—  180^  —  B,  rimane  ABC  —  IBC  — 180*;  per  lo  che  il  supplemento  del- 
l' angolo  rientrante   860*  —  B  corrisponde  negativo ,  esprimendosi  da 

—  (180*  — B). 

Tsoremi. 

1.*  Qualunque  ftoUgono  convéSio  può  Bcomporti  in  un  numero  di  (rioii- 
goU  wtrritpondenU  a  quello  dr  tuoi  UUi  meno  due ,  tirando  le  diago- 
nali da  un  vertice  a  tutti  gli  altri  (fig.  54). 

Sia  per  es.  l'esagono  ABCDEF,  in  cui  dallo  stesso  Yortiee  A  si  gui- 
dino le  diagonali  AC,  AD,  AE  »  che  lo  scompongono  ne'  quattro  trian- 
goli ABC, 'CAD,  DAE ,  EAF;  ed  in  generale  nel  caso  del  poligono  di 
un  numero  n  di  lati ,  avendo  riguardo  cbe  nella  serie  de'  triangoli  il 
primo  e  l'ultimo  comprendono  ciascuno  due  lati  del  poligono  e  gli  altri 
nn  lato,  s'intende  dorelr  essere  fi  —  3  il  numero  de'  triangoli ,  in  cui  si 
scompone  il  poligono.  Lo  cbe  ec. 

II.*  La  tomma  degli  angoli  di  un  qualunque  poligono  eonveuo  è  eguale 
a  due  angoli  retti  presi  tante  volte  quanti  eono  i  lati  del  poligono  meno 
due, 

imperciocché  scomponendosi  il  poligono  di  n  Ioli  In  n~3  triangoli, 
la  somma  S  degli  angoli  del  poligono  resulta  da  quella  degli  angoli  di 
tutti  i  triangoli  ;  ma  in  6gni  triangolo  si  ha  la  somma  determinala  di 
due  retti  (3)  o  sia  di  180*  ;  dunque  ne  resulu  la  somma  toule  S  — 
180*  (n  —  2).  Lo  che  ec. 

Scolio*  La  proprietà  del  triangolo  di  avere  costante  la  somma  dd  snol 

(I)  5.  /.*  Scoi.  (3)  9.  ///.* 
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asgoU  si  esMde  io  gMMrel»  •  qntltmqve  poUgMM ,  eoait  q«ctt«  •Im'  è 
formato  da  triangoli  ;  qaalanqae  sia  la  condizioae  de-'  lati  »  p«fclià  sor 
venga  a  TMiare  il  leffa  Minerò»  eeeiaate  si  onttUeiie  la  soimm  dei  suoi 
angoli.  Assegnando  poi  il  particole  vaUte  di  n^,  s|  deiennlna  la.  ao»- 
iMt  degli  aagoU  del  pariicelare  poligono:  coai  per  f%i«4  ai  ouieoe  5  — 
l«0«  (4 -- 2)  ^  180°  X  9 -"•  ^6e^  eh'è  Ifr  sowM  degir  assoli  4ì  qoolMifae 
qoodrilater»  ;  per  U  pentegano  A  —  »  soaMniaislM  S  *-  iSB"*  x  3  —  HW; 
per  l'esagoao  ii-6  dà  S-i80'»x4«7S0'';  ec- 

111.°  La  somma  dtgli  an^H  mUmi  di  tot  quaéunfme  poligono  con- 
veiào  formati  dal  proUmgamsnto  d^  suoi  haH  ruì  medemno  vsno ,  cioè 
a  ditB  la  iomtma  dei  sufpUmonti  d$gli  aagoU  intemi  à  coOamtsmontìg . 
eguale,  a  quattro  angoli  retti, 

Prohiogéndo  i  lati  BA  in  S,  AF  tn  A»  FB  ia.  f ,.  ea.  ai  formano'  gU 
fi  angoli  cstarBi  MAF,  HFE^  JBD^  oe.  elio  sono  i  risyeUirt  anppkaoeDti 
dagl'ialerai  adiaeenU  BAF,  AFE,  FBD,  co.  (1)»  ciaà  si  ha  KAF+  BAF 
^  lie°,  BFM  4-  AFE  -«-  i»è'\  MFD  +  FjK1>—  liM)'>  »  oc;  on^  la  somma, 
di  questo  n  coppio  o  sia  la  somma  degli  aagoK  ialorai  té  aatt rai  si  espriaia 
da  180°  X  n.  Se  da  questa  soiMna  locale  si  sottrae  «laeHa  degli  aogoU  ia* 
terni,  ch'è  iW{n^^)  (2V-^i80»Xn~3iQ°,  rtimmo ia aomma  degli aiH 
goliesteni  espressa  da  180°x«— 180Px»  +  MO°-.300^(Alg.  k°  18); 
Lo  cbe  ec. 

Seolio,  Sebbene  nella  Geometria  si  tenga  conto  de'  soli  poligoni  con- 
vessi )  pure  è  giusto  di  notare  cbe  i  teoremi  11*^  e  111°  convengono  an- 
cora a'  poH^aai  eoa  angoii  matraiiii ,  rigaM-da^ada  L' aagolo  rieotraate 
eaaie  maggiore  di  daa  rolli  a  il  suo  sappleaMalio  eome  segelivo  (3).  £d 
in  vero  essendo  dato  il  poligaao  di  n  laii  eonir  angoli  rietftraati,  si  da- 
vano coagiangere  i  da»  lati  di  agni  angolo  tiantranla  eoo  una  retta  e 
foTHMre  per  esea^>io  il  triangolo  ABC  (6g.  55) ,  di  cui  dactaaM»  6aaa  A 
Iato  AC  oppealo  al  voftioa  B  doU'aagkalo  riealiaota*  Cosi  ad  ogni  due  lati 
AB,  CB  di  ctascuD  angolo  rieatraala  H  ae  aa  aostitoiace  «n  solo  AC,  e  sé 
forma  il  secondo  poligono  ACEFGB  eoo  • — r  lati  cioè  con  r  lati  di  aio* 
no,  cbe  per  caso  resulta  coaveaso.  9e  il  seeoado  polìgana  è  pure  ad  aagoU 
rientranti  in  numero  di  «,  si  congiongooo  al  solito  i  due  lati  AC,  EC  di 
ogni  angolo  riesaraate  C  (fig.  56)»  foroMudo  il  triangola  ACE  di  base  AE, 
e  cosi  ne  proviene  il  teno  poligono  AEFGH  convoaao  di  a  — r~f  lati; 
e  collo  slesso  metodo  si  deve  procedere  nel  caso  del  terzo  poligono  ad  an- 
goli rieatranti,  flacbè  si  pervieae  ad  nn  poligono  ^onveaso,  di  ani  si  sta- 
bilisce la  somma  dogli  angoli  giusta  la  aota  fomaala.  Dovendo  pai  pas- 
sare aU'iaverso  dairoltimo  poligono  convesso  al  penaUima  riantranle»  ec. 
SI  considera  il  triangolo  relativo  ad  ogni  angolo  rientnmto  coma  per  es» 
il  triangolo  ACE ,  di  cui  si  rigettano  gli  angoli  alla  baae  AE  non  apr 
partanemi  al  poligono  rieatraala,  cioè  dalla  sohudìl  stabiliu  si  sourae 
180"  — C  (4),  e  vi  s'include  l'angolo  rientrante   C  espresso  da  360°  — 


(1)  %.  ///.«  (!)  /!.•  (8)  Def.  4.  (4)  9.  Uh''  Cor.  4, 
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C  (<);  lo  che  9i  ridvce  «d  ag^iingar*  MK" --C  —  (186"  —  C)  -  i66<>  per 
ogof  angolo  rientrarne,  e'  lo  ateaao  si  deve  pratieere  «ai  soectMfvi  |»as- 
saggi.  Per  lo  che  parlando  per  eseaipie  lai  terzo  poligono  convesao  di  n  — 
T  —  $  lati,  cai  competè  la  somma  180®  (n  — r— a  — 3)  (2),  si  ottiene  pel 
secondo  foli9ono  ad  «  aag^li  ricslrami  la  somma  i80^(«-*«r— «^  2}  + 
180®xs  — i80»(n  — r_2)  compeleate  al  MWMro  n-^r  dei  sooi  teli;  e 
da  quesur  forBRiln  ^mIIb  si  dedica  del  primo  ^ìgoiao  «d  r«ngoli  vien- 
trmiti,  di'é  188°  (ift-~r^2)4.  lAO^'X  r-180»(A— 2)  oonformemme 
aU'eBonBiaalaiie  dal  tnoreoM  II. 

In  f  ignardo  ^i  «1  M|i|>lenienti  si  rifletta  »  cIm  0i  angeli  alla  basa  di 
ciascun  triangolo  retali^  ad  M§e1o  irieatrante,  ooìi  Acendo  pane  dei  {oli- 
bano cai  si  fa  ppts«ggio,  fi  da? ea»  aggkMigere  ai  napplemonti;  enei  f^n- 
9^0  BÀC  (6g.  88)  anmanla  il  noppiemento  di  BAH,  BCA  qoeUo  di  BCD, 
e  quindi  la  somma  da'  sapilemanti  ensoeda  una  parte  di  ìW-^-B.  Sic- 
come però  ti  deve  tener  conio  del  noliplemcDta  negativo  dell'angolo  rien- 
trante cioè  di  — (180*-*- J)  {3)t  cosi  l'anzidetta  somma  si  diminolsce  dal- 
l'altra parte  deNa  stesM  quantità ,  e  nienle  si  dere  ngglnngero  nel  pas- 
saggio da  peligoBo  «  poligono  per  «ooto  degli  minali  rientranti.  Danqne 
la  primitiva  somma  di  818%  she  si  appnriéene  al  poligono  conToaso  (4), 
riamne  cosume  po'  «occemi^i  .poligoni  TienirantI»  sioè  a  dire  in  q«alsi- 
aia  poligono  rienlmnte  la  somma  de'  sofiplemenii  dei  snol'«ngolié888*» 
Intendendosi  la  somma  nel  sauD  «Igtbraies  rispetto  ai  sofplamenti  se- 
gativi (Algebra  s.«  18). 

%  11.    DELLA  UmMWWmE  MB   B6VA8UAIICA  MB*  TElSMfiOLI. 

MhfinUioniL 

i.*  Pse  triangoli  rispetti  vomente  ef  niangoli  si  dieono  jisN'It ,  e  ptr 
questo  basta  di  avere  due  asgeli  vispetiivameoie  eguali  (ig.  0f )  cioè 
A^D^B^E;  giaeebé  devono  «aeere  neeesssriamente  eguali  I  terzi  an- 
goli C»  F  (8)»  e  nel  taso  dei  triaogoii  retungoli  4  sufficiente  regnagliasia 
di  un  solo  angolo  aesto  (8).  I  lati  opposti  agli  angoli  «guali  si  diia- 
mano  omoiofM ,  e  giueu  la  pmaerte  ipotesi  i  lati  omologhi  sono  BC  e 
EF,  AC  e  DF,  AB  e  BE. 

2.*  Dse  ulasgsli  ai  dicono  syssit,  quando  sono  rlspettivtmente  equi- 
lateri ed  equiangoli»  oio4  a  dire'quasdo  soprapposti  l'uno  all'altro  per- 
fèttamente «oiseidono.  Coal  esaesdo  eguali  (8g.  88)  i  lati  BC  e  BF^  CA 
ed  FÉ,  AB  ed  ED^9  gli  sngoli  9  «  J>,  C  «d  #;  j1  ed  Jff,  i  triangoli  lia<;, 
VMF  sono  eguali  ;' sebbene  alanne  da  queste  «ondiiiosi  siano  nelle  altre 
eomprase,  come  vedtemo  qui  appresso.  B  nel  esso  dell*  egnaglianu  si 

(i)  Def.  4.  (2)  //.•  (3)  D€f.  4.  fi)  l/f.*  (8)  $.  UL*  Cor.  1.  (8)  9,  UL^ 
Cor,  3'. 
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ehianano  para  omoUghi  gli  aogoli  oppoaii  ar  lati  egaali  ed  i  lati  appo- 
poati  agli  angoli  egnali. 

jfoniiii* 

I.®  Dna  iritmgoK  eoi  lati  rttpettivamentB  paralUU  $ano  stmtft\  ad  t  laH 
paralUK  eorritpondono  otnologki  (fig.  57). 

Siano  ne*  doa  triaogoli  ABC^  DEF  il  lato  AB  parallelo  a  DB,  BC  ad 
BFyCA  ad  FD;  in  forza  di  qnesta  ipotesi  resultano  egnali  gli  angoli  A 
e  D,  C  ed  F,  B  ed  E  coi  lati  rispettivamente  paralkii  e  direitl  nel  me- 
éeeimo  verso  (1) ,  ed  agli  angoli  eguali  il  e  D  si  oppongono  i  lati  pa- 
falleli  BC  ed  EFy  ec.  Dunque  1  due  triangoli  sono  simili  (51),  ec. 

Scolto.  I  lati ,  che  coincidono ,  come  AC  a  DF  (fig.  59) ,  o  che  aono 
nella  stessa  direxione  come  D^F*  o  AF**  posto  nei  prolungamento  di  AC, 
si  possono  riguardare  come  paralleli;  perchè  le  rette  parallele  ravTicina- 
te»  conser  rendo  sempre  il  parallelismo  cioè  restando  sempre  per  pendi* 
coleri  alla  stessa  retta,  detopo  finalmente  coincidere  (3).  Onde  in  primo 
luogo  il  caso  dei  due  triangoli  ABC,  DBF  coi  lati  AC  e  DF  coincidenti» 
e  cogli  altri  due  lati  AB  e  BC  rispettira mente  paralleli  a  DB  ed  EF,  al- 
renunciasione  del  teorema  si  riduce ,  o  sia  gli  anzidetti  triangoli  sono 
simili,  e  propriamente  gli  angoli  A  e  D,  C  ed  F  resultano  eguali  come 
corrispondenti  (4).  Lo  stesso  ha  luogo  pe'  triangoli  ABC,  D'E'F'  coi  iati 
AC ,  D'F*  nella  atessa  direiiene  e  co'  lati  paralleli  AB  e  D'E* ,  BC  ed 
B'F',  di  cui  gli  angoli  A  e  D',  C  ed  F*  sono  pure  corrispondenti,  fu  se- 
condo luogo  i  triaogoli  ABC,  AF*'E"  co'  lati  AB**,  AF"  in  continuazione 
di  AB,  AC,  e  co'  terzi  lati  B^'F**,  BC  paralleli  sono  aimili,  come  quelli 
che  danno  eguali  gli  angoli  alterni  ^- interni  E**  e  B  ^  F"  e  C.  Inoltre 
i  triangoli  BDE,  BAC  (fig.  W)  coi  due  lati  coincidenti  BD  e  BA,  BE 
e  BC,  e  coi  terzi  lati  DB  ed  AC  paralleli  sono  simili,  arendo  eguali  gli 
angoli  corrispondenti  D  ed  il,  1?  e  C  (tf)  ;  e  se  si  tirano  varie  parallele 
DB,  FG,  HI,  ec.  alla  base  AC  del  triangolo  BAC,  ì  triangoli  cosi  for- 
nati BDE,  BFG,  BRI,  ec.  resultano  simili  fra  loro  e  con  BAC ,  come 
quelli  che  hanno  due  lati  coincidenti  e  f  leni  lati  paralleli ,  compren- 
dendosi tutti  questi  casi  neirenunciazlone  del  teorema.  « 

II.*  Due  triangoli  eoi  lati  rispenivamente  perpendicolari  sotto  Hmili, 
§  vi  eorrispondono  omologhi  i  lati  perpendicolari. 

Per  intendere  questa  enunciazione  è  da  por  mente  che  un  lato  può  essere 
ad  un  altro  perpendicolare  senza  incontrarlo ,  purché  prolungato  lo  in- 
tersechi ad  angolo  retto;  e  tale  è  il  caao  dei  due  triangoli  ABC,  fAe 
(fig.  61),  in  cui  ae  prolungato  è  perpendicolare  ad  AC,  ba  a  BA,  e  cft  e 
CB,  Possono  a  dire  il  fero  i  triangoli  coi  lati  perpendicolari  avere  delle 
situazioni  relative,  diverse  da  qnelle  della  figura  61,  ma  la  noatra  dimo- 
strazione è  generale,  e  consiste  nel  ridurre  il  presente  caso  airaltro  dal 
lati  paralleli  contemplato  nel  teorema  I. 


o 


(1)  6.  TU*  (5)  Def.  4.  (3)  S.  /.•  (4)  6.  F/  (IJX  C  f.» 
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£d  in  vero  eoatMeraBdo  iaeriuo  nel  eiitolo  (1)  odo  dal  tritogoU  come 
per  es.  ABC  ffig.  62) ,  si  faccia  lo  atesso  rivolf ere  ioloroo  al  ceoiro  in 
modo  che  ciascuno  de'  sool  vertici  descriva  an  qoadrante;  io  dico  che  i 
lati  del  triangolo  in  questa  noova  posixiooe  devono  essere  rispettivamente 
perpendicolari  a  quelli  della  primitiva  posizione. 

Si  tratti  in  primo  luogo  del  lato  AB,  che  sottende  l'arco  maggiore  del 
qoadrante,  nel  quale  caso  il  vertice  A,  descrivendo  il  quadrante  Aa,  deve 
passare  nel  ponto  a  compreso  fra  ^  e  B  ;  il  punto  B  descrive  il  qua- 
drante Bh,  passando  in  6;  e  cosi  il  lato  AB  prende  la  posizione  di  ab. 
Ora  r  angolo  auA  eccentrico  dentro  al  circolo  è  misurato  da  >/•  (Aa  + 
Bb)  (8)  cioè  da  un  quadrante,  essendo  Aa^Bb^^O"";  dunque  l'angolo 
auA  ò  retto,  o  sia  aò  è  perpendicolare  ad  ABs  La  stessa  dimostrazione 
si  può  replicare  per  qualunque  lato  del  triangolo  che  sottende  un  arco 
maggiore  di  90**. 

Se  poi  esiste  qualche  lato  come  per  es.  BCj  che  sottende  un  arco  mi- 
nore del  qoadrante:  allora  il  pooto  B  passa  in  b  al  di  là  di  C ,  descri- 
vendo l'arco  Bb  —  90°;  e  il  punto  C  in  e,  descrivendo  Ce  —  90".  in  que- 
sta guisa  11  lato  BC  passa  in  ^ ,  e  fa  d' uopo  prolungare  BC  e  be  per 
aver  luogo  il  loro  incontro  io  m(3);  per  lo  che  si  forma  l'angolo  eccentrico 
fuori  del  circolo  Bine  —  '/•  (BaAc—Cb)  (4).  E  siccome  l'arco  BCbe  re- 
sulta dalla  somma,  dei  due  quadranti  Bb^  Ce  diminuita  di  Cb;  così  l'arco 
BaAe  sopplementario  all'intera  circonferenza  dev'essere  tf«i«  ^vodraiif» 
-f-  C6 ,  e  quindi  BaAe  —  Cb  corrisponde  esattamente  a  due  quadranti. 
Onde  r  angolo  Bme  è  retto ,  cioè  a  dire  il  lato  be  prolungato  incontra 
perpendicolarmente  il  lato  BC  pure  pjoluogato;  ed  una  simile  dimostra- 
sione  si  può  tessere  per  qualunque  altro  lato  del  triangolo,  che  sottende 
un  arco  minore  di  90*.  Qualsisia  adunque  la  specie  degli  archi  sottesi 
dai  lati  del  triangolo  ABC ,  può  lo  stesso  passare  dietro  lin  quarto  di 
rivoluzione  comune  a'  suoi  tre  vertici  nella  posisione  che  coi  lati  rispet- 
iivamente  perpendicolari  a'  primitivi,  cioè  ah  ad  AB^  be  a  BC,  ae  ad  AC. 

Ora  se  il  lato  AB  (flg.  61)  può  divenire  perpendicolare  allo  stesso  AB, 
egli  è  chiaro  che  dev'  essere  allora  parallelo  al  lato  ab ,  essendo  tutti  e 
due  perpendicolart  ad  AB  (5)  nella  primitiva  posizione.  Lo  stesso  si  dica 
degli  altri  lati;  e  così  Tipotesi  de'  triangoli  co'  lati  perpendicolari  all'al- 
tra si  riduce  de'  lati  paralleli,  che  dà  la* similitudine  de'  triangoli  (6), 
essendo  omologhi  I  lati  perpendicolari,  che  divengono  paralleli. 

III.*  Due  iriangoli  tono  eguali,  allerehè  hanno  due  lati  e  l'angolo  eom- 
prete  ri^eUivamente  eguali  (fig.  58). 

Siano  i  doe  triangoli  BAC,  DBF,  che  abbiano  BA^DS,  CA'^  FÉ, 
e  l'angolo  A^B:  io  dico  che  sono  eguali  gli  angoli  omologhi  C  ed  F, 
B  t  D,j^ì  lati  BC  e  DF. 

Facendo  coincidere  i  lati  eguali  BA  e  DE^  per  ragione  degli  angoli 

(J)  P.  //.«  (J)  8.  ///.«  (3)  tf.  F///.*  Seoh  (4)  8,  IY.\  (5)  $.  /.*  (6)  #.• 
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«9Mli  A ,  e  dtm  il  laio  AC  eatee  sopra  SF{i),  •  f»er  ragiene  dei 
Ulì  ^«ali  ilCl«  J?dF  il  pmno  C  «opra  F;  daaqae  it  lato  BC  si  coofoiide 
CM  DF  (2),  e  CaM>o  k  «riaair^'o  iB^<7  eay  \BEF^  da  cai  oe  segQOM  l'egM» 
gMaaae  «apra  ««MMiai*»»  o  in  altri  termiai  rsfMgKaoM  4e'  dae  trian- 
golÌ(3}. 

IV.®  iBTeraa.  Du§  irimmfoK  tono  efuclt,  «ItoraM  kamm  due  oft^olì  eil 
f<  lato  tomf€€9o  fù^BUUmm§nt€  eguali. 

Sia  B^A  C-F,  B€'^DF\  io  dico  Ofliora  «gttali  i  lati  oiiiola«ÌH  Cil 
e  FJK,  il^  •  l^i;,  e  ^4  odSoU  ^  ed  X. 

Motteado  SC  «opra  il  eoo  ognale  DV^  par  ragvagliMna  degli  angoli 
B  t  D  dcfo  Ad  coderà  «opra  DE  cioè  il  p«Mo  A  oopio  oo  ponto  di  DB, 
«  per  roHn  esoagUonta  di  C  ed  F  il  lato  CA  aopra  FF  o  oio  il  ponto 
A  fiopna  fln  pnnto  di  PfB;  il  panfeo  A  adnaqoe  deve  nello  «teoao  tempo 
tro?arsÌ  sopra  DE  ed  FF,  e  qpindi  corrispondere  in  F,  eb'é  il  solo 
panie  oomuoe  fra  DE  ed  FÉ  (4).  in  qneeta  gniss  coinddooo  perfolta- 
nente  i  due  ulao^oU  DAC,  DEF^  ec. 

Seoèio.  Qoesls  proposìaiooe  è  snacettibilo  di  maggiore  generalità,  e  si 
pnò  in  veoa  dd^'egosgiiansa  de'  loti  compresi  BC  e  DF  snpporre  quelta 
di  dfls  lal4  «molagU  qualunque  come  per  es.  di  BA  e  DB  :  percké  nctis 
eondiiiéne  deiregnaglianta  rispettiva  de'  doe  angoli  B  t  C  con  £>  ed  F 
implioitanieole  l'altro  si  raecliinde  dol  terso  angolo  A'^E-iH),  e  quindi 
BA  e  DE  resoitaao  loti  cooiproai,  ec.  ciò  oÌM  dà  la  ooloeidensa  de'  trian- 
goli. Onde  io  ^eoerale  due  triam^  $ono  eguaU,  quando  Aanno  due  mu^ 
goU  ed  UN  ia$a  .quttlwmque  osioiofo  riefeUivamente  offualù 

V.®  Due  tréunfoH  riepettkmmenie  equilateri  nono  e^tmii. 

Sèi  BA^DE,  CA^FE,  fiC-^DF;  io  dico  che  gli  «agoU  omologhi  C 
odF,  Fe/>,^edF  sono  eguali. 

S'immagini  il  lato  B€  «oprspposto  all' eguale  Iste  DFx  allora  i  lati 
eguali  BA,  DB  co'  punii  estremi  B,  D  eoiocédenti  rappresentano  duo 
raggi  del  modoelmo  oiroelo,  doè  a  dire  se  col  oonixia  D  e  raggio  DE  si 
descrìYe  una  ctroeiiferensa ,  è  gioooiòrsa  trovarsi  11  ponto  A  sopra  la 
stessa;  e  per  uno  simHe  ragione»  posti  eguali  i  loti  CA,  FB  il  poeto  A 
«Uromità  di  CA  -éefe  corrispondere  sopm  la  eirconrareoza  di  contro  F 
s  raggio  F£;  Il  puoto  A  aduufuo  der^ossete  nello  atosso  tempo  aopm 
le  dae  clroonfereosa  eioé  io  un  punto  oomune  delie  stosse.  Ora  le  eiroon- 
fereoze  non  possono  af«re  che  duo  punti  aomuni  (4)v  di  cui  l'uno  è  B, 
o  l'olino  è  posto  al  di  sotto  di  l>F  aHa  medesima  distoaia  di  E  (T),  che 
resta  escluso  per  la  sua  posizione,  dorenéo  «odore  ^  al  di  aopaa  di  DF, 
Per  lo  che  il  ponto  A  coincide  col  punto  d^latoreetioue  F,  i  due  trlan* 
goli  si  confondono,  oc. 

VI.*"  Due  triangoli,  che  hanno  due  lati  ed  un  mugolo  omologo  rtspiK- 

(1)  9.  Def.  4.  (2)  /.  Def.  4,  (3)  Def,  t,  (4)  i.  De\,  /.  (5)  9,  Ili.'' 
Cor.  4,  (•)  5.  /.•  (T)  7.  II.* 
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ftiMMMiirt  filiali;  tomo  oguaU  ut!  cmo  dof^  aUri  ém  an^  jwloyfc» 
«Mia  JfMM  jpecM,  dimigtàali  in  fiMll»  ii«^  «if^tt  ammàmi  di  èivénm 
tfemt^  e  ratto  éukkio  H  €a$o,qmamé»  ««m  «i  Miieioe  i<Ljy)«0t«  dt  fuMl» 
due  angoìi. 

Per  isriluppare  questo  teoteoM  è  Mcessaria  dlsttosMiM  vafl>  caai,  ebe 
tatti  poi  8i'  cottpreDdoDp  nellt  saperiora  eoaneiaiioM. 

4,^  Cmo.  I  due  triangoli  ABC ,  aòc,  che  hanno  AC'^ae,  CR'^ob^ 
4  ^  a*  »n0  eguali  nella  tu]^poiiMione  dolPanfolo  A  rotta  (ùg-,  63)* 

Imperciocthè  11  lato  ad  deve  aateoideie-  col  tata  agaaàe  AC^  »  per  l'è» 
gQagliaaaa  dagli  aagaK  ^  a  il  lato  aè  dare  ptaodata  la  difaiioaadi.A0 
o  sia '41  paolo  b  tpovarai  saprà  AB;M  più  I  lati  agaali  éb^  CB  ca?  paaU' 
^  eatraaii  o  »  €  coomai  aoirispoadaao  a  doe  raffi  dal  madMiaM  eiroafea  » 
cioè  il  paato  b  daia  Iravarsi  aapra  la  ciicaafcreaaBa  di  coatto  €  a  tag-^ 
gio  CB  ;  a  qaiodi  sarà  rertaoMaia  b  in  aa  pania  aanaaa  alla  retu  AB 
od  aik  eireoofereoia.  Ora  qoasla  draDafeasasa  aaaa  la  tetta  AJB  ia  daa 
pani!  eqaìdistaDti  dal  piede  della  paq^eodieolare  abbasaatari  dal  ceaùa 
C  (1),  che  ael  preaaata  caso  bCA;  a  aiccaaia  aaa>  da^  paatì  d'iatatse* 
uona  è  B,  cosi  ai  datermiaa  V altro  B ,  prolaogaiado  BA  aiiia  disuaaa 
A£  —  AB^  11  piloto  B  resta  escloso  par  la  saa  pasiaioaa»  aorriapoadoadA 
h  a  destra  di  AC:  daoqoe  h  cade  ili  Ji;  i  dna  tfiaagoU  ABC,,  abc  caia- 
d'dooo»  a  SODO  agaali« 

Jl.?  Caio.  B^ti  gU  tUtti  dati  di  aq^ra»  u  V0tg(tloi  A  è  ottuaa,  •  daa 
triangoli  tono  eguali  (fig.  64). 

Voleadflt  detera»iaare  il  aacaodo^  paato  d*  iatataaiinpa  daUat  retia  AB  e 
del  circolo  di  caatro  C  e  raggio  CB  si  coasidaai  la  parpeadicaiara  da  C 
sopra  AB;  che  per  ragiooo  deU'aogola  ouosa  A  cade  ael  prolaagaaioain 
di  B4  al  di  là  di  ìA  (9),  e  ai  rappaaaeoU  da  CD;  a  prtadaaéa  AS  i.  Aff, 
il  pooto  E  daoola  il  sacaada  paato  d'iataraailaaa,  che  si  esdada  pai  saa 
posto.  11  penta  b  cada  adon^ne  ia  Bp  i  triaagoii  coincidoatt,  ce* 

S.""  Coso.  Se  l'angolo  A  è  aeutù,  té  H  lobo  opfotio  CB >  AC,  i  daa 
irian^oH  «omo  ^fao^  (fig.  6tt). 

Io  questo  casa  la  perpeadicolaia  CD  cada  dentro  ai  trlaagalo  (3)»  a  il 
lato  CB  coaM  pia  grande  di  AC  dar'eaaera  a  maggiof  e  disiaara  dal  piada 
D  della  perpeadicolaia  <4> ,  aioè  ai  ba  Dii  >  DA.  Qoiadi  aa  si  prenda 
DE^DB,  il  secoada  ponto  d'iotaiaaxioiM  E  cada  al  di  là  del  triaagala 
ABC,  a  si  eaalada  oqbm  ne'  cani  preaadenii;  dnnqoa  b  eaiacida  €an\B,  ee. 

4.''  Cato.  Se  Vangolo  A  è  acuto  e  il  lato  oppotto  CB  <  AC^  nontipué 
eom  quttti  toli  dati  dt/intra  i'tjpHO^Iianxa  o  dituguagHanza  do'  duo  trian- 
goli, a  f««sfa  ai  addila  aoi  nome  di  caso  dubbia  (lig.  M). 

Goociossiacbè  la  perpeadicolare  CD  cada  deolro  al  triaagola  pib  de- 
stante da  AC  cba  da  CB,  cioè  ai  ba  DA>DB;  a  ptendeado  DB'^DB, 
il  secondo  ponto  E  d'intersezione  è  compreso  fra  A  t  D,  che  ooo  si  può 

(i)  5.  /.«  (2)  9.  F.*  (S)  9.  r*  (4)  S.  V* 
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eèelqdert,  eMendò  posto  «Ho  stesto  lato  di  ÀO,in  cai  si  trova  il  primo 
ponto  B.  Io  questa  guisa  resta  in  dubbio  se  il  terzo  vertice  dell'altro 
triangolo  cade  io  B  o  pure  in  E ,  cioè  a  dire  se  i  due  triangoli  coinci- 
dono totalmente  o  no. 
-Per  togliere  rambigoitl  fa  d'uopo  conoscere  la  specie  degli  altri  due 
É  angoli  omologhi  opposti  a'  lati  eguali  AC,  ae,  come  si  vede  nei  seguenti 

numeri. 

iV.**  4.^  Se  gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali  AC ,  ac  sono  dUla  stuta 
specie  cioè  tutti  e  due  acuti  o  pure  ottusi ,  i  triangoli  resultano  eguali. 

Siano  i  due  triangoli  ABC,  abe  cogli  angoli  B,  h  ambidue  acuii.  For- 
mandosi il  triangolo  isoscele  CSBf  devono  i  suol  angoli  alla  base  CBBf 
CBB  essere  tutti  e  due  acuti  (1),  e  quindi  l'angolo  CBA  è  ottuso  come 
supplemento  di  CEB  (2).  Ora  l' angolo  acuto  h  non  può  coincidere  col- 
l'otluso  CBA ,  ciò  che  avrebbe  luogo  cadendo  b  sopra  E  ;  cosi  resta  e- 
sriuso  il  punto  d'intersesiono  E,  e  quindi  6  coincide  con  B,  il  triangolo 
abc  con  ABC,  te. 

Se  poi  si  suppongono  i  due  triangoli  ACE,  aee  cogli  angoli  In  £ ,  a 
ambidue  ottusi ,  il  punto  a  non  può  cadere  in  B  per  l' impossibilità  di 
combaciare  l'angolo  ottuso  aee  coll'acuto  B;  e  coincidendo  a  con  H,  I  due 
trisngoli  ACE,  aee  si  confondono  ec. 

N,^  Jt.^  Se  i  due  triangoli  sono  ABC,  aee  cogli  angoli  B^  aee  di  dif- 
ferente specie  cioè  il  primo  oculo  ed  il  secondo  ottuso,  gli  anzidetti  trian- 
goti  resultano  disuguali. 

Perché  il  punto  e,  come  quello  che  non  cade  in  B  per  la  diversa  ape» 
eie  degli  angoli  y  corrisponde  certamente  in  E  ;  e  il  triangolo  aee  viene 
rappresentato  da  AEC,  ch'è  disuguale  con  ABC, 

La  condiaione  dell'eguaglianza  stabilita  nel  N.*^  1*  di  questo  quurto 
caso  conviene  a'  <;asi  precedenti  :  giacché  essendo  nel  primo  caso  retto 
l'angolo  il  —  o,  e  nel  secondo  ottuso,  gli  altri  due  B^  b  (fig.  63,  64,  66) 
devono  essere  acuti  (3)  cioè  deUa  atessa  specie  ;  mentre  nel  terso  caso 
per  ragione  di  CB  >  AC  si  ha  l'angolo  acuto  A>  B  (4),  e  quindi  a  far* 
tiori  B  è  acuto,  valendo  lo  stesso  raziocinio  per  6,  o  sia  gli  angoli  Bf 
b  resultano  ambidue  acuti.  Per  lo  che  raccogliendo  tutti  questi  casi»  ne 
proviene  l' enunciasione  generale  del  teorema  simile  a  quella  del  N.^  1* 
.  del  quarto  caso  rispetto  all'eguaglianza,  ed  all'altra  del  N.""  2"*  per  la 
disogosglianza;  e  il  caso  dubbio  corrisponde  all'enunciaiione  precisa  del 
quarto  caso. 

Scolto  1.»  Egihé  vero  che  l'egaagliansa  o  disuguaglianza  del  triangoli 

dipende  dalla  specie  degli  altri  due  angoli  omologhi;  ma  ne'  primi  tre 

«       casi  la  loro  specie  acuu  si  argomenta  dai  dati ,  e  quindi  ai  pronunzia 

con  certezza  l'eguaglianza  de*  triangoli;  quando  nel  quarto  caso  si  deve 

(I)  9,  m^  Cor.  €.  (2)  5.  ///.•  Scoi.  (3)  9,  IHJ^  Cor.  S  o  4.  (4J  9.  11.* 
Cor.  t. 
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oltre  ai  d«tl  aTere  la  notizia  della  tpecle  de'  dne  angoli  anzidetti  per 
coochiadere  se  I  triangoli  sono  eguali  o  disogoali;  e  si  ò  la  mancanza 
él  questa  notizia  che  eostitnisee  propriamente  il  caso  dubbio. 

Seolio  8.<»  Qai  Tiene  II  destro  di  provare  In  prjmo  luogo  che  U  due 
tangenii  AM,  AM*  gvidaie  dal  punto  A  fuori  del  ctreoZo  fono  enfiali 
(fig.  43):  perchè  si  formano  I  dne  triangoli  AMC,  AWC  col  lato  comune 
AC,  coi  lati  CM  e  CM'  eguali  come  raggi,  e  coll'angolo  Jtf  —  JIT  —  90^  (1); 
I  dne  triangoli  adunque  sono  eguali  (2),  e  se  ne  deduce  AM'^AW*  (V. 
S  8.  Ftohlema  omìHìo).  Ed  a  questo  proposito  si  noti  che  si  può  fis* 
sere  la  posizione  dei  punti  di  contatto  M,  9P  rispetto  al  diametro  DB 
guidato  perpendicolarmente  alla  linea  che  unisce  II  punto  ^  e  11  centro 
C.  Questo  diametro  dev'essere  fuori  de'  due  triangoli  AMC,  AM*C  ret- 
tangoli io  Jir«  Jf'  appunto  come  lo  rappresenta  la  figura ,  e  ciò  per  ra- 
gione degli  àngoli  MCA,  M*CA  essenzialmente  acuti  (3),  onde  i  punti  K, 
M'  devono  eeeere  nella  eemicireonferenxa  definita  da  DB  e  rivolta  ai 
punto  A  donde  partono  le  tangenti.  La  retta  poi  JIW,  che  unisce  i  due 
punti  di  contatto  M,  M\  resulta  perpendicolare  ad  ^C,  ed  è  divisa  lo 
mezzo  nel  punto  O,  o  ciò  ch'è  lo  stesso  AC  è  perpendicolare  a  MM'  nel 
suo  mezzo  O,  perchè  ognuno  de'  punti  il  e  C  è  equidistante  dagli  estremi 
M,  e  MP  (4).  Così  le  due  rette  JIM\  DB  vengono  ed  essere  paracele  (5), 
e  la  perpendicolare  comune  CO  ne  misura  la  distanza  costante  (6). 

SI  può  in  secondo  luogo  provare  che  le  corde  eguali  DA^  KX  devono 
euere  equidietanti  dal  centro  C  ed  alVinvereo  (fig.  35).  SI  tirino  a  que- 
at' oggetto  dal  centro  C  le  due  perpendicolari  CJf ,  CN  sopra  le  corde 
DA,  KXy  che  ne  restano  divise  In  mezzo  (7),  e  quindi  le  loro  metà  DM, 
KN  sono  eguali.  In  qucsu  guisa  i  due  triangoli  rettangoli  CMD,  CNK 
resaltaoo  eguali  (8)  per  ragione  di  CD^rnCK,  e  DM^EN,  e  danno  eguali 

I  lati  omologhi  CM,  CN  cioè  le  distanze  delle  corde  dal  centro  C,  Al- 
l'inverso eu^onendo  CM*^  CN  o  eia  le  due  eorde  DA,  KX  equidietanti 
dal  eentro  C,  devono  queste  eorde  euere  eguali;  perchè  si  verifica  pure 

II  caso  di  eguaglianza  del  due  triangoli  rettangoli  CMD,  CNK,  che  hanno 
CD^CK,  e  CM-^  CN,  dai  quali  si  deduce  DM^KN^  a  quindi  SDJIf 
-  2KN  o  sia  DA^KX. 

In  terzo  luogo  col  teorema  testé  dimostrato  va  connesso  l'altro  delle 
corde  disuguali,  ch'è  il  seguente:  «0  le  due  eorde  AD,  KZ  sono  disuguali^ 
la  minore  KZ  dev'essere  a  maggiore  distanza  dal  eentro  C,  ed  aWinver- 
so.  Imperciocché  essendo  l'arco  KZ  minore  di  DA  (9) ,  si  prenda  V  arco 
KZX^DA;  si  conduca  la  corda  KX,  che  resulta  eguale  alla  corda  DA  (10); 
e  dal  centro  C  si  tirino  le  perpendicolari  CM  sopra  DA,  Ci^  sopra  KX, 
e  CO  aopra  KZ ,  che  Interseca  KX  In  i.  Ora  si   ha  evidenteinenie  CO 

(i)  8.  //.•  Cor.  4.  (2)  F/.*  ^."  caso.  (3)  9.  i//.*  Cor.  S.  {%)  S.  i//.» 
Cor.  4.  (5)  6.  /.•  (5)  6.  TI.''  (7)  4.  /.«  (8)  YL^  /.*  caso.  (9)  4.  17.** 
(10)  f.  ///.• 
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>  Ci,  e  p«r  ragione  di  C/>  CiV(l)  si  deduce  a  fortioH  CO>CN,  o 
ciò  cb'è  lo  stesso  C0>  Chf,  essendo  giuste  il  teorema  di  sopra  CM^^ 
CN,  Se  poi  ci  piacesse  di  sopporre  all'inverso  la  distanza  CO  >  CJif»  la 
corda  KZ  nob  potrebbe  essere  eguale  a  Dà ,  nel  quale  caso  si  avrebbe 
CO  —  CMt  né  tampoco  maggiore  di  DA,  il  che  darebbe  CM>  CO;  dun- 
que sarà  giocororza  di  ammettere  KZ  <  DA  cioò  la  corda  più  distante 
dal  centro  minore  deiraltra  meno  distante.  (V.  S  1*  ^^-^  Scoi.)* 

Vil.^  Se  du9  triangoli  Kanno  due  lati  rÌ9peti%vafMni9  eguali  e  gli  an- 
goli compresi  disuguali,  i  terzi  lati  sono  disuguali f  ed  all'angolo  mag^ 
giore  si  oppone  il  lato  maggiore  (Og.  67). 

Sia  ne'  due  triangoli  BAC,  DBF  il  lato  AB  --  JED,  AC  —  £F»  e  l'an- 
golo A  >  E;  io  dico  essere  BC  >  DF. 

Ponendo  EF  sopra  AC,  il  Iato  ED  cade  in  AB  dentro  all'angolo  BAC 
ch'è  maggiore  di  J?,  e  il  triangolo  DEF  si  rappresenta  da  HAC,  Ora  si 
ha  BO-\-AO>  AB  (2),  CO-\'HO>  HC,  che  sommate  danno  BO  +  CO 
+  ^O  +  jffO  >  iiir  +  HC,  o  sia  BC'{'AH>AB  +  BC;  e  sottraendo  le 
quantità  eguali  AB,  AB^  resu  BC  >  BC,  o  ciò  ch'è  lo  stesso  BC  >  DF» 

Se  il  punto  H  corrisponde  sopra  BC  (fig.  68),  si  ha  CTidentemente  BC 

>  BC  0  DF;  e  nel  caso  dì  essere  B  dentro  al  triangolo  BAC  (fig.  69) 
la  nota  disuguaglianza  AB-^BC  >  AB+ BC  {3)  mercè  la  sottrazione 
delle  linee  eguali  AB  ed  AB  somministra  pure  BC  >  BC.  Lo  che  ec. 

VIII.'^  inverso.  Se  i  due  triangoli  BAC ,  DEF  kanno  riepettivamentB 
eguali  due  lati  cioè  AB  —  ED,  AC  mm  EF  e  il  terzo  lato  BC  >  DF,  l'an* 
golo  A  opposto  a  BC  nel  primo  triangolo  earà  maggiore  dell'omologo  E 
(fig.  67). 

L'angolo  A  non  paò  essere  eguale  ad  E,  altrimenti  avrebbe  luogo  l'e- 
guaglianza de'  -triangoli  (4),  e  quindi  di  Ì^C  e  D  F  contro  l'ipotesi;  né  tam« 
poco  può  supporsi  A<E ,  perché  in  simile  caso  resulterebbe  BC  < 
DF  (H),  ch'è  pure  contro  Tipotesi;  dunque  sarà  certamente  A>  E, 

Lemma  avanti  IX.® 

Fra  tutti  t  punti  eompreei  dentro  all'angolo  BAC  quelli  della  retta  AO, 
che  divide  in  mezzo  l'angolo  anzidetto  {%),  sono  equidistanti  da*  suoi  lati 
AB,  AC  (fig.  70). 

Si  prenda  un  punto  qualunque  O  di  AO,  da  coi  si  guidino  le  perpen* 
dicolari  OG,  0£  sopra  i  lati  AB,. AC;  io  dico  essere  OG-^OE. 

Imperciocché  i  triangoli  AOG,  AOE  hanno  il  lato  comune  AO,  gli  an- 
goli in  Cr  ed  £  eguali  come  rettile  gli  angoli  GAO,  EAO  eguali  giusu 
l'ipotesi;  dunque  i  due  triangoli  sono,  eguali  (7),  e  quindi  i  lati  omologhi 
OG ,  OE,  Né  qualsisia  altro  punto  E  fuori  di  ^O  può  essere  equidi- 
stante da  AB  ed  AC:  perché  supponendo  eguali  le  due  perpendicolari  EUf, 
EN,  si  formerebbero  i  due  triangoli  AME,  ANE  col  lato  AE  comune, 

(I)  ,T.  iF.«  (2)  /.  Def.  /.  (3)  S.  Lem.  a».  iF.«  (4)  /!/.•  (5)  Vii.* 
(6)  4.  Probi.  (7)  JV.*  Sevi. 
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coi  lati  eguali  imf,  KN,  e  cogli  angoU  rcUi  egaali  ni  Af  ed  iV,  che  sa- 
rebbero egsali  (1),  e  con  essi  gli  angoli  omologhi  MAK,  NÀK,  In  simile 
guisa  la  retta  AK  ^  somigliaOM  di  AO  dividerebbe  In  nezio  i'angulo 
BAC,  ciò  ch'è  assordo;  dunque  ec. 

IX.^  Qiàalunqu9  triangolo  è  cireoserittilnU  al  circolo,  cioè  può  sempre 
ancgnarn  un  circolo,  cui  siano  tangenii  daUa  parte  intema  i  suoi  ire 
lati^  nel  quale  caso  il  circolo  si  dice  iseriilo  ntl  triangolo  (fìg.  71). 

ImperciuGchè  i  punti  equidistanti  dai  lati  AH t  AC  dell'angolo  A  del 
triangolo  ABC  esistono  nella  retta  AO,  che  divide  in  mezzo  l'angolo  A  (2); 
ed  i  punti  equidistanti  dai  lati  AC ,  BC  dell'  angolo  C  sono  nella  retta 
CO,  che  divide  in  nnezzo  l'angolo  C;  onde  il  punto  O  d'iocontro  di  que- 
ste'due  rette  posto  dentro  al  triangolo  dev'essere  equidistante  da*  tre  lati 
AB,  AC,  BC  del  triangolo,  cioè  guidate  da  O  le  tre  perpendicolari  OG, 
GB,  OH  sopra  i  rispettivi  lati»  si  ba  0^—  OE -^  OH.  Né  questo  ponto 
O  d'incontro  può  Riai  mancare,  perchè  ciascuno  degli  angoli  CAO,  ACO, 
che  sono  metà  de'  rispettivi  angoli  A,  C  del  triangolo ,  resulta  minore 
di  W*,  e  la  loro  somma  minore  di  180° ,  ciò  che  impedisce  il  paralle- 
lismo di  AO  e  CO  (3).  Laonde  il  circolo  descritto  col  centro  0  e  rag- 
gio OG  passa  pe'  tre  punti  G,  E,  U,  ed  ogni  lato  del  triangolo  come 
perpendicolare  all'estremità  del  corrispondente  raggio  è  tangente  alla  cir- 
conferenza (4);  lo  che  ec. 

Scolio  4.^  Se  in  vece  della  considerazione  degli  angoli  A  t  C  9\  fa- 
cesse l'altra  di  A  per  es.  e  di  B  divisi  in  mezzo  da  AO  e  BO ,  il  cen- 
tro del  circolo  iscritto  si  determinerebbe  coll'incontro  di  queste  rette  ÀO 
e  BO  ;  onde  sembra  che  le  tre  rette,  che  dividono  in  mezzo  gli  angoli 
A,  C,  B  del  triangolo,  debbano  concorrere  nello  stesso  ponto  O.  Questo 
stesso  si  dimostra  direttamente,  tirando  OB  dal  punto  O  d'incontro  di 
AO  e  CO;  giacché  si  fornf)ino  i  triangoli  eguali  0GB,  OHB  col  lato  OB 
comune,  coi  lati  eguali  OG  ed  OH,  e  cogli  angoli  retti  omologhi  in  G 
e  If  (5),  e  quindi  gli  angoli  omologhi  OBG,  OPH  sono  eguali,  o  sia  OB 
divide  io  mezzo  l'angolo  B  del  triangolo  ABC.  Dunque  le  tre  rette^  che 
dividono  in  mexio  gli  angoli  del  triangolo ,  concorrono  in  un  punto  a 
somiglianza  delle  tre  perpendicolari  a'  mezzi  de*  lati,  formando  il  primo 
punto  d'incontro  il  centro  del  circolo  iscritto  ed  il  secondo  11  centro  del 
circoscritto  (6).  Si  è  però  nel  solo  caso  del  triangolo  equilatero  che  que- 
sti due  centri  coincidono;  giaccbè  supponendo  verificata  la  condizione  cioè 
di  essere  G ^  E ,  Hi  bmizì  dei  rispettivi  lati,  i  triangoli  eguali  AEO, 
CEO  (7)  danno  eguali  gli  angoli  omologhi  OAE ,  OCE  e  quindi  i  loro 
doppi  Ay  C,  dimostrandosi  lo  stesso  per  il  e  B.  Io  slmile  guisa  il  trian- 
golo ABCf  cb'è  equiangolo,  dev'essere  pure  equilatero  (8), 

Seolio  J8.^  Le  tre  coppie  di  triangoli  egaali  AGO  ed  AEO,  EGO  e  BHO, 

(i)  F/.;  ^."  caso.  (2)  Lem.  (3)  6.  ri."*  Scoi.  (4)  S.  //.•  (5)  Vi.''  ^.°  caso. 
(6)  9.  //.«  5coL  (7)  ///.•  (8)  9.  //."  Cor.  /. 
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CBO  e  CEO  diOBO  le  tagiMii  egaaglUttse  di  lati  cioè  AGmmàE^  BG 
m^BB,  CH'ICE;  per  lo  che  il  perimetro  ilB  +  ^C  +  BC  del  triangolo 
si  poò  esprimere  ne'  segoenti  tre  modi  di? ersi  :  1^  2AG  +  %BG  +  %CB 
^^(AG  +  BG)  +  KE « ^AB  +  %CE^  2''  2i?fl^+  %CB  +  2A6 - 2BC  + 
2AG ,  3**  2C£  +  2AE  +  2irH  -i  2^C  +  2BJ7.  Da  ciò  ne  conseguita  po- 
tersi determinare  in  funzione  de'  lati  del  triangolo  le  distanze  dei  punii 
G,  B,  Ef  pei  quali  passa  il  circolo  iscritto,  dai  rispetti? i  Tortici.  Ed  in 
vero  prendendo  la  1*  espressione  del  perimetro ,  si  ha  l'equazione  2AB 

AB  +  AC  4-  BC 
+  2CE  -^AB  +  AC  +  BC,  che  somministra  CE  — 5 

AB ^^ ;  la  2»  espressione  di  2BC  +  lAG ^AB-^  AC-i- 

^^      AB  +  AC  +  BC                 AB  +  AC  —  BC       ,     „.^,^ 
BC  0  sia  -AC- ^ BC- -^— j ;  e  le  3^%AC 

^    •^      .    ««     -iB  +  i4C  +  BC      .^      AB+BC'-AC 

+2Bir--lB+iiC+BC  0  sia  BH- ^  ^  —AC ^ 

2  3 

Si  stabilisce  adunque  in  generale  che  c\a$cuna  d^Ue  distante  anzideti» 
i  eguale  al  semiperimetro  del  triangolo  meno  il  IcUo  opposto  al  vertiee, 
rispetto  a  cui  si  calcola  la  distanza;  ed  avendo  così  dcGnito  i  tre  punti 
E,  G,  Bf  si  può  per  gli  stessi  far  passare  il  circolo  (1) ,  che  resulta 
iscritto  al  dato  triangolo  ABC> 

Se  poi  si  suppone  rettangolo  il  triangolo  ABC  coU'angolo  retto  per  es. 
in  B,  allora  si  ha  l'angolo  OBfT— 45®,  e  per  ragione  dell'angolo  retto 
OBB  dev'essere  l'altro  angolo  acuto  B0H~4K®,  (2)  il  che  dà  il  trian- 
golo BBO  isoscele  col  lato  BH—  0A(3).  Dunque  in  questo  caso  il  rag- 
gio OB  del  circolo  iscritto ,  come  quello  eh'  è  eguale  alla  distanza  del 

AB-^AC  +  BC 
punto  B  dal  vertice  B,  si  esprime  da r —  AC,  e  si  dice  in 

generale  che  il  raggio  del  eireolo  iscritto  al  triangolo  rettangolo  è  eguale 
al  semiperimetro  meno  l'ipotenusa* 

PBOBLIMA. 

Fra  f  sei  elementi  del  triangolo,  che  sono  i  tre  angoli  A,  Bf  C,  ed  % 
tre  lati ,  ehe  indiehiama  colle  stesse  lettere  ma  piccole  degli  angoU  op- 
posti cioè  per  sl,  h,  e,  dati  tre  qualunque  di  essi  ad  eccezione  dei  tre 
atigoli,  costruire  il  triangolo. 

Questo  problema  presenU  vari  casi,  che  sono  relativi  a  quelli  dell'e- 
guaglianza di  due  triangoli:  giacché  i  tre  elementi ,  che  si  considerano 
rispettivamente  eguali  in  due  triangoli,  e  ne  danno  l'eguaglianza,  defioi- 
niscono  gli  altri  tre  elementi  in  ciascuno  di  essi ,  e  bastano  come  tali    ) 

(i)  r.  /.•  (2)  9.  m.^  Cor.  S.  (3)  9.  /!.•  Cor.  1. 
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«lU  eostraiione  di  an  triangolo.  Noi  npteromo  ptr  ogni  «aao  il  tcortma, 
che  si  converle  nel  particolare  problema. 

4J^  Cato.  Daii  h,  e,  A,  c^stmiré  U  triangolo  (i)  (fig.  68  nnm.  I). 

5i  faccia  sopra  una  retta  indefinita  AC  l'angolo  BAC^A  (2),  si  prenda 
^C  — 6,  ^0  —  0,  e  pei  punti  definiti  0  e  C  si  tiri  BC;  il  triangolo  BAC 
è  quello,  che  resalta  dai  tre  dati. 

In  qoesto  caso  é  sempre  possibile  di  costruire  il  triangolo,  qualunque 
siano  i  dati;  perchè  si  può  sempre  formare  l'angolo  BAC^A^  e  sopra 
i  suoi  lati  prendere  AC^b,  AB^e  per  indi  conginngere  B,  C. 

%."*  Coio.  Dati  B,  C,  a  eoitruire  il  triangolo  (3)  (fig.  B8  num.  2). 

Si  prenda  BC  —  a,  di  coi  all'  estremità  B  e  C  si  costruiscano  gli  an- 
goli eguali  a'  dati  J?  e  C  ;  e  si  prolunghino  i  lati  già  definiti  sino  al 
loro  incontro  in  A;  cosi  si  forma  il  triangolo  BAC ,  che  racchiude  i  tre 
dati. 

Se  poi  i  dati  sono  B,  A,  a  (4),  allora  si  determina  arìtmeticamenfo 
C  — 180"  ^(B-^-A)  (5) ,  o  pure  geometricamente  (fig.  7)  con  fare  l' an- 
golo DCE  —  B  (6),  BCF-^  A,  da  cui  sì  deduce  FCA  —  C  (7);  per  lo  che 
co'  dati  B,  C,  a  si  costruisce  come  sopra  il  triangola. 

La  costruzione  di  questo  triangolo  può  sempre  aver  luogo  nell'ipotesi 
di  B+C  <  ISO"",  perchè  le  due  rette,  che  li  formano  a'  punti  B  e  C  di 
BC,  derono  necessariamente  incontrarsi  (8)  ;  e  la  conditlone  di  B  +  C 
<  180*  è  connessa  colla  nota  proprietà  del  triangolo ,  che  dà  ^  +  B  + 
C  - 180*  (0). 

$,^  Caio.  Dati  a,  b,  e  soggetti  alla  nota  condizioni  (10) ,  eo«frtitre  ti 
triangolo  (11)  (fig.  58  num.  3). 

Prendendo  DF—  a,  si  descriva  un  archetto  col  centro  D  e  col  raggio 
0,  ed  un  altro  col  centro  F  e  col  raggio  b  per  ottenere  il  ponto  d'Inter- 
sezione in  E,  da  cui  a'  punti  D ,  F  si  tirino  le  rette  ED,  SF.  Cosi  si 
forma  il  triangolo  cercato  DEF,  essendo  per  costruzione  DF^a,  FÉ 
"^b,  DB'^e. 

La  possibilità  di  costruire  questo  triangolo  dipende  dall'Intersezione 
de'  due  circoli,  di  cui  DF'^a  «sprime  la  distanza  de'  centri,  e  per  aver 
luogo  questa  intersezione  è  giocoforza  che  sia  (12)  a<fr  +  c,  a>6  —  e, 
supponendo  b  maggiore  di  e,  come  altronde  si  sa  giusta  la  natura  del 
triangolo  (13).  ^ 

Si  può  ancora  giudicare  della  possibilità  di  eostrnire  11  triangolo ,  far- 
cendo la  prova  di  ogni  lato  minore  della  somma  degli  altri  due,  la  quale 
prova  si  può  ridurre  ad  una  sola  operazione  con  prendere  il  lato  non  mi- 
nore di  ciascuno  degli  altri  per  es.  il  lato  a  ;  giacché  in  simile  caso  si 
ha  a  fortiori  b<a-\-e,  o<o-f&,  e  tutto  si  riduce  a  verificare  a < (  +  e. 

(1)  lii.''  (2)  t.  Probi.  (3)  /r.»  (4)  ir.*  Scoi.  (5)  9.  Ul*  Cor,  4.  (6)  2. 
Fn^l.  (7)  2.  ///.•  Cor.  (8)  6.  VI.''  Scoi.  (9)  9.  ili,*  (10)  9.  /.•  (11)  F.- 
(12)  7.  K."  Scoi.  (13)  9.  /.• 
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4*""  Caio.  Dati  a.  b»  il,  eoiirtUre  il  triangolo  (fig.  03  a  65,  d.  1)  (1). 

N.'  !.•  Sia  a>b. 

Si  prenda ^iC  — 6,  si  faccia  in  A  l'angolo  CAB^A^  e  coi  aentro  C 
e  raggio  a  si  descriva  un  arco ,  che  interseca  AB  in  dae  ponti ,  di  cui 
uno  ò  B  dalla  parte  deiPaogolo  CAB,  e  Taltro  E  fuori  dell'angolo  ami- 
detto;  da  C  a  jy  tirata  CB,  si  forma  il  triangolo  richiesto  ACB. 

Indipendentemente  dalla  costrazione  si  capisce  la  posizione  indicata  del 
pnnto  E,  perchè  l'obliqua  CE'^CB^a  come  piìi  grande  dì  C^  — 6 de- 
v'essere a  maggiore  distanza  di  CA  rispetto  alla  perpendicolare  abbassata 
da  C  sopra  AB  (2). 

N.^  2.*^  Sia  a  <  6 ,  ciò  che  porta  la  condizione  implicita  di  A  acato , 
dovendo  essere  A<  B. 

Fatta  la  eoatrnzione  del  N.®  1^,  i  due  punti  d' intersezione  B,  E  (fig. 
66,  n.  1°)  sono  posti  dalia  slessa  parte  deirangolo  CAB;  perchè  l'obli- 
qua CE'^  CB^a^  eh* è  minore  di  C^  — 6,  dev'essere  più  vicina  alla 
perpendicolare  CD.  In  questo  caso  adunque  si  formano  due  triangoli  dif- 
ferenti AC B,  AC  E  cogli  stessi  tre  dati,  il  che  si  addita  colla  denomina- 
zione di  eato  dubbio.  L'ambiguità  però  svanisce,  quando  altronde  si  co- 
nosce la  specie  dell'angolo  opposto  ad  ^C— 6,  ottenendosi  il  triangolo  ACB 
per  H  acuto,  ed  ACE  per  AEC  ottuso. 

Discorrendo  ora  della  possibilità  di  costruire  l'uno  o  i  due  triangoli  in 
questo  quarto  caso,  s'intende  potersi  sempre  prendere  AC  —  6,  e  costruire 
l'angolo  A;  ma  per  intersecare  il  lato  AB  coPcircolo  di  centro  C  e  rag- 
gio a  fa  d'uopo  che  il  lato  dato  a  non  sia  minore  delia  perpendicolare 
CD  guidata  da  C  sopra  AB,  essendo  l'anzidetta  perpendicolare  la  più 
corta  retta  che  possa  condorsi  da  C  sopra  AB  (3).  Per  lo  che  giusta  la 
ipotesi  del  N.^  1**  è  sempre  possibile  la  costruzione  del  triangolo,  essendo 
a  >b,  e  quindi  a  fortiori  a  maggiore  della  perpendicolare  CD;  trattan- 
dosi però  del  fi.°  2**  cioè  di  a  <  ò,  la  costruzione  de'  due  triangoli  esige 
che  sia  a  >  CD.  Che  se  fosse  per  caso  a  «  CD ,  il  cìrcolo  toccherebbe 
in  D  W  lato  ill^ ,  e  la  retta  condotta  da  C  al  punto  di  contatto  D  cioè 
CD  -•  a  formerebbe,  il  solo  triangolo  CAD  rettangolo  in  l>(4),  ch'è  quanto 
a  dire  i  due  triangoli  CABf  CAE  si  ridurrebbero  all'unico  triangolo  ret- 
tangolo CAD, 

Scolio.  Se  il  triangolo  da  costruirsi  dev'essere  rettangolo,  allora  bastano 
due  soli  dati ,  essendovi  implicitamente  il  terzo  eh'  è  l' angolo  retto.  Lo 
stesso  avviene  nel  caso  del  triangolo  isoscele:  perchè  dovendo  fra  i  dati 
comprendersi  almeno  no  lato,  se  è  uno  de'  lati  eguali,  vale  lo  stesso  che 
esserne  dati  due;  e  se  è  il  lato  disuguale,  basta  un  solo  angolo  per  co 
noscere  gli  altri  due  (5).  Onde  in  generale  si  dice  essere  sufficienti  due 
dati  per  la  costruzione  del  triangolo  rettangolo  o  isoscele ,  porche  fra  i 
due  dati  fosse  compreso  un  lato.  Che  se  il  triangolo  dovesse  essere  rei- 

(1)  r/.*»  (2)  S.  V.o  (3)  .T.  /F.«  («)  5.  ///.«  (5)  9.  MW  Cor.  7. 
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taogolo  ed  isoscele,  sarebbe  soffleieote  od  solo  lato  specificato  come  ipo- 
tenusa o  cateto.  Ed  egli  è  facile  di  capire,  che  trattandosi  di  triangolo 
rettangolo  o  pare  isoscele,  non  può  affatto  aver  luogo  il  caso  dubbio.  Si 
noli  io  fine  che  si  esclude  espressamente  il  caso  di  essere  dati  i  tre  an- 
goli A,  B  y  C;  perché  potendosi  sopra  una  retta  AB  di  qualunque  lun- 
gbeua  (fig.  58}  costruire  due  angoli  come  per  es.  J  e  If ,  che  determi- 
nano il  triangolo  ACB  cercato,  s'intende  la  possibilità  di  formare  un  nu* 
mero  infinito  di  triangoli  cogli  stessi  tre  angoli  dati ,  che  resultano  si- 
mili. 

Solamente  nel  caso  di  essere  dato  (fig.  47)  il  raggio  OS  del  circolo 
circoscritto  al  triangolo  è  permesso  di  formare  un  solo  triangolo  coi  tre 
angoli  dati  A,  B,  C;  perchè  ha  luogo  l'eguaglianza  di  due  triangoli  ri- 
spettivamente equiangoli  iscritti  nel  medesimo  circolo  o  io  due  eguali, 
comprendendo  gli  angoli  iscritti  eguali  fra  i  loro  lati  archi  eguali  (1),  ed 
agli  archi  eguali  corrispondono  le  corde  eguali  (2),  che  sono  i  rispettivi 
lati  dei  due  triangoli.  Volendo  poi  costruire  il  triangolo,  si  fa  al  centro 
O  col  raggio  OB  l'angolo  BOM-^A  (3),  e  BON'^C;  si  prende  l'arco 
JUC  —  BM  e  KfA  —  BN,  si  congiongono  i  punti  B^  C,  A,  e  si  ottiene  il 
triangolo  richiesto  BCA:  perchè  in  forza  della  costruzione  si  ha  l'angolo 
BOM^BAC  (4)  — J,  BON^BCA'^C,  e  il  terzo  angolo  ABC  dev'es- 
sere necessariamente  eguale  a  B, 

Veniamo  In  fine  soggiungendo ,  che  questo  problema  generale  di  co- 
struire il  triangolo,  conoscendone  tre  dati,  risoluto  la  mercè  del  calcolo 
forma  l'oggetto  della  irigonomeiria  r^tiUiMa, 

§  12.   DEL  PABALLELOGRAVHO ,   DELLE   SUB  DIVEB^B   SPECIE^ 

E  db'  poligoni  con  centro. 

2*eotVfnt* 

1.^  Se  dal  punto  d'ini$rs$xion$  O  di  due  rette  qualunque  MN,  PQ  $i 
prendono  eopra  eiaecuna  di  eete  due  parti  eguali  a  piacimento  cioè  OA 
mm  OB,  OD  —  OC,  e  n  eongiungono  i  quattro  punti  A ,  D ,  B ,  C  eolle 
fftte  AD,  DB,  BC ,  CA  ne  resulta  un  quadrilatero  coi  lati  opposti  AC 
e  DB,  AD  e  CB  eguali  e  paralleli,  e  cogli  angoli  opposti  A  e  B,  D  e  C 
eguali,  cui  si  dà  il  nome  di  parallelogrammo  (fig.  72). 

Conciossiachè  i  triangoli  opposti  al  vertice  OAC,  OBD  hanno  OA  « 
OB,  OC  —  OD,  e  l'angolo  AOC^BOD  (5);  quindi  questi  triangoli  sono 
eguali  (6),  e  si  deduce  AC^BD,  angolo  CAO'^  DBO;  e  l'eguaglianza 
di  questi  due  angoli  alterni  —  interni  dà  il  parallelismo  di  AC  e  DB  (7). 
Una  simile  considerazione  de'  triangoli  OAD,  OBC  ci  fa  conchiudere  l'è- 

(1)  8.  ll.o  Cor.  3f.  (2)  4.  Uh*  (3)  t.  Proh.  (4)  8.  //.•  Cor.  4.  (5)  t. 
r.*»  (6)  41.  ///.•  (7)  6.  VL* 
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guaglianza  ed  il  (Mrallalitiiio  di  AD  a  BC.  Sommando  poi  le  riapetiive 
eguaglianze  di  angoli  alterni  —  interni  CAO'^OBD,  DÀO^OBC,  ne 
pruvieoe  CAO  +  DAO  —  OBD  +  OBC  o  sia  CAD  -*  DBC;  e  nello  stesso 
modo  si  ottiene  ACB"  BAD.  Lo  cbe  ec. 

SeoHo.  Nel  parallelogrammo  si  trovano  insieme  le  sei  condizioni  dai 
lati  opposti  paralleli  ed  eguali  e  degli  angoli  opposti  eguali ,  sebbene 
alcune  di  queste  condizioni  si  racchindano  nelle  altre,  come  si  vede  qui 
appresso. 

II.*  il  quadrilatero  ADBC,  che  ha  i  lati  appaiti  AC,  e  DB,  AD  e  CB 
paralleli  t  è  un  parallelogrammo  ^  cioè  a  dire  i  lati  oppoeli  e  gli  angoli 
opponi  devono  tiière  eguali  (fig.  73). 

Tirando  la  diagonale  CD ,  si  formano  per  ragione  delle  parallele  AC 
e  DB  gli  angoli  alterni  —  interni  ACB ,  BDC  eguali  (1)»  e  per  ragione 
delle  altre  due  parallele  AD,  CB  sono  eguali  gli  angoli  alterni  — •  interni 
ADC,  BCD.  Onde  i  due  triangoli  ACD^  BCD  col  lato  comune  CD  e  co- 
gli angoli,  che  lo  comprendono ,  rispettivamente  eguali  resultano  egua- 
li (2);  quindi  i  loro  lati  omologhi  AC  e  BD,  AD  e  CB  sono  eguali,  come 
pure  gli  angoli  omologhi  A  e  B,  essendo  altronde  ACD  -}-  BCD  ^  BDC 
-¥  ADC  0  sia  ACB'^BDA.  Lo  che  ec. 

III."  inverso.  Se  il  queidrilatero  ADBC  ha  eguali  i  lati  oppoiti  AC  e 
DB,  AD  e  CB  0  pure  gli  angoli  opposti  A  e  B,  C  e  D,  dev'eaere  pa* 
rallelogrammo  cioè  avere  i  lati  opposti  paralleli^  ec. 

Nella  prima  ipotesi  i  triangoli  ACD^  BCD  sono  rispettivamente  equi» 
laleri  e  quindi  eguali  (3)  ;  dunque  resultano  eguali  gli  angoli  omologhi 
àCD,  BCD,  e  paralleli  1  lati  AC,  DB^  cui  corrispondono  come  alterni  — 
interni  (4).  Similmente  gli  altri  due  angoli  omologhi  eguali  ADC,  BCD 
éhtkuo  il  parallelismo  di  AD,  CB.  Ed  in  questa  ipotesi  si  argomenta  come 
sopra  (5)  l'eguaglianza  degli  angoli  opposti  del  quadrilatero  ADBC. 

Nella  seconda  ipotesi  di  il  -<  1^,  C  —  D  la  nota  eguaglianza  ii  +  C  + 
B-^-D"  360«  (6)  si  trasforma  in  2i  +  2D  -  360'',  cioè  A  +  D"  iW, 
dividendo  per  2;  e  le  rette  AC,  DB,  che  formano  gli  angoli  interni  A, 
D  al  medesimo  lato  della  secante  AD  supplementari  sono  parallele  (7). 
Nella  stessa  guisa  si  può  1*  eguaglianza  di  sopra  trasformare  in  tA  + 
2C  -  360",  cioè  ii  +  C  -  iW;  da  cui  si  deduce  il  parallelismo  di  AD,  CB. 
E  colla  condizione  de'  lati  opposti  paralleli  vanno  connesse  le  altre  dei 
la  li  opposti  e  degli  angoli  opposti  eguali  (8).  Lo  che  ec. 

IV.**  Il  quadrilatero,  che  ha  due  lati  opposti  AC  e  BD  eguali  e  paral- 
leli, è  parallelogrammo ,  o  sia  gli  altri  due  lati  AD  e  CB  devono  pure 
essere  eguali  e  paralleli,  e  gli  angoli  opposti  eguali. 

imperciocché  essendo  AC  e  BD  paralleli,  si  ottengono  eguali  gli  an- 
goli alterni-— interni  ACD,  BDC  (9),  e  i  due  triangoli  ACD^  BCD  con 

(1)  6.  r."  (2)  #/.  /r.»  (3)  H.  r."  (4)  6.  r/.»  (5)  //.«  (6)  40  11^  Scoi. 
(7)  €.    VI.    (8)  li."  (9)  6.   K.» 
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dM  lati  e  ^i  aogoli  compresi  rispettiTtmeote  eguali  resoltano  eguali  (I). 
Qoiodi  si  Ila  AD^CB,  ADC^^BCD;  e  regoagliania  di  questi  angoli, 
che  sono  alterni  «—interni,  ci  dà  il  parallelismo  di  AD  e  CB  (2).  La  con- 
diiione  poi  degli  angoli  opposti  eguali  va  al  solito  connessa  coi  lati  op- 
posti paralleli. 

SeoUo  1/*  Combinando  due  a^dne  le  sei  condizioni  già  enunciata  (3), 
si  possono  formare  delle  nuove  ipotesi ,  di  cui  alcune  danno  con  sicu- 
ressa  il  quadrilatero  parallelogrammo ,  altre  no.  Cosi  per  es.  dando  l'i* 
potesi  dei  lati  opposti  AC,  DB  paralleli  e  degli  angoli  eguali  J  ,  B,  si 
ottiene  l'eguaglianza  del  triangoli  ACD,  BCD  (4),  e  quindi  ADBC  paral- 
lelogrammo; mentre  Tipotesi  dei  lati  eguali  AC,  DB  e  degli  angoli  eguali 
^  e  Jl  ci  guida  al  caso  dubbio ,  essendo  A  acuto  (li) ,  e  dubbia  resulta 
pure  la  condizione  di  essere  ADBC  parallelogrammo.  Ed  in  generale  di- 
ciamo dipendere  ciò  dalla  particolare  ipotesi;  se  la  stessa  dà  l'eguaglianza 
dei  triangoli,  in  cui  la  mercè  della  diagonale  si  scompone  il  quadrilatero, 
si  conchiude  l'esistenza  del  parallelogrammo;  se  però  dà  il  caso  dubbio, 
il  quadrilatero  con  quei  due  dati  può  essere  o  no  parallelogrammo. 

Seolio  X,^  La  determinazione  del  parallelogrammo  a  quella  si  riduce 
del  triangolo  CAD  formato  dai  due  lati  contigui  CA,  AD  e  dalla  diago- 
nale CD:  perchè  tirando  da'  punti  C,  D  le  due  rette  CB  parallela  ad  AD 
e  DB  ad  AC,  ne  resulta  11  parallelogrammo  ADBC.  In  questa  guisa  il  pro- 
blema di  costruire  il  parallelogrammo  dall'altro  dipende  di  costruire  il 
triangolo  (6) ,  e  perciò  suppone  tre  dati  fra  i  sei  elementi  del  triangolo 
CAD,  dovendosi  specificare  il  lato  corrispondente  alla  diagonale.  Che  sa 
i  tre  dati  ammettono  il  caso  dubbio ,  lo  stesso  ha  luogo  pel  parallelo- 
grammo ,  cioè  a  dire  si  possono  con  quei  tre  dati  costruire  due  diversi 
parallelogrammi  analoghi  ai  due  diversi  triangoli,  li  caso  più  ovvio  però 
nella  geometria  è  quello  di  essere  cogniti  i  due  lati  CA,  AD,  e  l'angolo 
compreso  A,  nel  quale  caso  si  compie  i^  parallelogrammo  per  mezzo  delle 
parallele  guidate  dai  punti  C,  D  a'  rispettivi  lati  opposti. 

V***  il  punto  d*incantro  O  délU  due  diagonali  AB ,  DC  del  parallelo» 
grammo  è  eentro  dello  iteeeo,  cioè  a  dire  eiaeeuna  delle  diagonali  e  qua» 
lunqìée  altra  retta,  ehe  vi  patea  e  termina  al  perimetro ^  come  per  es>  iL, 
è  divàa  in  meuo  e  divide  in  mezzo  il  parallelogrammo  (fig.  74). 

Essendo  AD  eguale  e  parallelo  a  CB,  i  due  triangoli  AOD,  BOC  re- 
sultano eguali  (7),  e  danno  AO  —  OB,  DO  ^  OC,  deducendosi  lo  stesso 
dalla  considerazione  degli  altri  due  triangoli  AOC,  BOD  co'  lati  AC,  DB 
eguali  e  paralleli  ;  e  si  sa  altronde  che  la  diagonale  divide  il  parallelo- 
grammo in  due  triangoli  eguali  (8).  Inoltre  i  due  triangoli  opposti  al  ver- 
tice AOi,  BOL  sono  eguali  (9)  per  ragione  di  AO  ^  OB  tà  Ai  parallela 
a  BL,  e  lo  sono  ancora  i  triangoli  DOL,  COL  Perlochè  si  coochiude  IO 

(I)  41.  /!/.«  (2)  5.  F/.*  f»)  /.•  Seoh  (4)  41.  Vi.*  Seol.  (5)  41.  F/.* 
4.  caso.  (6)  41,  Probi.  (7)  11.  iV.""  (8)  iL''  ee.  (»)  11.  iV.'' 
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^  OL;  e  la  retta  ÌL^  cai  GorrispondoDO  da  una  parte  e  l'altra  tre  trian- 
goli rispettÌTameDte  eguali  AOI  e  BOL,  AOD  e  BOC,  DOL  e  COi^  di- 
vide io  meizo  il  parallelogrammo  ADBC  sì  nel  perimetro  che  nella  fi- 
gura. 

Scolio.  Questo  teorema  è  T inverso  del  primo:  giacché  nel  primo  si  pren* 
dono  (Gg.  72)  le  parti  egoali  OA  ed  OB,  OD  ed  OC,  e  si  dimostra  il  pa- 
rallelogrammo ADBC ,  nel  quale  qualunque  retta  guidata  per  O  come 
ÌL  è  dJTisa  e  divide  in  mezzo  il  poligono;  mentre  neirattuale  si  suppone 
il  parallelogrammo  e  si  deduce  essere  O  centro  di  figura. 

VI.'*  Se  il  quadrilatero  ADBC  ha  eguali  i  due  lati  opposti  AC,  DB'9 
perpendicolari  ad  AD,  ma  daecuno  minore  o  maggiore  di  AD^  dev^eesere 
parallelogrammo  coi  quattro  angoli  retti,  cui  ei  dà  il  nome  di  rettango- 
lo (fig.  75  e  76). 

I  lati  AC,  DB  perpendicolari  ad  AD  sono  paralleli  (1),  ed  i  lati  oppo- 
sti AC,  DB  paralleli  ed  eguali  determinano  il  parallelogrammo  ADBQ  (2). 
Questo  parallelogrammo  però  ha  retti  giusta  l'ipotesi  gli  angoli  A  e  D, 
e  quindi  gli  angoli  opposti  B'^  A  e  C  «»  D  (3)  devono  essere  pare  retti» 
cioè  ^  -  2>-i»- C -  90^ 

Seolio»  Unqaadrilatero  non  può  avere  gli  angoli  egaali  che  nella  sup- 
posizione di  essere  ciascuno  retto;  perché  la  somma  de'  suoi  quattro  ao- 

360* 
goU  é  360*  (4),  ed  ogni  angolo  eguale  deve  resultare  -j-  —  00°.  Vale  lo 

stesso  adunque  dire  che  U  rettangolo  ha  i  quattro  angoli  retti  o  i  quat- 
tro angoli  egaali. 

VII.*  50  il  quadrilatero  ADBC  ha  i  due  lati  oppoeti  AC,  DB  perpen-^ 
dicolari  ed  eguali  ad  AD  dev*e$$ere  parallelogrammo  eoi  quattro  lati  a* 
guali  e  co*  quattro  angoli  eguali,  e  i'indiea  col  nome  di  quadrato  (fig.  77). 

II  quadrilatero  ADBC  giusta  l'ipotesi  di  AC,  DB  eguali  e  perpendieo^ 
lari  ad  AD  è  rettangolo  (5);  ed  essendo  AC^AD^  DB,  per  l'eguaglianza 
di  BC  ed  AD  (6)  ne  conseguiu  AC'^AD'^DB^  BC. 

Vili.*  n  quadrOatero  ADBC  eo'  lati  opposti  AC ,  DB  paralleli  ed  •- 
ffuaU  ad  AD,  ma  obliqui  rispetto  ad  AD,  resulta  parallelogrammo  eoi  quat" 
tro  lati  eguali,  e  chiamasi  romhotfig.  78)« 

1  lati  opposti  AC,  DB  parallelf  ed  eguali  dénno  questo  quadrilatero 
come  parallelogrammo (7) ,  mentre  la  condizione  di  AC'*  AD ^ DB  ci 
guida  all'altra  di  AC'^AD-^DB'^  BC. 

Seolio.  Il  rettangolo,  il  quadrato,  e  il  rombo  sono  adunque  tre  specie 
di  parallelogrammo  ;  il  rettangolo  e  il  rombo  hanno  di  più  ona  condi- 
zione particolare ,  cioè  di  avere  il  primo  gli  angoli  eguali,  e  il  secondo 
i  lati  eguali;  il  quadrato  poi  unisce  le  due  condizioni  degli  angoli  e  dei 
Iati  eguali.  Onde  non  si  fa  bene  ad  ammettere  queste  figure  per  semplice 
definizione ,  come  praticano  d'ordinario  gli  autori  di   geometria  ;  perché 

(1)  6.  /.^  (2)  /F.*  (3)  II."  (4)  10.  IL''  Scoi,  (5)  F/.®  (6)  /!.*'  (7)  /F.° 


»9 
da  prima  se  m  de? e  provare  la  poasibìlità,  ed  indi  assegnar  loro  il  nome. 

IX.°  iVs/  quadrato  e  nel  rombo  le  due  diagonali  AB ,  CD  ri  tagliano 
od  angoli  retti  (flg.  77  e  78). 

Giaecliè  qualonque  di  esse  come  per  es,  AB  ba  per  la  eonditione  della 
Agora  i  doe  paoli  A,  B  equidistanti  dagli  estremi  C»  D  dell'altra  CD, 
e  quindi  AB  è  perpendicolare  a  CD  (1). 

Corollario,  In  tatto  e  dae  le  figaro  ciascona  diagonale  diTide  in  mezio 
gli  angoli  opposti  (9),  e  ne  resaltano  quattro  triàngoli  egaali  AOC,  AOD, 
BOD^  BOC  rettangoli  in  0;  ma  nel  quadrato  questi  triangoli  sono  iso< 
•celi  (3),  corrispondendo  a  45^  ciascon  angolo  OAC,  OCA,  ec. 

Scolio*  Dovendo  costroire  il  rettangolo  o  il  rombo,  sono  sufficienti  dae 
soli  dati ,  essendo  (flg.  75 ,  76 ,  78)  il  triangolo  CAD  rettangolo  o  iso- 
scele (4);  pel  quadrato  poi  basta  un  solo  dato,  avendo  riguardo  (fig.  77) 
al  triangolo  CAD  rettangolo  ed  isoscele.  Però  la  costruzione  pih  ovvia 
di  queste  figure  d  quella  indicata  ne'  teoremi  precedenti,  al  quale  oggetto 
basta  la  conoscenza  de*  lati  contigui  AD,  AC  pel  rettangolo^  quella  dei 
lato  AD  e  dell'angolo  DAC  pel  rombo ,  e  l' unica  del  lato  AD  pel  qua- 
drato, servendoci  dei  noti  problemi  per  innalzare  le  perpendicolari  o  per 
fare  l'angolo  eguale  al  dato. 

X.®  il  solo  parallelogrammo  oo'  quattro  angoli  retti  o  eia  il  rettangolo 
é  iterittiHle  nel  circolo  (fig.  76). 

Considerando  da  prima  un  quadrilatero  qualunque  ACBD^  s'intende  es- 
sere lo  stesso  I  seri  tubile,  allorché  la  somma  degli  angoli  opposti  A  t  B 
è  eguale  a  180®;  percbé  facendo  paasare  il  circolo  po'  tre  punti  D ,  A^ 
C  (5),  l'angolo  iscritto  A  ba  per  misura  la  metà  dell'  arco  compreso  fra 
i  suoi  lati  (6).  Onde  l'angolo  B  come  supplemento  di  A  sarà  misurato 
dalla  metà  dell'arco  DAC  supplemento  del  primo  arco  a  860°,  ed  io  que- 
sta guisa  l'angolo  B  dev'essere  iscritto»  cioè  il  circolo  determinato  pei 
tre  punti  D,  A,  C  deve  passare  per  B  (7),  restandovi  iscritta  il  quadri- 
latero. Ora  se  il  quadrilatero  ACBD  si  suppone  parallelogrammo,  gli  an- 
goli opposti  A  e  B  sono  eguali  (8) ,  e  la  condizione  di  A-hB^  180^  a 
quella  si  riduce  di  2i  -^  2JI  - 180^  o  sia  di  ii  -  F  -  OO^",  lo  che  impli- 
citamente racchiude  l'altra  condizione  di  C^  D^^ 90"  (9);  dunque  ec. 

Scolio.  Se  poi  ii  suppone  il  rettangolo  ACBD  iscritto  nel  eireolo ,  ti 
suo  centro  O  cioè  fititarf estone  delle  due  diagonali  AB,  CD  (10)  dev'es- 
sere pure  il  centro  del  circolo. 

Imperciocché  l'angolo  retto  ACB  dev'essere  iKritto  nel  semicircolo  di 
diametro  AB  (11),  il  quale  semicircolo  dev'essere  quello  della  figura,  non 
potendo  pei  tre  punti  A,  C,  B  pasaare  che  unico  circolo  (13)  ;  la  stessa 
ragione  vale  per  istabilare  CD  come  diametro  »  avendo  riguardo  all'an- 

(1)  S.  W.^  Cor.  4.  (2)  9.  IV.*  (3)  9.  !!.•  Cor,  4.  (4)  44.  frohU  Scoi. 
(5)  7.  Probi.  4.  (6)  8.  IIP  (7)  8.  F.»  (8)  U.*  {SS)  W  e  40.  II.''  Scoi. 
(10)  F.*  (11)  8,  F.«  Scoi.  (12)  7.  !.• 
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golo  ratto  CBD;  daoqae  il  panto  d'ioeontro  0  de'  dne  diametri  è  il  eeo- 
irò  dei  circolo. 

XI.**  S$  un  numero  o  di  rette  eHnteneeano  nello  ste$$o  punto,  da  oui 
et  prendono  delle  parti  eguali  a  piacimento  eopra  eiaeeuna,  eongiungendo 
i  punti  eegnatip  ei  forma  un  poligono  di  2d  lati ,  che  ha  i  lati  oppoeH 
eguali  e  paralleli  e  gli  angoli  opposti  eguali  (fig.  79). 

Siano  per  es.  le  tre  rette  AC,  BB,  DF,  che  e'iotersecano  io  O;  si  pren- 
dano da  O  le  parti  OA  —  OC,  OB  —  OE,  OD  —  OF,  e  si  tirino  le  rette 
AB,  BD,  DC,  ec.;  io  dico  clie  Tesagono  ABDCEF  ha  i  lati  opposti  AB 
ed  EC,  BD  ed  FE^  DB  ed  AF  egaaii  e  paralleli»  e  gli  angoli  apposti  A 
t  C,  B  té  E,  D  td  F  egoali. 

La  dimostraxione  per  ogni  coppia  di  lati  opposti  si  fa ,  considerando 
1  dne  triangoli  opposti  al  vertice  come  nel  teorema  primo. 

XII.®  inverso.  Essendo  un  poligono  eoi  lati  opposti  AB  ed  EC,  BD  ed 
FÉ,  ec.  eguali  e  paralleli,  gli  angoU  opposti  A  e  C,  B  ed  E,  ee,  eorrir 
epondono  eguali,  e  le  diagonali  condotte  fra  i  vertici  opposti  s'intersO' 
eano  tutte  nel  medesimo  punto,  ch'è  il  eentro  del  poligono,  cioè  ogni  dia- 
gonale  e  qualunque  altra  retta ,  che  vi  passa  e  termina  al  perimetro, 
come  per  es.  t€,  resta  divisa  in  mexso,  e  divide  in  mezxo  il  poligono. 

In  primo  luogo  qoalooqae  diagonale  come  AC  condotta  fra  i  Tertici 
opposti  dà  gii  angoli  alterni — interni  BAC  ed  ECA,  FAC  e  DCAtgaet- 
li  (i),  e  quindi  si  ottiene  BAC  +  FAC  —  ECA  +  DCA  o  sia  ii  —  C. 

In  secondo  luogo  tirate  le  dne  diagonali  contigne  AC,  BE  fra  i  Tor- 
tici opposti,  si  determina  il  ponto  d'incontro  O,  da  cui  si  conducono  ai 
vertici  opposti  F  e  D  le  due  rette  OF  ed  OD,  che  si  proverà  dover  es- 
sere in  diretto.  Ed  in  vero  i  due  triangoli  AOB,  COE  coi  lati  AB,  EC 
eguali  e  paralleli  sono  eguali  (2),  e  danno  AO  -  OC,  OB  —  OE.  Di  più 
i  due  triangoli  BOD  ^  EOF  hanno  OB  ^  OÉ,  BD^EF^e  gli  angoli 
compresi  alterni  —  interni  DBO,  FEO  eguali ,  onde  quegli  triangoli  re- 
sultano eguali  (3),  e  si  ha  DO'-^OF,  angoli  BOD-^EOF.  In  questa 
guisa  le  due  rette  DO,  OF ^  che  formano  con  BE  gli  angoli  opposti  al 
vertice  BOD,  EOF  eguali,  sono  in  diretto  (4),  cioè  a  dire  DF  è  la  dia* 
gonalé  de*  vertici  opposti  D ,  F,  che  passa  pel  ponto  O  già  definito,  fi 
collo  stesso  metodo  si  procede  per  le  altre  diagonali  nel  caso  dei  poligono 
con  più  di  sei  lati.  Ora  si  è  dimostrato  che  ciascuna  diagonale  è  divisa 
in  mezzo  nel  punto  O ,  ed  egli  è  chiaro  che  ciascuna  di  esse  divide  in 
mezzo  il  poligono,  comprendendosi  da  una  parte  e  l'altra  lo  stesso  na- 
nero  di  triangoli  opposti  al  vertice  rispettivamente  eguali. 

in  terzo  luogo  posto  il  parallelismo  di  BD  ed  EF,  i  due  triangoli  BOL^ 
EOE  sono  eguali  (6)  essendo  BO  «  OE,  come  pure  lo  sono  gli  altri  due 
DOL,  FOl  per  ragione  di  DO»  OF;  dunque  £0—  O/,  e  la  retta  IL, 
che  comprende  lo  stesso  numero  di  triangoli  ec  divide  in  mesto  il  po- 
ligono. Lo  che  ec. 

(i)  9.  F.*»  (2)  4U  IW""  (3)  li,  IIL''  (4)  2.   VI.**  (5)  //.  /K." 
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Xltl.®  il  poU^efMf  ek$  fio4  Aa  •*  lati  oppiai  paralMi  §d  i^nofi,  fio» 
puà  av9r$  ewtro. 

In  primo  laogo  basta  per  eseladere  l'idea  di  eeotro,  che  il  lato  JB  del 
poligono  ABDCSF  {%%.  90)  non  corrisponda  parallelo  ad  altro  lato.  SE 
conceda  il  punta  O  come  centro,  e  dai  ▼ertici  À^  B  ▼!  si  tirino  le  rette 
AOa,  Bob,  che  restano  divise  in  mezzo,  cioè  si  ha  AO^Oa,  BO*^  06. 
Posu  ana  tale  egaaglianza,  se  si  congiongono  I  ponti  A,  h,  a,  B,  viene 
a  formarsi  il  parallelogrammo  AhaB  (1) ,  e  qoindi  la  retta  ha  come  pa- 
raliela  ad  AB  non  può  coincidere  con  alcan  Iato  del  poligono,  cioè  a  dire 
i  ponti  h,  a  devono  essere  sopra  doe  lati  diversi,  appunto  come  li  rap- 
presenta la  figura.  Ora  se  da  on  ponto  qoalonqoe  /  di  AB  si  mena  per 
O  Dna  retta,  questa  incontra  ha  in  M,  e  prolungata  occorre  al  poligono 
Sn  £;  e  siccome  per  ragione  del  parallelogrammo  AbaB  si  ha  iO-^ 
OM  (2),  cosi  ne  resulta  iO  <  OL^  cioè  la  retta  IL  terminata  al  perime- 
tro del  poligono  non  è  divisa  in  mezzo  nel  punto  O,  e  qoindi  O  non  è 
centro  del  poligono. 

In  secondo  loogo  basta  per  escludere  l'idea  di  centro,  che  nno'  del  lati 
del  poligono  per  es.  BD  (fig.  81)  corrisponda  parallelo  e  non  eguale  ad 
FÉ.  Conciossiacbè  ammesso  11  centro  O ,  e  tirate  dai  vertici  B ,  />  del 
lato  minore  BD  le  rette  BOb,  DOd,  deve  il  lato  db  del  parallelogrammo 
BdbD  (3)  giacere  sopra  il  lato  FÉ  del  poligono  parallelo  a  BD  secondo 
ripolesi;  e  per  ragione  di  FÉ  >  BD  è  giocoforza  che  uno  de'  doe  ponti 
estremi  d,  b  non  corrisponda  a  vertice  di  poKgono,  se  pure  l'altro  vi  cor- 
risponde. Onde  se  dal  vertice  F  pel  centro  sapposto  O  si  tira  una  retta, 
la  sua  estremiti  I  esce  fuori  del  parallelogrammo  BdbD,  incontrando  il 
lato  DC  contigoo  a  BD  del  poligono,  e  per  l'ipotesi  concedota  di  O  cen- 
tro si  ha  FO  —  Ot,  In  forza  di  qoesta  egoaglianza  FO'^  01  t  deiraltra 
do  *-  OD  si  conchiode  Fd  parallela  a  DI  (4),  ciò  ch*è  in  contraddizione 
coll'ipotesi  di  Fd  o  sia  FÉ  parallela  a  BD,  non  potendo  al  ponto  D  es* 
sere  le  doe  rette  DB,  DC  parallele  ad  FÉ  (6).  Il  punto  O  adonqoe  non 
poò  dividere  io  mezzo  la  retta  F/,  come  tale  non  è  centro  del  poligono. 

Se  basta  on  lato  non  parallelo  ad  altro  lato ,  o  parallelo  e  non  egoa- 
le,  per  non  poter  aver  loogo  il  «entro  nel  poligono,  ne  consegoita  la  ve- 
rità dell'assonto;  lo  che  ec. 

Scolto.  Sembra  a  prima  vista  che  dal  falso  principio,  qoal'è  appunto 
la  sopposizione  del  ponto  O  centro  del  poligono ,  legittimamente  ragio- 
nando, si  dedoca  la  consegoenza  giosta  di  non  essere  O  centro;  lo  che 
rovescerebbe  totu  la  logica,  non  potendosi  da  on  false  principio  trarre 
che  consegoenze  false.  Quando  però  vi  si  riflette  meglio,  si  discopre  es- 
sere on'altra  la  forma  di  qoesto  raziocinio:  concedendo  da  prima  O  cen- 
tro, si  attriboiscono  ad  O  alchoe  proprietà  del  centro  cioè  di  dividere  in 
mezzo  le  doe  rette  Aa  e  Bb  goidate  da'  vertici  A  t  B  (fig.  80);  e  poi  si 

(1)  /.•  (1)  r.*  (3)  /.•  (4)  /.•  (»)  ^.  //.•  Cor. 
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prova  noo  potergli  competere  le  altre  proprietà»  non  difideodo  in  mezzo 
IL,  giacché  il  centro  deve  dividere  in  mezzo  latte  le  rette  che  Ti  passa- 
no. Non  si  parte  adunque  da  ona  proposizione  per  giungere  alla  sua  con- 
traddittoria» come  alcuni  hanno  falsamente  asserito;  ma  si  bene  si  sup- 
pongono alcune  proprietà  del  soggetto  per  conchiudere  di  non  potergli  le 
altre  con? enire,  ciò  che  entra  nel  dominio  delle  regole  loicali. 

Corollario,  La  proprietà  di  aver  centro  di  figura  si  appartiene  adun- 
que esclusivamente  alla  classo  dei  poligoni  di  un  numero  pari  di  lati, 
di  coi  gli  opposti  sono  eguali  e  paralleli;  per  lo  che  il  parallelogrammo 
è  la  pia  semplice  figura  di  questa  classey.qaarè  in  ispecie  il  quadrilatero 
coi  lati  opposti  paralleli  ed  eguali. 

§   13.    DB*  POLIGONI   REGOLARI. 

Teoremi. 

I.®  Se  la  eireonferensa  n  euppone  diviea  in' un  numero  n  di  parti  •- 
guaUf  tirando  le  eorde  pe'  iuceetsiw  punti  di  divisione,  ei  forma  un  pò* 
ligono  di  n  IcUi  equilatero  ed  equiangolo,  che  dicesi  regolare  (fig.  82). 

'Sia  per  es.  la  circonferenza  divisa  in  sei  parti  eguali  jiH»  i?C,  CD  te* 
l'esagono  ABCDBF,  che  ne  resulla»  è  regolare;  e  la  nostra  dimostrazione 
sarà  indipendente  dalla  particolare  figura. 

.  Ed  in  vero  il  poligono  è  equilatero»  perchè  i  suoi  lati  AB,  BC,  CD,  ec« 
sono  eguali»  essendo  corde  di  archi  eguali  nel  medesimo  circolo  (1).  Ol- 
tre a  ciò  ò  equiangolo;  perchè  ogni  suo  angolo  come  per  es.  il  è  iscritto 
in  un  segmento  come  FAB  composto  da  due  delle  n  parti»  in  cui  è  di- 
visa la  circonferenza  ;  quindi  ha  costantemente  per  misura  la  metà  del- 
l'arco compreso  resultante  da  n  ~  2  parli  eguali  (2).  Dunque  il  poligono 
ABC  ec.  è  regolare;  lo  che  ec* 

Scolio.  Il  lato  del  poligono  regolare  si  deve  adunque  riguardare  come 

360°                                                         180'' (n  —  21 
la  corda  dell'arco  ,  e  l'angolo  dello  stesso  resulta  ^ ^(3). 
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Per  lo  che  dando  i  successivi  valori  ad  n  si  forma  la  seguente  tavola: 
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li.  Offni  poligono  ngotan  è  iieritHbiU  $  HreoteriUibiU  ai  dreoìo,  9ioè 
H  può  iimpré  as$€gnar$  un  eireolo  che  pa$$a  per  tutti  i  «erfiet ,  $d  im 
olirò  eh$  toeea  tutH  i  lati  dil  poUgono  (6g.  83). 

BsseDdo  ABCDEF  il  poligono  regolare  »  si  deve  in  primo  laogo  prò* 
Tare  l'esistenza  di  on  ponto  eqaidisunte  dai  suoi  Tortici  A,  B,  C,  ec. 
Considerando  a  piacimento  tre  Tertici  contigui  per  es.  A,  B,  C,  noi  sap* 
pianso  che  il  solo  punto  equidistante  dagli  stessi  si  troTa  nell'incontro  O 
delle  due  perpendicolari  LO,  MO  elcTate  sopra  AB,  BC  da'  rispettifi 
mezzi  L,  Jlf(l),  ckoò  si  ha  AO^BO'^CO:  ed  ora  diciamo  essere  que- 
sto punto  O  equidistante  dagli  altri  Tortici  del  poligono  regolare»  cui  si 
intendano  tirate  le  rette^OD»  OE,  ec.  Imperciocché  essendo  AO^BO^CO, 
ì  due  triangoli  AOB,  BOC  resultano  isosceli ,  ed  eguali  (2)  per  ragione 
di  AB^BC;  quindi  si  ottiene  l'angolo  OBA^OBC,  o  sia  BO  dìTide 
in  mezzo  l' angolo  B  del  poligono  regolare  ;  e  siccome  l' angolo  OBA  — 
OAB  (3),  OBC  —  OCB,  Cosi  ne  coniegnita  la  dlTlsione  in  mezzo  dall'an- 
golo A  fatta  da  AO  e  quella  di  C  da  CO,  Ora  ciawnno  di  questi  trian- 
goli è  ugnale  al  suo  contiguo  cioè  AOB  ad  ^0F(4)»  percl|è  AO  è  co- 
mune, AB^AF,  e  l'angolo  OAB^  OAF;  dunque  il  triangolo  AOF  è 
isoscele,  e  l'angolo  alla  base  0JF!i»0AF(5),  cioè  FO  divide  in  mezzo 
l'angolo  F,  Nella  stessa  guisa  si  proTa  il  triangolo  BOC  —  COD^  da  cui 
si  deduce  essere  COD  isoscele  e  la  retta  DO  diTidere  in  mezzo  Tangolo 
D;  ed  una  simile  considerazione  si  può  estendere  agli  altri  triangoli 
FOSt  •€.  In  questa  guisa  tutte  le  rette,  OA,  OB ,  OC ,  oc.  guidate  da 
O  a'  Tortici  del  poligono  no  diTidono  in  mezzo  gli  angoli  A,  B,  C,  ec. 
e  sopra  1  suoi  sugcossìtì  lati  AB,  BC ,  CD,  ec.  si  formano  i  triangoli 
isosceli  eguali  AOB,  BOC,  COD,  ec.  che  dénno  OJ— OJI— OC— 0I>— ec.; 
dunque  il  circolo  descritto  col  centro  O  e  raggio  OA  passa  po'  Tortici 
del  poligono,  che  tì  resta  iscritto. 

In  secondo  luogo  diciamo  essere  questo  stesso  punto  O ,  determinato 
come  sopra ,  equidistante  da  tutti  i  lati  del  poligono ,  ciò  che  si  riduco 
all'eguaglianza  deUe  perpendicolari  OL,  OM,  ON,  OP ,  ec.  tirato  da  O 
sopra  i  successivi  Iati  AB,  BC,  CD,  DB,  oc*  che  devono  corrispondere 
ai  loro  ponti  di  mezzo  (6)  X,  M,  N,  P,  ec.  e  questa  proprietà  competi 
al  punto  O,  perchè  in  O  concorrono  le  rette  AO,  BO,  CO»  DOj  ec«  che 
dividono  in  mezzo  gli  angoli  A,  B,  C,  D,  ec.  (7).  Onde  il  circolo  di  cen- 
tro O  e  raggio  OL  passa  pei  punti  estremi  L,  M,  N^  Pw.  delle  per* 
pendicolari,  ed  i  lati  AB,  BC,  CD,  DB,  ec.  resultano  tangenti  a  questo 
eireolo  (8),  cioè  il  poligono  vi  resta  circoscritto. 

Seolio  4.''  In  forza  di  questa  dimostrazione  tutte  le  rette,  che  dividono 
in  mezzo  gli  angoli  del  poligono  regolare,  e  tutte  le  perpendicolari  ai 
mezzi  dei  lati  concorrono  in  unico 'ponto,  ch'è  il  centro  dei  due  circoli, 

'  (4)  7.  /.•  (%)  11.  ¥.•  (3)  9.  //.•  Cor.  1.  (4)  11.  IJL*  (5)  9.  tf  for.  /. 
(6)  9.  ir,*  (7}  11.  Lem.  ao.  /!.•  (8)  J.  II.» 


l'ono  circoscritto  e  l'altro  iierJtto  •!  poligono;  e  noi  aveTamo  gii  notato 
la  coincidenia  di  questi  doo  centri  nel  triangolo  equilatero  (1),  eb'è  ap- 
ponto  il  triangolo  regolar»,  E  siccome  bastano  doe  rette  definite  d)  po- 
si sione  per  determinare  il  ponto  di  loro  incontro ,  cosi  abbiamo  proce- 
duto fa  mercé  delle  due  perpendicolari  ai  roeizi  df  AB,  BC ;  e  si  pa6 
egualmente  procedere  colle  due  rette  AO,  BO  cbe  dividono  in  mezio  gli 
angoli  A,  B,  sopra  cai  faranno  bene  ad  esercitarsi  i  giovani,  deducendono 
l'eguaglianza  de'  triangoli  ideaceli  ec.  Anzi  con  questo  secondo  metodo 
si  trova  d'ordinario  esposta  la  proposizione  negli  elementi  di  geometria, 
ma  noi  preferiamo  il  primo  per  cotlegarla  coir  altra  già  conosciuta  del 
punto  equidistante  da*  tre  non  situati  in  linea  retta.  Quando  poi  si  ri- 
guarda come  problema,  cioè  quando  ai  propone  d'iscrivere  e  circoscriverà 
al  circolo  il  dato  poligono  regolare,  allora  ó  indifferente  l'uno  o  l'altro 
metodo ,  che  vai  quanto  dire  si  può  ritrovare  il  centro  con  tirare  due 
perpendicolari  ai  mezzi  di  due  lati  contigui  (2)  o  pure  con  dividere  la 
mezzo  doe  angoli  contigui  del  poligono  (3). 

Scolio  X,"*  Essendo  ne'  consecutivi  triangoli  isosceli  gli  angoli  al  ver* 
tice  AOB,  BOCy  COD,  ec.  divisi  in  mezzo  dalle  perpendicolari  OL,  OM, 
ON,  ec.  (4)  ne  conseguita  l'eguaglianza  dei  auccessivi  angoli  AOL,  LOB^ 
BOM,  MOCf  ec.;  quindi  si  stabilisce  che  la  perpendicolare  ad  ogni  loia 
divide  in  mezMo  l*  angolo  de*  due  raggi  condotti  ai  vertici  ,  e  il  raggio 
al  vertice  Vongola  delle  due  perpendicolari  ai  mezii  dei  lali^  cioè  a  dire 
OL  per  es.  divide  in  mezzo  l'angolo  AOB  ed  OB  l'angolo  LOM,  ec. 

111."  Ikl  »olo  poligono  regolare  di  un  numero  pari  di  lati  il  eentro 
dei  circoli  iuritto  e  circoscritto  .è  pure  eentro  di  figura, 

Concioasiachè  in  simile  ipotesi  le  rette  guidate  da*  doe  vertici  opposti 
qualunque  al  centro  O  del  circolo  circoscritto  come  per  es.  AO,  DO  di- 
vidono la  sua  circonferenza  in  due  porzioni  eguali ,  cbe  resultano  dallo 
stesso  numero  di  archi  eguali  sottesi  dalla  metà  del  numero  totale  dei 
lati ,  e  formano  come  tali  un  diametro  (5)  cioè  unica  retta  o  diagonale 
AD»  Per  lo  che  1  due  lati  opposti  AB ,  DB  secati  da  AD  fanno  eguali 
gli  angoli  alterni  —  interni  BAO,  EDO,  che  anno  metà  (6)  de'  rispettivi 
angoli  eguali  A  e  D;  dunque  AB,  DE  sono  paralleli  (7),  ed  altronde  e- 
guali  giusu  l'ipotesi,  in  questa  guisa  il  poligono  regolare  di  un  numero 
pari  di  lati  ha  gli  opposti  eguali  e  paralleli,  e  quindi  11  punto  d' incon- 
tro O  di  tutte  le  diagonali  fra  I  vertici  opposti  è  il  suo  centro  (8).  Né 
questa  proprietà  può  competere  al  poligono  regolare  di  un  numero  im- 
pari di  lati  ;  perchè  impossibile  riesce  di  essere  due  iati  paralleli ,  com* 
prendendo  archi  disuguali  (9);  e  mancando  una  si  fatta  condizione,  mal- 
grado cbe  l'altra  sussista  deiregnagliaua  de'  lati.  Tiene  pure  a  mancare 
il  centro  di  Ogura  (lOj.  Lo  che  ec. 

(i)  1f.  IX,*  Scoi.  1,  (2)  S,  PrM.  4.  (3)  4.  Probi.  (4)  $.  /K.»  (5)  /.  I.* 
(•j  //.•  (7)  6.  Fi.»  (8;  IX.  Xli.''  (9)  6.  Vili.''  *oi.  (IO)  n.  XUl.^ 


65 

PftOBLIHA    I. 


I$€riv9r9  m  un  dolo  einolo  un  poligono  r§golar§  di  un  dfltrmtnato 
nufMTo  di  lati* 

Questo  problema  el  riduce  a  dividere  la  cireoolérenia  in  altrettanie 
parti  eguali ,  ciò  che  può  eseguirsi  io  un  numero  assai  limitato  di  casi 
per  mezzo  della  geometria  elemeotare,  la  quale  fa  seoiplicemeDte  uso 
della  riga  e  del  compasso ,  cioè  risolve  I  problemi  con  descrlfere  lloee 
rette  e  circoli;  e  questi  casi  sodo  i  seguenti. 

4.^  Cato,  Ueriven  i  poligoni  regolari ,  di  evi  il  niimero  de'  lati  èia 
n$Ua  progreuione  de'  doppi  3,  6,  12,  24,  48,  eo. 

Cominciando  dall'esagono,  si  suppone  come  nell'algebra  risoluto  11  que- 
sito, cioè  se  ne  indica  per  AB  11  lato  (ù^,  82);  e  traduoendo  di  seguito 
questa  proposizione  In  un'  altra  Identica ,  oc  si  deve  perreoire  ad  una 
proposizione  finale ,  in  cui  il  lato  incognito  AB  resulta  eguale  ad  una 
quantità  cognita  ;  e  si  è  in  ciò  che  consiste  il  noto  artifizio  dell'  anàliti 
{ Algebra  n.**  43  ).  Beco  la  serie  delle  snccessire  proposlzioai  Identiche  : 

1/  Sia  AB  il  lato  dell'esagono. 

2.*  L'arco  AB  dev'essere  la  sesta  parie  della  droonferenza  (1),  che  vai 
quanto  a  dire  */&  o  sia  '/s  della  semiclrconferenia. 

3.*  L' angolo  0  formato  da'  due  raggi  AG»  BO ,  che  ha  per  misura 
l'arco  AB,  corrisponde  a  '/s  di  due  ret^;  ciò  che  dà  altri  «/s  per  la 
somma  degli  angoli  OAB ,  OBA;  ed  essendo  questi  eguali  per  ragione 
del  triangolo  isoscele  AOB  (2),  ciascuno  resulta  '/s  di  due  retti;  onde  il 
triangolo  AOB  è  equiangolo  (3). 

4.*  11  triangolo  AOB  già  dimostrato  equiangolo  dev'essere  equilatere. 

5.*  Si  ha  dunque  AB  —  j^O,  cioà  il  lato  supposto  4ell'esagooo  è  eguale 
al  raggio»  ch'è  noto,  del  circolo. 

Qoest'oUime  proposizione  è  quella  che  risolve  effettivamente  il  quetiia; 
se  si  prende  col  compasso  l'intervallo  OA  del  raggio,  e  si  porla  succes- 
si vamente  sopra  la  circonferenza  da  J  in  JD,  In  C,  ec.  viene  la  stessa  a 
dividersi  in  sei  parti  eguali  ;  e  congiungendo  colle  rette  i  punti  segnati» 
vi  s'iscrive  Tesagono  regolare  ABC  DBF» 

Bitrovala  col  metodo  analitico  la  soluzione ,  si  può  dare  al  problema 
la  forma  sintetica ,  enunciandone  da  prima  il  risultamento  ;  e  la  dimo- 
strazione si  riduce  alla  serie  delle  stesse  proposizioni  prese  però  in  or- 
dine inverso.  Cosi  da  principio  si  dice  :  Il  lato  richiesto  dell'  esagono  è 
eguale  al  raggio  del  circolo,  cioè  AB^AO^  che  si  determina  la  mercè 
del  compasso  ec.  Eccone  la  dimestrazione:  essendo  AB  •*  AO,  il  triangolo 
AOB  è  equilatero  e  perciò  equiangolo,  o  sia  l'angelo  O  è  60®  (4);  l'ercn 
AB  misura  dell'angolo  O  è  pure  60*  cioè  la  sesta  parte  di  360°;  danqna 
la  corda  AB  definita  come  sopra  è  U  lato  dell'esagono. 

a 

(1)  /.»  (2)  9.  //.«  Cor.  1.  (3)  Idem.  (4j  9.  UL''  Cor.  8. 


Questo  saggio  de*  doe  melodi  ^f  altro  semplicissimo  deve  serrire  di 
norma  a'  gioranl ,  affinchè  si  persuadano  essere  V  analisi  l' unico  mezzo 
onde  «solvere  4  proMeitii,  e  come  molti  Tatoiiiaomiol»  fra  i  q«ali  si  di- 
stingue Newton»  abbiano  potuto  occultare  gli  arliOci  più  subliitoi  dell' a- 
nalist,  es^nendo  lo  cpatruzioB^  e  {ioÌ  la  prova  sÌDtMiea  di  problemi  dif- 
ficilissimi; lo  the  ha  impedito  per  qiMikhe  l^mpo  i  progressi  della  ma- 
tematica, ma  ieVioomcnte  non  «a  pia  a'  versi  dei  dolti. 

Dopo  di  avere  iscritto  T esagono,  unendo  alteraaiivamente  i  suoi  ver- 
tici, si  forma  il  triangolo  equilatero  SBF,  di  eai  si  paò  ioMiied latamente 
determinare  11  lato,  descriveddo  col  centro  À  e  raggio  AO  11  circolo,  che 
seca  la  data  circonferenia  nd  puntf  F,  B,  |^  ^«ali  ai  lira  FS,  efae  sot- 
tonde  l'arco  di  130''  ed  è  il  iato  del  |fiaagol(r  eqnilaiaro.  5e  poi  si  di- 
vide in  meszo  l'arco  A>B  nel  funta  M{ì) ,  l*aroo  AM  resalta  '/t*  della 
circonferenza ,-  e  quindi  la  corda  AM  t  il  lato  del  ^dodecagono  regolare, 
di  cai  i  tertiei  «orrispoaleronao  ai  metal  degli  archi  AB,  9€^  CD,  ec. 
La  divisione  ddl'èrco  ^HT  in  metà  di  */s4  della  circonferonsa ,  cui  eor- 
riapoiide  coma  oorda  i|  lato  del  poligono  regolire  di  24  lati;  a  eosì  colla 
successiva  divisione  degli  archi  in  metà  ai  potranno  Iscrivere  i  poligoni 
regolari  di  48,  1^  t«t«  eo.  4at)i,    . 

2,*"  Caso.  Iscrivere  U  toHe  daipalt^ii»f«(/oI/tnidi4,  S,  M,  3S,64,  oc 
UsU. 

Tirando  dne  diametri  AC,  f&  perpendicolarmente  (fig.  84),  ciascono 
dei  quattro  àngoli  ratti  in  O  comprende  an  quadrante  (3),  cioè  la  eircon- 
feranta  resta  divisa  nelle  quattro  parti  agitali  AB,  BC,  CD^  DA,  di  tnV 
le  rispettive  corde  formano  il  quadrato  iseriltb  AB€D  (9).  So  si  divido 
in  mezao  11  ^aadraaae  AB  nel  punto  Jf,  la  corda  ^ilf  corrisponde  al  lato 
dtoirotiagono  regol^o  AMBNC  ae.  co'  vertici  a*  mezzi  dei  rispettivi  qua- 
dranti; e  proseguendo  la  successiva  divisione  degli  archi  in  metà,  si  da* 
terminano  i  lati  dei  poligoni  regolari  di  16,  33.  64,  ec.  lati. 

S.^  Caeo.  isdtivere  Us  serie  d^i  poligoni  ré§olari  di  5,  18,  20,  40,  SO,  oc. 
foli. 

Psr  risolvere  questo  problema  è  neeeasaria  la  teoria  delle  proporzioni, 
e  noi  vi  ritorneremo  nel  luogo  opportuno.  (V.  S  ^^-  PrphUma  annèsso 
al  7."). 

4.^  Caso.  Isori'oofe  il  pemiadeoagono  regolare  e  la  serie  eorrispondenU 
d9i  poligoni  regolari  di  30,  60,  120,  240,  ee.  lati  (6g.  82). 

Se  AB  rappresenta  per  ea.  il  lato  dell'esagono  e  BH  quello  del  deca- 
gono ,  che  si  sanno  Iscrivere  la  mercè  de'  casi  precedenti ,  la  difTerenza 
AH  dei  dae  archi  sottesi  da  questi  lati  sarà  '/s  ^  '/io  —  4/^»  *"  'A*  ^^^^ 
'clrconferensa,  e  quindi  la  corda  aJH  dovrà  eorrinpondere  al  lato  del  pen- 
ladeeagono.  La  suaeesaiva  divisione  pai  dagli  archi  in  metà  darà  la  se- 
rie  dei  polìgoni  di  30,  60,  oc.  lati. 

(1)  4.  Prok.  (2)  2.  /.•  Cor.  (3)  !.• 
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SeoHo,  Id  questi  soli  essi  pnossi  risohere  il  proUema  soHa  geo«e|rift 
elemenUre  giosta  il  metodo  degli  aaticbi,  ma  ti  geoaMira  Gailo  Fsdsfioo 
Gauss  da  Braoswick  aeiropera,  chejia  per  titolo  IH'sftnfiì jsitss  ortllpiis- 
iieat»  Lipiiaé  4804 ^  venoe  provando  pofetsl  collo  stesso  ■»»•  tserivare 
li  poligoDO  regolare  di  2**  +  1  lati,  quando  2**  +  i  ètitimaro  jrrMno,  eoma 
saoeode  per  ^  + 1  •■  17. 

»»OBLKMA    il. 


Daio  U  poHgon0  r§§olmn  ABCt>  as.  i$ttfriUo  td  mrcoto,  tliVQMn'same 
«fi  altro  delio  $U$9o  numtro-  di  UH. 

4.*^  m9iodo.  Si  tiriso  dal  eaotra  O  (fig.  8S)  i  raggi  Of,  OJT,  OG,  te. 
perpendicolari  sopra  i  lati  AB,  BC ,  CD,  ec.  (I)  elie  resUno  divisi  im 
nezio  nei  ponti  X,  Jf,  N,  ee«  (2);  pei  punii  ctéreiù  B,  M^  G,  ec.  si  gui- 
dino le  tangenti  Flf,  JTF^  VI  (3),  eo.  che  cai  loro  iiioiwtri  la  r,  X, 
Fy  Zf  ec.  determinano  il  poligono  VXTI  ee.  circoscvitlo  al  circola  dallo 
stesso  numero  di  lati  dell* Iscritto;  ed  altra  naa  si  date  proTffre  che  la 
sua  regolarità. 

A  questo  oggetto  si  noti  ds  prima  ohe  i  vertici  il  e  F,  H  ed  X»  C  ed 
F,  ec.  dei  dae  poligoni  ve  il  centro  O  corrispofidouo  neUa  stesss  retta 
cioè  soprs  il  raggio  prolungato  OAV,  OBX^  OCT,  ODZy  ec.  lo  che  in- 
dipendenlemente  dalla  costratione  si  diraastrs  nel  ssguente  moda.  II  rag^ 
gio  OB  per  es.  divide  in  metto  l'angolo  LOM  della,  due  perpendicolari 
ai  mezzi  dei  lati  AB ,  PC  (4) ,  e  la  retu  OX  divida  psre  in  laesta  lo 
stesso  angolo  HOK  per  ragione  dai  dna  triangoli  XOff,  XOK  eguali  (tt) 
col  lato  comune  OX,  coi  lati  eguali  OH  ed  OX ,  e  cogli  angoli  oniolo> 
ghi  retti  in  H  e  K(%);  dunque  le  due  rette  OB  ed  OT  devono  coincidere, 
cioè  i  tre  ponti  O,  B,  X«  essere  nella  steasa  itoea  retta;  o  così  ai  dima* 
atra  per  gli  sitri  vertici-  Siamo  ora  in  Islato  di  consideesre  i  dae  trian- 
goli VOX,  XOTy  che  hanno  il  lato  OX  comune,  gli  angoli  VOX  ed  XOY 
eguali  per  ragione  degli  archi  eguali  AB  e  BC  (7),  e  gli  angoli  OXF  ed 
OXF  pure  eguali  come  omologhi  dei  triangoli  eguali  XOH,  XOK;  dun- 
que 1  sopradelti  due  triangoli  VOX,  XOF  sono  eguali  (8),  e  danno  VX 
-*  XF.  Nello  stesso  modo  si  provano  eguali  due  triangoli  contigui  qua- 
lunque FOX  e  VOT,  XOt  ed  FOX,  eo;  e  quindi  il  poligono  circoscritto 
resulta  equilatero.  Inoltre  i  lati  del  paligono  circoscritto  corrispondono 
paralleli  a  quelli  délliscrMto  cioè  FX  ad  AB,  XF  a  BC,  ee.;  perchè  la 
tangente  VX  è  perpendicolare  al  raggia  OB  (9) ,  cui  per  caetruzione  è 
perpendicolare  AB,  e  le  rette  VX,  AB  perpendioolari  alla  stessa  retta  OH 
sono  parallela  (IO).  La  stassa  ragione  vale  per  gti  altrj  lati.  In  questa 
guisa  gli  angoli  del  poligono  circoscritto  e  gli  angoli  deH* iscritto  come 

(1)  3'.  Probi.  S.  (2)  4.  !.•  (3)  5.  Pfo6/.  (4)  IL''  SeoL  %.  (5)   44.   Fi." 
4.  cQto.  (•)  5.  /!/.•  (7)  t.  !.•  {^4L  /F.»  (•)  6'.  ///.•  (10)  6.  /.• 
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p«r  et.  YXT  ed  ABCf  TYZ  e  BCD,  ee.  heDDo  i  Itti  rìtpettirtmente  pt- 
rtlleli  e  diretti  nello  ttesto  Terso,  eiò  che  dà  la  loro  egotglitnzt  (i);  onde 
il  poligono  iircotcritto  t  tomiglianxt  deiriscriuo  resalta  eqniangolo.  Dun- 
que il  poligono  clrootcrilto  YXYZ  ee.  è  equilatero  ed  equiangolo  cioè  a 
dire  regolare;  lo  che  ec. 

j).^  metodo.  Si  possono  le  tangenti  gnidare  Immediatamente  pei  ver- 
tiei  A^  Bf  C,  D,  ec.  del  poligono  iscritto  (fig.  86),  nel  quale  caso  i  yer- 
tici  Vp  X,  Tf  ee.  del  circoscritto  corrispondono  sopra  il  prolaogamento 
delle  perpcndÌcol«rl  0£,  OM,  ON,  ec  al  mezzi  dei  lati  ABj  BC^  CD,  ec. 
Imperciocché  OL  per  et.  drride  in  mezzo  l'angelo  AOB  (S),  ed  O  F  di- 
Tide  in  mezzo  Io  stesso  angolo  per  ragione  del  due  triangoli  OAV^  OBV 
eguali  (3),  e  quindi  OLV  é  unica  retta.  Ora  se  si  congiuogono  I  mezzi 
a,  bf  e,  ec.  degli  archi  AB  »  BC ,  CD ,  ec.  si  forma  l' esagono  regolare 
iscritto  abed  ec.  eguale  al  primitivo  ABCD  ec.  essendo  eguali  le  corde 
àbp  AB  degli  archi  eguali  dalle  stesse  sottesi  (4);  e  il  poligono  VXTZ  ee. 
rispetto  al  poligono  regolare  ahed  ec.  resulta  circoscritto  col  primo  me- 
todo,  pefthè  i  punti  B,  C,  D,  ec.  sono  reslremitii  dei  raggi  GB,  00^ 
OD,  ec.  perpendicolari  ai  mezzi  dei  lati  ab,  be,  od ,  ec.  Dunque  il  po- 
ligono circoscritto  col  secondo  metodo  é  regolare,  e  non  differitee  da  quello 
del  primo  che  per  la  semplice  posizione. 

Scolio  i,^  Risoluto  in  modo  generale  il  problema ,  ne  conseguita  po- 
tersi colla  geometria  elementare  circoscrivere  al  circolo  quei  poligoni  re- 
golari ,  di  cui  si  sa  operare  V  iscrizione  collo  stesso  mezzo;  e  quindi  il 
problema  secondo  resulta  limitato  ai  medesimi  casi  del  primo. 

Scolto  %.^  Quando  si  vuole  determinare  la  lunghezza  del  lato  del  po- 
ligono regolare  circoscritto,  basta  tirare  una  sola  .tangente ,  e  protram 
le  due  rette,  che  ne  deBniscono  i  vertici.  Cosi  nel  primo  metodo  (fig.  85)^ 
tirata  per  H  la  tangentt  indefinita,  si  prolungano  i  raggi  AO,  GB,  che 
danno  i  vertici  V,  X,  e  quindi  il  lato  VX;  e  nel  secondo  metodo  (fig.  86) 
si  conduce  per  B  la  tangente  indefinita  ,  sopra  cui  GL  ed  GM  proloo- 
gate  determinano  il  lato  VX. 

§  ìk.   DBLLB  LINEB  FROPOBIIOHAU. 

Teonmù 

I.®  Se  sopra  ti  lato  AB  di  un  angolo  qualunque  BAC  ti  prendono  le 
parti  eguaH  AD,  DG,  Gt,  IL  ^  LN,  ec.  e  dai  punii  di  divisione  Z),  G^ 
I,  L,  ec.  ti  tirano  U  rotte  DF,  GH^  ÌK,  LM,  ec.  fra  loro  parullelt,  quo- 
ttt  determinano  pure  le  parti  eguali  AF,  FH,  HE,  KM,  ec.  topra  Vah 
irò  lato  AC  (fig.  87). 

Tirando  dagli  stessi  punti  di  divisione  D,  G,  1,  ec.  le  parallele  DJ?, 

(1)  6.  r//.*  (3)  //.•  Seol  «.  (3)  44.  VL*  4,  eato.  (4)  /.  !!/•• 


€R,  iS,  te.  là  AC,  si  forma  la  aaria  dai  triangoli  ADF^  DOS ,  QiB^ 
ìLS,  co.  col  lato  ^D  —  DG  — Cr/— IX  — ec.  ginata  l'ipotaai,  cogli  an- 
goli ADF,  DGE,  GIR,  ILS,  ec.  egnall  coma  eorrlspondeatl^el  primo  ai- 
atama  di  parallele  DF,  GH,  iK  ec.  aecate  da  AB  (1),  e  cogli  angoli  DAF, 
GDE,  IGR,  LiS,  ac.  ancora. egoali  come  eorrispandcnti  dai  aecondo  a»* 
atama  di  parallela  AF^  DEy  GB^  MS,  ac.  aacata  dalla  ateaea  AB;  donqae 
gii  anxideUi  triangoli  aono  eguali  (2),  a  danno  AF^-^OM'^GB'*  IS^wt. 
Ora  i  quadrilateri  DFBE^  GBEB,  ÌKMS^  99^  eoi  lati  oppoatl  paralleli 
reaallano  tatti  parallelogrammi  (3) ,  e  ai  deduca  DB^FH^  GB^HK, 
iS^MM,ec.;  onde  ragoaglianza  di  aopra  ai  confarta  nella  aagnaote  AF 

—  FH— Hf  —  JffJir—ee.;  lo  che  ec. 

II.*  BiUn9ndo  la  mMattma  tpofett,  dua  pwti  dti  loft  AB  f  AC  eom- 
prese  fra  il  vertice  A  ed  una  parallela  quoltmque,  eom§  $ono  per  a«.  AL 
AMf  o  pure  fra  due  parallele  come  per  ee*  GL,  HM  hanno  un  rapporto 
geometrico  coetante  eguale  al  rapporto  éi  una  parte  di  AB  ad  una  parte 
di  AC. 

AD 

Ed  in  Tero  il  rapporto  geometrico  -j^  di  ana  parte  di  AB  ad  ana  di 

AC  non  al  altera,  moltiplicando  i  dna  termini  per  lo  ateaao  nomerò,  eh*é 

AD 
quanto  a  dire  il  rapporto  —  ai  pnò  conTertIra  In  un'infinità  di  rapporti 

,     AD     UD      BAD     AAD     ,.  AD      «nXilD,..    , 

"••'*^^'  i?-  2l?  -  3ÌF  -  Ti?'  •^  *"  ««*'•*•  AF  -  ;S3^lF  f  ^'«•**'* 
n.»  176). 

Ora  le  dae  parti  compreae  fra  il  vertice  A  ed  nna  parallela  qnalonqae 
0  fra  dna  parallele  aono  molt^liei  iimili  di  AD  ed  AF  per  ragione  delle 

AL 

rispettiTe  parti  egaali  aopra  AB  ed  ACW,  aaaenda  per  aaempioj?^ 

AAD     GL      2AD  .   _,  ,         , .  .^  . 

—  — —  •  -^- — 1  ec.:qmndi  le  anzidette  parti  conaerrano  constan- 

AAF    HM      lAF 

tamenta  la  ateaao  rapporto  di  AD  :  AF^  a  ne  derita  la  aerie  delle  propor* 

zioni  geometriche  AD  lAF::  AL  :  AMn  GL  iBMii  ac.  (Algebra  n.*  155)« 

Lo  che  ae« 

Scolto.  La  atesaa  proporziona  come  per  ea.  AD  :  AF  ::  AL  :  AM  pa6 
acriTcrsi  in  otto  modi  differenti»  che  aono  AD:  AL  ::  AF:  ABt,  AL  :  AD 
::  AHi  AF,  ec  rltrorandoai  aempra  AD  ad  AMf  tatti  a  dna  aairami  o 
medi,  come  por*  AF  ed  AL  (Algebra^.*  171);  ed  agli  é  giaata  cba  i  gin* 
Tani  acqoiatino  on'abitadina  in  aimili  cangiamenti  di  poeto  per  non  at- 
tendere alla  proporziona  acritta  in  nn  particolare  modo  più  praaio  aba 
'In  an  altro. 

UI.®  Sé  dm  un  punto  qualunque  D  preio  nel  telo  BA  di  um  irimngeUm 

(i)  $.  r^  (2)  44.  IV.*  (3)  n.  IL*  (4)  /•• 


7» 
MJà€  ii  fluida  aUà  hau  AC  la  p&raUela  DF,  fueffa  devr  dimdfre  i  toH 
SA,  BC  in  partùprcpoTHonali  tigU'interi  a  fra  loro,  cioè  (Uff  essere  AB 
:  BC  ::  Bif  9^  ::  DA  :  F€(fig.  8Sk 

Sia  ìd  primo  luo|;o  il  rapipoplo  d|  Jff  :  SD  esprimibUe  io  nameri  cioè 
rasioiiato,  e  si  denoii  per  rsgiov»  di  «a.  d«  08  :  12;  allora  divideodo  AB 
m  M  parti  eguali,  M  é9f  BD  «ooMnere  12 ,  o  si*  O  è  am  del  panti 
di  diviaiofi»  -ft  8oaAi||Haiiu  dì  J,  e  le  parti  compreee  fra  il  vertice  B  e 
efavciiM  delle  parallele  AC  •  DF  o  fra  queste  doe  parallele  haimo  «o 
rlifporto  costa  A  te  (1),  reeoHaBdoDe  le  propofshNiI  aopra  enaaciate. 

Sia  fa  secondo  luogo  iacoaMeasarabile  il  rapporto  di  ABiBD^  eie' 
Doo  possa  cioè  esprimersi  in  numeri ,  aal  quale  caso  non  esiste  alcuna 
parte  ^aoco  si  voglia  piceela  di  AB  che  possa  asettamente  comprendersi 
lo  UD  (Algebra  n.""  120),  ciré  quanto  a  dire  di? ideifdo  AB  ta  parti  eguali 
plccalissime  oltre  ad  ogoi  imaia'gtoare ,  neésaoo  dei  punti  di  divisione 
paò  cadere  in  l>,  e  quindi  manca  la  base  per  dedurre  le  proporzioni. 
Frattanto  il  rapporto  incommensurabile  di  AB  :  BD  può  supporsi  eguale 
al  rapporto  pure  Incommensurabile  di  CB  ad  un'altra  linea,  cioè  dietro 
Tè  tre  rette  AB,  BD,  CB  dev'esistere  la  quarta  proporzionale,  che  io  dico 
iHm  poter  essere  né  maggiore  aè  minora  di  BF,  e  quifidi  è  giocoforza 
che  sia  BF. 

Ed  in  vero  si  supponga  la  quarta  proporzionale  BP  >  BF^  cioè  si  con- 
ceda la  proporzione 

(A)  ABiBD::  CBiBP.    • 

11  lato  CB  si  può  considerare  diviso  iu  parti  eguali,  di  cui  la  gran- 
dezza sia  minore  di  FPy  quantunque  si  voglia  supporre  il  punto  P  vi- 
cinissimo ad  F:  gracchè  si  può  da  prima  dividere  CB  in  due  parti  egua- 
li, poi  in  quattro  mercè  la  divisione  di  ciascuna  metà  in  mezzo,  e  cosi 
di  seguito  io  8,  i6 ,  32 ,  flijl ,  ee.  parti  eguali  ;  onde  la  grandezza  delle 
pani  eguali  decresce  sino  ali*  infinito ,  e  può  come  tale  divenire  minore 
di  qualunque  grandezza  assegnabile  pel  valore  di  FF. 

Essendo  cosi ,  quando  si  segnano  le  parti  eguali  sopra  CB ,  uno  dei 
punsi  di  divistone  deve  necessariamente  cederà  tret  F  e  P ,  e*poò  so|k 
porsi  m,  da  cai  si  gnidi  mn  paeaUela  ad  AC.  Allora  per  ragione  del 
rapporto  razionale  di  CBiBm  si  ha  giusta  la  prova  di  supra  la  prò- 
pavaiana 

*  '  •  (B)  ABiMn::  CBtBm^ 

ohe  Tenka  «egli  stessi  aataaadeoti  AB^  CB  delVailra  (A);  i  coasegueoti 
adànqna  ótwotÈ9  per  ordine  Ibrinara  la  seguente  propsiaiaae 

(C)  BDtBn::  BPBm 
(Y.^AIgebfa  »,*  i*7%)* 

Ora  in  questa  proporzione  (C)  il  primo  antecedente  BD  è  minore  del 
ado  aaàsefaaate  Bk  f  wmoitt  ii  sacondo  aafaeedeote  BP  è  maggiore  del 

Hi  //.• 
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BD 

consegnante  Bm;  lo  cbe  ò  assncdo,  non  potendo  la  frazione  propria  -- 

BP 

essere  «goale  alla  sparia  r— .  S  sice^me  la  proporiione  (C)  deriva  dalle 

dae  (A)  e  (B) ,  e  non  può  cadere  dubbio  sopra  l'esattezza  di  (B)  ^  cosi 
si  coDcbiude  la  falsità  di  (A),  cioè  a  dire  il  quarto  termine  proporzionale 
non  può  essere  maggiore  di  i?F.    - 

Collo  stesso  metodo  si  ragiona ,  sopponendo  il  qnarto  proporzionale 
BQ<:BF;  cioè  corcedendo  la  proporziona  ABiBD::  CBiBQ;  giacché 
la  divisione  di  €B  in  parti  eguali  ec.  dà  il  punto  di  divisione  r  fra  Q 
ed  J*,  e  la  parallela  ri  ad  AC  la  seconda  proporzione  ABiBt  ::  CBi  Br, 
che  comparata  colla  prima  somministra  la  terza  BDiBi  *:  BQiBr  as- 
surda, essendo  BÌ>>  Big  «  BQ^Br,  ec 

In  questa  guisa  si  è  obbligato  di  ammettere  il  quarto  proporzionale 
BF  àìeiro  i  tre  AÈ,  BD,  €B ,  non  potando  essere  aè  maggiore  né  mi- 
nore di  BF*  Quindi  sussista  k  proporzione  (9).  AB  i  BD  \i  CBi  B¥^  da 
cui  raltra  si  dednce  ABiAB^  BD  ::  CB  iCB^BF^ikk  (b)  AB  :  DA 
::  CB  :  FC  (Algebra  n.'  173);  a  eombinaodo  la  duo  proportioni  (a)  e  (h) 
cogli  antecedenti  comoni,  la  terz» na proviene  BD\  DA  ::  BFi  FC  La  pa» 
rallela  adunque  alia  base  di  un  triangola  divida  aeropra  prapotiionalmente 
i  lati  ec. 

Corollario.  La  proposiziona  dimostrata  si  estende  ad  un  sistema  qiia* 
lonque  di  parallele»  che  dividono  in  parti  proporsionaU  le  rette  eomprc- 
se:  giacché  le  due  parallele  DE ,  FG  (fig.  60)  danno  da  nna  parte  BD 
:DF::  BB:EG,  a  dalPalUa  BFzDF::  BGzBG;  ma  per  ragiona  della 
due  parallela  F6,  Al  ai  ba  BFiFHii  BGi  GÌ;  dunque  sarà  para  DF 
tFU  ::  EGiGI;  eC'W' 

ScoUo.  11  metodo  esposto  si  deve  riguardata  come  fondamentale  nella 
geometria ,  ed  in  fòrza  dello  stesso  ai  estende  sempre  una  proporzione 
dimostrata  pei  rapporti  razionali  agrineommensnrabili,  ciò  che  da  noi  si 
era  accennalo  in  finali  teorema  11^  del  %  %  approposite  del  rapporto 
degli  angoli  eguale  àirallBO  degli  archi  compresi.  Di  fallo  nel  caso  an- 
zidetto, sopponendo  incommensurabile  ii  rapporto  dei  due  angoli  ACE, 
^CF(6g.  7),  si  dimostra  non  patere  il  quarto  proporzionale  dietro  an- 
goU  ACE,  angoio  ACF,  arw  A%  essere  né  maggiore  né  minore  di  arco 
Am.  Perché  aupponendo  l'arco  AO  >  Am^  sì  ha  la  proporzione  ACE  :  ACF 
:;  AniÀO;  e  ea  l'angolo  ACE  ai  divide  in  parti  eguali  ciascuna 'minore 
deirangoio  FCB,  uno  dei  ponti  4i  divisione  ea^a  ia*  r  f na  ta  ed  O»  e  ne 
resulta  la  proporzione  ACEtACG  ::  An;Ar{i)  cogli  antecedenti  egoali 
a  quelli  della  supposta;  si  ha  dunque  la  proporzione  dei  conseguenti  ACF 
:  ACG  ::  AO  ;  Ar^  assurda.  Lo  staaso  assurdo  si  prova  pel  quarto  propor- 
zionale minore  di  arco  Am.  E  cosi  si  deve  procedere  in  tutti  i  casi,  che 
potranno  occoriere  nella  geometria. 

Hi  t.  if 


IT.*  inverto.  S$  la  ntta  DF  divid$  i  <fM  lati  ÀB^  CB  d§l  triangolo 
ABC  proporxionalmoniB,  dev*eit€r$  questa  retta  DF  parallela  alta  baie 
AC  (fljj.  w;. 

Esprimendo  k  di? itloDe  de'  Utf  con  mt  ^alQnqtte  ddle  tre  propor- 
zioni 

1*  AB  :  BD  ::  CB  :  BF 

r  AB:  Dà  ::  CB  :  FC 

V  BD:DA  ::  BFiFC 
per.  09.  eolUi  prima,  si  neghi  l'assunto,  e  si  conceda  per  D  an'allra  retta 
DG  parallela  ad  AC  :  allora  si   Terifica   la   proporxione  AB  :  BD  ::  CB 
:  BG  (I),  che  ha  tre  termini  comoni  con  quella  dell'ipotesi;  il  che  è  as- 
surdo, dovendo  in  ambidae  le  proporzioni  corrispondere  lo  stesso  quarto 

BDXCB 
termine  definito  dal  Tsloro  — ~ —  (Algebra  b/  i72)« 

nel  medesimo  modo  si  discorre,  ammettendo  per  ipotesi  la  seconda  o 
la  terza  proporziono,  perchè  la  supposte  parallela  DG  somministra  aom* 
pre  il  qnai;^  proporzionale  GC  diverso  da  FC.  Duoqae  ec. 

V."*  Nei  triangoli  eimili  (3)  il  rapporto  dei  lati  omologhi  è  eozlanle, 
oioè  i  lati  omologhi  da'  triangoli  simili  sono  proponionaU  (fig.  110). 

Siano  i  duo  triaogoH  ABC,  MNP  cogU  angoli  B  té  N.Aed  H,  C nP- 
rispettivamente  eguali ,  io  dico  dover  essere  AB  :  MN  ::  CB:  PN  ::  AC 
zMiP. 

Sì  prenda  sopra  AB  la  parte  BD  —  IfiV,  e  da  P  si  gnidi  DF  parallete 
ad  AC  •  che  somministra  la  proponione  AB  :^D  ::  CB  :  BF  (3).  Ora  i 
Uiangoli  DBF^  MNP,  avendo  BD-'MN,  l'angolo  B^N,o  BDF^  A  (4) 
*  Jlf»  resultano  eguali  (5),  e  danno  BF-^PN;  sostituendo  adunque  MN 
in  vece  di  BD,  e  PN  In  vece  di  BF  nella  proporzione  di  sopra ,  si  ot- 
tiene quella  dei  iati  omologhi  AB  :  MN  ::  CB  i  PN.  E  collo  stesso  mè- 
todo prendendo  sopra  AC  da  A  la  parte  eguale  ad  MP  e  tirando  la  pa- 
rallela a  CB,  si  dimostra  AB  :  MN  ::  ACiMP.  Lo  che  ec 

VI*  inverso.  Se  dv«a  triangoli  hanno  i  lati  proporMionali ,  devono  es- 
sere Mimili, 

Avendo  per  ipotesi  le  due  proporzioni  AB  :  MN  ::  CB  :  PN  ::  AC  :  MP, 

m 

si  deve  provare  l'angolo  C^P^  A^  M,  B^  N. 

Sì  prenda  BD  —  MN,  e  tirando  DF  parallela  a'd  AC  si  forma  11  trian- 
golo DBF  simile  ad  ABC  (6);  e  noi  veniamo  provando  il  triangolo  dato 
MNP  eguale  a  DBF  per  indi  conchiuderne  la  aimilitndine  con  ABC,  Ed 
in  vero  i  triangoli  simili  ABC,  DBF  àkano  la  prima •  proporzione  AB: 
BD  ::  CB  :  BF{7j  cogli  stessi  primi  tre  termini  di  quella  dell'ipotesi  AB 
:  MN  ::  CB  :  PN,  essendo  per  costruzione  BD  ~  MN;  lo  che  importe  IV 
guaglianza  dei  quarti  termini  BF  e  PN'  Mè.altrittonti  ntcade  por  lo  SO- 
CI) /y/.»  (2)  //.  Def.  4,  (3)  ///.•  (4)  5.  F.»  (»j  //.  /F.'  (6).//.  i,^ 
Scoi.  (7)  K"  ' 
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«;oBdt  proponione  ÀBtBDr.AC:DF degli  ìUeMi  triangoli  timili  ri- 
spetto all'altra  dell' ipoUsi  AB:MN iiACtMP ,  dallo  quali  li  deduco 

In  qaesu  golso  i*dtie  triangoli  DBFf  MìfP  sono  rispettlfamente  equi* 
latori  0  quindi  egoali  (1);  si  ottiene  adunque  l'angolo  J9  —  Jf,  BDF  ("—  A) 
—  Jlf,  BFD  f—  C)^F.  Lo  che  ee. 

VII.*^  Du$  triangoli,  che  hanno  n'ipefltoamenfe  tin  angolo  9gual§  eoi»* 
|»reto  /ra  lati  proporxionalit  ^ono  timili* 

Sia  perjpotesi  l'angolo  Jl  — JV;  ed  ilBcJtfiir::  CBiPN;  io  dico  doTer 
essere  l'angolo  A^Mp  C^P. 

Prendendo  come  sopra  BD  —  JfiV;  e  tirando  J>F  parallda  ad  AC»  si  bt 
la  aolita  proporsione  ABi'BD  (^Wf)  ::  CBìBF(%)  coi  primi  tre  ler- 
mini  comuni  a  quella  dell'ipotesi»  e  quindi  ai  deduce  BF—PN,  Cosi  i 
due  triangoli  DBF,  MNP  hanno  riapetUramente  eguali  gli  angoli  B,  if , 
ed  i  lati,  che  11  comprendono;  dnnque  questi  triangoli  sono  .eguali  (3),  e 
dAnno  l'angolo  BDF  (-mA)  ^  JT,  BFD  ^—  C)  —  P.  Lo  che  oc. 

Seolio.  Ne'  triangoli  simili  si  uniscono  cinque  condizioni,  cioè  ire  pei 
tre  angoli  rispettivamente  eguali  e  due  per  le  due  proporzioni  dei  lati 
omologhi;  e  date  due  condizioni  s'Includono  le  altre  tre,  purché  le  dnn 
siano  sopra  l'eguaglianza  degli  angoli,  o  sopra  le  proporaionl  del  lati  o- 
mologhi,  0  pure  una  aopra  regnagUania  degli  angoli  ed  una  sopra  la 
proporzione  del  lati  che  11  comprendono.  Che  se  i  lati  proporzionali  non 
fossero  Intorno  agli  angoli  eguali  ^  allora  si  arrebbe  un  caso  dubbio  di 
similitudine  analogo  a  quello  dell'eguaglianza  di  due  triangoli*  Imper- 
ciocché sopponendo  l'angolo  A^M  9d  AB:  MN  ::  tB  :  PN,  si  dimostra 
BF^  PN;  ma  dubbia  riesce  l'eguaglianza  dei  triangoli  DBF,  MNP  con 
due  lati  e  l'angolo  omologo  rispettiTamente  eguali  (4)  e  quindi  la  simi- 
litudine dei  triangoli  ABC,  MNP  da  quella  eguagliania  dipendente. 

Yili.^  La  r$Ua  AD,  ejko  diwde  in  wmmxo  V  angolo  A  di  un  triagolo 
qwilungu$  BAC ,  S9oa  il  lato  appoito  cioè  la  bai$  BC  in  due  segminH 
CD,  DB  proporzionali  a'  lati  odtactnft  CA,  AB  (fig.  9i). 

SI  tiri  da  B  una  parallela  ad  AD,  e  si  prolunghi  CA  sino  all'incontro 
della  stessa  in  F:  allora  resultano  eguali  gli  angoli  corrispondenti  CAD 
F,  e  gli  alterni  -*  interni  DAB ,  FBA  (5}  ;  e  siccome  si  ha  dell*  ipotesi 
CADmmDAB,  cosi  si  oUiene  F^FBA,  cioè  il  triangolo  FAB  é  isosce- 
le (6),  dando  AF-^AB.  Intanto  nel  triangolo  CFB  la  parallela  AD  alla 
base  FB  divide  i  lati  CFj  CB ,  in  parti  proporzionali  fra  loro  (7},  cioè 
si  verifica  la  proporzione  CD  :  DB  ::  CA  :  AF;  ma  si  è  provato  J^—  AB; 
dunque  CD  :  DB  ::  CA  :  AB»  Lo  che  ec* 

IX.^  inverso.  Se  la  ne/fa  AD  guidata  dal  vertioe  A  di  un  triangolo 
qualunque  BAC  divide  la  base  BC  in  due  segmenti  CD,  DB  proporsio- 

(1)  41.  F.«  &]  F.^  (3)  //•  ui.''  (4)  //.  r/.»  (»)  €.  r.*  («)  9.  «.• 

C#r.  /.  (7)  ///,• 
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fiali  ai  lati  CÀ,  AB  adiacenti^  io  dico  ch9  la  r$Ua  AD  dW9  dmdcre  in 
mezzo  l'angolo  A, 

Si  prolunghi  CA,  finché  si  faccia  AF^^AB,  e  si  tiri  BF onde  formare 
SI  triangolo  isoscele  ABF  cogli  angoli  egoali  F  ed  Ji7F alla  base  BF(1). 
La  proporzione  dell'ipotesi  CD:  DB  ::  Cài  AB  ^  sostitQendo  AF  in  Tece 
di  AB,  si  converte  in  CD  :  DB  ::  CA  :  AF;  onde  la  retta  AD,  che  diTide 
proporzionalmente  i  lati  CB,  CF  del  triangolo  CBF,  è  parallela  a  BF(2). 
Le  due  parallele  AD,  BF  dktìno  DAC^^F,  DAB^ABF{3),  e  qaindi 
dall' egaaglianza  di  F  ed  ABF  qaella  ti  argORientt  di  DAC  e  DAB;  Io 
che  ec. 

X.*  In  qualunque  triangolo  U  tre  rette  guidate  dai  vertiei  a'  mexxi 
dei  lati  opponi  $i  eecano  nello  eteseo  punto  e  proporzionalmente ,  eeeendo 
il  rapporto  dei  due  segmenti  di  ogni  retta  quello  dei  numeri  i  :4  (fig.  92). 

Da'  yertici  A,  B  del  triangolo  ABC  ai  pnnti  di  mezzo  D,  1?  dei  lati 
opposti  BC,  AC  si  guidino  le  rette  AD,  BE,  che  si  secano  in  JIT;  se  dal 
yertice  C  si  tira  per  Jf  la  retta  CMF,  io  dico  da  prima  essere  F  il  meno 
di  AB. 

Gongiongendo  i  ponti  D,  E  eolla  ratta  DE ,  qoesU  divide  propOrzto» 
nalmente  i  lati  BC,  AC  dividendoli  in  metà,  e  come  tale  resalta  paral- 
lela a  BA  (4)  formando  il  triangolo  CDE  simile  a  CBA  (K),  da  cai  ne 
deriva  la  proporzione  (A)  CB  :  CD  ::  BA  :  DE  (6).  Ora  per  ragione  dei 
triangoli  simili  MAB,  MDE  (7)  si  ha  la  proporzione  (B)  BA  :  DE  ::  AMx 
MD,  che  comparata  coli' altra  AUftMD::  AF:DO  dei  triangoli  simili 
MAF,  MDO  dà  BA  :  DB  ::  AF:  DO;  e  quindi  la  proporzione  (A)  si  con- 
Terte  nella  seguente  CB:  CD  ::  JF:  DO,  Ma  1  triangoli  simili  CBF,  CDO 
somministrano  la  proporzione  CB:€D  ::  BFiDO;  dunque  si  ottiene  fn 
fine  AF:  DO  :;  BF:  DO  o  sia  JF—  BF,  ch'è  quanto  a  dire  il  punto  F 
è  il  mezzo  di  AB.  E  cosi  resta  provato  che  le  tre  rette  ADpBB,  CF 
guidate  dai  tre  vertici  ai  mezzi  dei  lati  opposti  si  secano  in  un  punto» 

In  riguardo  poi  alla  proporzionalità  dei  segmenti,  comparando  le  due 
proporzioni  (A)  e  (B)  di  sopra  si  stabilisce  CB:  CD  ::  AMiMD;  ma 
CB  —  2CD;  dunque  JilT—  2MI>.  Di  più  II  rapporto  di  AM:  MD  eguaglia 
l'altro  di  Bilf:  ME  per  ragione  dei  triangoli  slmili  JUAB,  MDE;  mentre 
si  ha  BMiME  ::  CM:MF  quando  si  congiungono  i  mezzi  F^  £  dei 
lati  AB,  AC  eolla  retta  FÉ,  che  resulta  parallela  a  BC  (8),  formandosi 
I  triangoli  simili  MBC ,  MEF,  In  questa  guisa  adunque  i  tre  rapporti 
AMiMD,  BM:ME,  CM:MF  resultano  eguali;  e  dopo  di  aver  provato 
AM^^MD,  ne  conseguita  Bjr-2JirF,  CM'^^MF;  o  sia  AMiMDi: 
BMi  MB  ::  CM:  MF  ::  2:1.  Lo  che  ec. 

Corollario,  Il  eegmenie  dal  vertice  al  punto  di  concorso  M  è  '/s  deU 
Vintera  retta;  perchò  dalla  proporzione  AMiMD  ::  2:1  si  deduce  AM: 

(1)  9.  //.•  Cor.  4.  (2)  ir*  (3)  5,  f.*  (4}  /F.^  (»)  //.  /.•  Scoi.  (6)  F.* 
(7)  41.  i.»  5co/.  (8)  /K/ 
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ÀH+  MD  (^  AD)  ::  2 : 2  + 1  ::  9  : 3,  e  quindi  JK-  ^*  Nella  me- 

deeima  gnìsa  si  paò  dimostrare  per  gli  altri  segmenii.  Se  poi  si  goida 
per  M  ad  oo  lato  qaalanqoe  dei  triangolo  come  per  e8«  AB  la  parallela 
PQt  qoesta  divide  gli  altri  dae  lati  secondo  lo  stesso  rapporto  di  2:1; 
perchè  per  ragione  delle  parallele  (i)  si  ha  CQ  :  QA  ::  CPiPB  ::  CMz 
MF,  e  l'ultimo  rapporto  è  qoello  dei  namrri  2:1. 

Seolio,  Qui  cade  in  acconcio  di  nnire  rispetto  al  triangolo  i  difersi 
sistemi  di  tre  rette,  che  s'incontrano  in  un  ponto,  citando  i  luoghi  delle 
dimostrazioni.  Questi  sistemi  si  riducono  a  quattro ,  e  sono  i  seguenti: 
1*  le  tre  perpendicolari  elevate  dai  mezzi  dèi  lati  agli  stessi  Iati  (2);  2*  le 
tre  perpendicolari  abbassate  da*  vertici  sopra  i  lati  opposti  (3);  3*  le  tre 
rette ,  che  dividono  in  mezzo  gli  angoli  (4)  ;  4*  le  tre  rette  guidate  dai 
Tortici  ai  mezzi  dei  lati  opposti  (5). 

XI.*  La  pwpendieolare  AD  eondotla  dal  verfiae  A  délVtmgolo  rUio  so- 
pra Vipot§nusa  BC  del  triangolo  rettangolo  BAC,  lo  divide  nei  du»  iHon- 
goli  BDA^  CDA  simili  aWintero  e  fra  loro  (flg.  93). 

Imperciocché  i  due  triangoli  BDA,  BAC  oltre  all'angolo  retto  BDA^ 
BAC  hanno  l'angolo  B  comune,  e  come  tali  sono  simili  (6),  resultandone 
il  terzo  angolo  BAD  —  C  ;  e  la  stessa  considerazione  vale  pei  triangoli 
CDAy  BAC  coli' angolo  retto  CDA ^ BAC  e  coli' angolo  C  comune,  cht 
danno  il  terzo  angolo  CAD  -*  B»  Onde  i  due  triangoli  BDA ,  CDA,  che 
sono  simili  all'intero  BAC,  sono  simili  fra  loro;  e  ciascun  angolo  al  ver* 
lice  A  corrisponde  eguale  all'angolo  alla  base  del  triangolo  rettangolo 
BAC  ma  posto  all'altro  Iato  di  AD,  cioè  BAD  —  C,  CAD  —  B,  lo  che  è 
necessario  di  sapere  onde  determinare  ia  seguito  i  lati  omologhi  per  lo 
proporzioni» 

Corollario  4.^  Considerando  i  trìanf^oli  simili  BDA^  CDA,  si  possono 
prendere  i  lati  BD,  AD  del  primo  triangolo,  e  deiaire  gli  omologhi  nel 
secondo ,  che  sono  AD  omologo  a  BD  per  ragione  di  BAD  '^C ,  9  DC 
omologo  ad  AD  per  ragione  di  CAD^B;  dunque  il  rapporto  di  BDi 
AD  è  eguale  all'  altro  di  AD  :  DC  (7) ,  cioè  si  ha  la  proporzione  conti- 
nua 4f  JtD  :  ìÌD  :  DCf  e  si  dice  la  perpendieolare  AD  media  proporsionàle 
fra  i  segmenti  BD,  DC  dell'ipotenusa.  (Algebra  n.*  175). 

Corollario  %.*  Considerando  poi  il  triangolo  totale  BAC  ed  uno  dei 
parziali  per  as.  BDA,  all'  ipotenusa  BC  del  primo  corrisponde  omologa 
l'ipotenusa  AB  del  secondo,  e  ad  AB  come  lato  del  primo  è  omologo  li 
lato  BD  del  secondo  per  ragione  di  BAD  -•  C;  si  ha  dunque  la  propor- 
zione continua -H-^C:ilB:^l>,  cioè  il  cateto  AB  è  medio  proporzionale 
fra  l'intera  ipotenusa  BC  ed  il  segmento  BD;  ed  un'  analoga  ne  sommi- 
nistrano lo  stesso  triangolo  totale  BAC  e  l'altro  parziale  CDA,  eh' è 

(1)  ///.•  (2)  9.  //.•  Sco{.  (3)  9.  F/.*  (4)  H.  IX  •  Scoi.  4.  (5)  !• 
(6)  44.  Def.  4.  (7)  F/ 
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•H-^C  :  IC  :  CD.  Onde  si  dica  io  gonaraU  cbe  quaiunfu$  cateto  è  mediV 
proporxù>nal$  fra  Vintera  ipotenusa  ed  il  eegmenio  adiacente. 

Corollario  S.^  Se  i  iati  del  tri angolv  retUngolo  BAC  ai  riferiacoDO  ad 
nna  miSDra  eonam  o  ai  eaprimoDO  la  numeri,  ciaaeana  delia  propor- 
aioni  continae  del  corollario  aecondo  ai  può  convertire  nella  corriapeo- 
dente  egoaglianza  della  aacanda  potenza  e  aia  del  quadrato  del  medio  e  dei 

prodotto  degli  estremi  (  Algebra  n.*  172  ) ,  cioè  si  ottiene  AB*  "»  BCX 

BD,  AC*  ^BCX  CD,  di  cai  la  somma  resalu  li'  -f  AC*  ^BCXBD 

+  BCXCD^BC  (BD  +  CD)  -  BCxBC,  o  sia  55'  +  AC*  —  BC*  ;    e 

qaindl  ai  atabilisce  cbe  la  eeeonéa  poienxa  o  il  quadrato  dell*  ipotenuea 
è  eguale  alla  iomma  delle  eeeonde  potenMe  o  dei  quadrati  dei  eateti. 

Scolio.  11  teorema  del  corollario  terio»  cbe  noi  abbiamo  riguardato 
come  numerico,  è  pure  geometrico,  e  ai  eatande  al  caao  degl'incommen* 
snrabili,  dimoatrandoai  nel  seguito  essere  i  quadrati  geometrici  fra  loro 
come  la  seeonda  potente  dei  lati.  (V^.  S  18.  Y.*  Cor.).  Questo  teorema  si 
attribuisca  a  Plttagora,  e  noi  veniamo  qui  appresso  esponendo  lo  stesso 
indipendentemente  dalla  teoria  delle  proporaioni. 

XI I.^  Se  eopra  i  tre  lati  del  triangolo  rettangolo  BAC  ai  coalniiseofio 
tre  quadrati  {i)f  dev'eeeere  il  quadralo  BCFD  dell* ipotenuea  (9)  ogetaU 
alla  somma  dei  due  quadrati  ACHT,  ABEN  dei  cateti  (6g.  i^4}. 

Dal  punto  B  tiro  BP  perpendicolare  a  BA ,  cbe  reanUa  parallela  ad 
AC  (3),  e  per  ragiona  dell'angolo  ABE  retto  del  quadrato  corriaponda  al 
prolungamento  di  EB  (4)  ;  tiro  CP  perpendicolare  a  CA ,  cioè  parallela 
ad  JH ,  e  posta  nel  prolungamento  di  BC  per  ragione  dell'angolo  retto 
ACB^  cbe  incontra  pure  perpendicolarmenta  BP  parallela  ad  AC  (5)  ;  o 
in  altri  termini  prolungo  EB^  BC  sino  al  loro  incontro  in  P,  e  coal  formo 
Il  parallelogrammo  BACP  (6)  coi  quattro  angoli  retti,  eh'è  propriamente 
vn  rettangola  (7),  e  dà  il  triangolo  BPC  —  BAC  (8).  Indire  dal  pnnto  F 
tiro  FQ  perpendicolare  sopra  CP  prolungata  in  Q,  che  viene  ad  asaere 
parallela  a  BP  (9);  e  dal  pnnto  D  tiro  DL  perpendicolare  aopra  BP^  cbe 
lo  è  pure  ad  FQ  prolungata  in  /(IO).  In  questa  gnlaa  il  quadrato  dell'i- 
potenusa ai  aaompone  nei  quattro  triangoli  BPC,  CQF,  FiD,  DLB  rat* 
Ungoli  in  P,  p,  /,  £,  e  nel  quadrilatero  JLPQ  eoi  quattro  angoli  rat* 
li;  or  io  dico  essere  i  quattro  triangoli  eguali  al  dato  triangolo  retun* 
gole  BAC,  ed  il  quadrilatero  esprimere  il  quadrato  formate  sopra  la  dif- 
foransa  dei  cateti  AC,  AB» 

Impercioccbè  avendo  riguardo  al  triangolo  BPC  rettangolo  io  P  l'an- 
golo acuto  CBP  ha  per  complemento  l' altro  angolo  acuto  BCP  (11) ,  e 
FCQ  ba  lo  ateaso  complemento  BCP  per  ragione  deiraogoU  retto  FCB 

(I)  1t.  IX»  Scoi.  (2)  9.  m.^  Cor.  S.  (3)  €.  /.•  (4)  t.  F/.*  (»)  6.  //.• 
Scoi.  (6)  4t.  W  (7)  4t.  ri."  (8)  1%.  il.*  (9)  6.  /,•  (10)  6.  //.•  Scoi. 
(11)  9.  III.''  Cor.  S. 
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del  quadrato;  qaiodi  si  ottieoe  CBP^FCQ.tìmWtù&iitwùiìO  eguali  gli 
angoli  FCQ  e  BFi  arendo  11  complemento  comane  CFQ^  e  gli  angoli 
DFi^  BDL  eoi  complemento  comune  FDL  Slamo  ora  in  istato  di  consi- 
derare i  quattro  triangoli  rettangoli  BPC,  CQF,  FW  ^  DLB ,  di  cui  It 
Ipotenuse  BC,  CF,  FD,  DB  sono  eguaTi  come  lati  dello  stesso  quadrato 
BCFD,  e  i'ffDgokr  CBP'^FCQ^DFi  —  BDL,  ciò  che  basta  per  la  loro 
eguagUanza  (1);  e  siccome  il  triangolo  BFC  eguaglia  BAC,  cosi  si  con* 
chiude  che  gli  anzidetti  quattro  triangoli  sono  eguali  al  dato  BAC ,  de- 
duceodosi  AC-^BP'^CQ^Fl'-'  DL,  AB'^  CP'^  FQ-^Di^BL.OS' 
servando  lo  fine  i  lati  del  quadrilatero  tLPQ,  si  discopre  essere  ciascuno 
di  essi  la  dìffereoia  di  due  cateti  presi  in  due  triangoli  diversi,  cioè  X£ 
—  DL — D/,  XP  -  BP—  BL,  PQ^CQ^  CP,  QI^FI^-^FQ,  ch'è  quanto 
a  dire  iX  — £P—  P(;—  QI^AC^-AB;  onde  11  quadrilatero  JLPQ  co- 
gli angoli  retti  ed  i  lati  eguali  resulta  quadrato  ec. 

In  riguardo  al  due  quadrati  ACHT^  ABKN  dei  eatetir  èì  noti  da  pri 
ma  dover  essere  iir  in  diretto  di  AB ,  ed  AN  di  AC  per  ragione  degli 
angoli  retti  CAT  e  CAB,  NAB  e  CAB;  per  Io  che  prendendo  AR^AB 
e  guidando  per  B  la  perpendicolare  BO  sopra  AT^  che  occorre  In  O  al 
lato  KN  prolungato,  si  forma  il  quadrato  ARON'»  ABKN;  e  noi  in  vece 
dei  due  quadrati  dei  cateti  opposti  al  vertice  veniamo  considerando  i  due 
adiacenti  ACBT,  ARON^  onde  elTettuare  la  stessa  scomposizione  del  qua- 
drato dell'ipotenusa  BCFD. 

£d  in  vero  si  prenda*  CJIf— JH ,  si  conducano  dà  Jlf  le  rette  Mìi  ^ 
MOf  e  H€r  perpendicolare  sopra  AC ,  che  lo  ò  pure  ad  OR  prolungata 
In  £  ed  a  TH;  cosi  si  formano  1  quattro  triangoli  JtfCH,  MGH,  MNO, 
MEO  rettangoli  in  C,  G^  N,  E,  e  il  quadrilaiero  EGTR  coi  quattro  an- 
geli  retti»  che  si  devono  qualificare  come  sopra.  Giacché  1  d«e  triangoli 
vetungoli  BAC,  MCH  sono  eguali  (9),  avendo  AB  —  CM,  AC  —  CU,  ed 
il  triangolo  MCH^MGU  ^tt  ragione  del  rettangolo  MCHG{Z),m  più 
il  triangolo  BAC  eguale  resulta  ad  MNO  (4);  perchè  ^IT  —  iVO,  e  Cjtf— 
AB  secondo  la  costruziooe,  o  sia  CM^AIf  per  l'aggiunta  di  Aàf  ai  con* 
verte  in  CM+  AM-^AN-^rAIU  cioè  AC^NM;  ed  il  triangolo  MNO  è 
eguale  ad  MEO,  essendo  MNOE  rettangolo.  I  quattro  triangoli  adunque 
MCH,  MGH,  MNO,  MEO  sono  tutti  eguali  al  dato  BAC ,  e  qualunque 
lato  del  quadrilatero  alla  differenza  corrisponde  dei  due  cateti ,  essendo 
per  es.  EG^MG^-^ME^AC^AB,  GT^  TH-^GH'^AC-^AB,  ec. 

Laonde  il  quadrato  dell'ipotenusa  da  una  parte  e  la  somma  dei  qua- 
drati dei  cateti  dall'altra  negli  stessi  elementi  si  scompongono,  che  seno 
quattro  triangoli  rettangoli  eguali  al  dato  ed  un  quadrato  sulla  differenza 
dei  cateti,  e  quindi  si  coochiude  la  eguaglianza  enunciata;  lo  che  ec 

Scolto.  Se  il  dato  triangolo  rettangolo  è  Isoscele,  la  differenza  del  ca- 
teti è  xero,  e  quindi  sranisce  nella  scemposizloae  il  quadrato  dell' anzr» 

(i)  //.  ir.^  Scoi  (2)  //.  «/.•  (3)  /l.  //.•  (4)  //.  ///.• 
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d«(la  differaoza.  Io  qatsto  caso  It  dae  diagonali  BF,  CD  (fig.  QK)  si 
tagliano  ad  angolo  redo  in[  L  formando  i  quattro  triangoli  isosceli  BLCp 
CLF,  FLD,  DLB  eguali  fra  loro  (I)  e  al  dato  BAC.  E  nella  stessa  guisa 
per  rnezio  della  diagonali  AH,  AK  in  quattro  triangoli  isosceli  eguali 
al  dato  si  scompone  la  somma  dei  quadrati  eguali  dei  cateti,  formando 
le  due  diagonali  AH^  AK  runica  retta  /Ti  A' (2)  per  ragione  dell' egna.- 
glianza  CAB  -  NAK  -  45*  (3). 

CoroZ(arto.  Questo  teorema  il  mezzo  ci  appresta  onde  troTare  il  rap- 
porto fra  la  diagonale  AC  ed  il  lato  AB  del  quadrato,  che  resulta  incom* 
mensurabile  (fig.  96).  Ed  in  vero  il  triangolo  ABC   rettangolo  in  H  ed 

isoscele  d&  la  nota  eguaglianza  AC  ^^AB  -^  BC  o  sia  AC  ^%AB  yChe 

può  risolf ersi  nella  segnenie  proporziona  AC  :  JtB  ::2:±  (Algebra  nu- 
mero 171),  ed  estraendo  la  radice  quadrata  di  tutti  i  termini  si  ottiene 

AC 
AC:AB::ì/2:ì  (Algebra  n."*  174),  cioè  a  dire -rr  *-* i/ S»  ch*è  Incom- 

mensurabile  (Algebra  n/  120).  Il  rapporto  adunque  d9Ua  diagonale  al 
lato  del  quadrato  è  ineommensurabile ,  come  quello  che  si  esprime  da 
1/  2;  lo  che  forma  Tesempio  più  ovvio  onde  persuadere  1  giovani  dell'e- 
sistenza delle  quantità  incommensurabili  nella  geometria  non  altrimenti 
che  neiraritmetica ,  da  cui  1*  obbligo  ne  deriva  di  dimostrare  le  propor- 
sionl  col  metodo  esposto  nel  teorema  III.* 

Xlll.*  inverso.  Se  nel  triangolo  BAC  il  quadrato  del  lato  BC  egua^ 
glia  la  somma  dei  quadrati  dei  lati  BA,  AC,  io  dico  dover  euere  il  trian^ 
golo  rettangolo  in  A  (fig.  97}. 

Dal  ponto  A  si  tiri  AD  perpendicolare  sopra  AC  ed  eguale  a  BA ,  e 

si  congionga  DC.  Il  triangolo  DAC  rettangolo  in  A  somminisira  CD^  -• 

AD*  +  AC*  (4)  —  Bit*  +  "ac    per  ragione  di  AD^BA;  ma  per  ipotesi 

b'c^^  BA  +  Jc';  dunque  Sc*  —  5c*  o  sia  DC  —  BC.  Cosi  i  triangoli 
BAC,  DAC  rispettivamente  equilateri  sono  eguali (5} >  e  d&nno  l'angolo 
BAC  ^  DAC  "W;  lo  che  ec. 

§  lo.   PELLE  LIKBB  PAOPOEZIONALI  IVBL  CIHCOLO, 
B  DEI  PEOBLEJil  SULLB  PROPOlZlONI. 

rcoremì. 

I.°  La  perpendicolare  MP,  ehe  «i  conduce  da  un  punto  qualunque  M 
della  circonferenza  sopra  il  diametro  AB ,  è  media  proporzionale  fra  i 
due  segmenti  AP,  PB  dello  stesso  ;  ed  all'  inverso  se  la  perpendicolare 
condotta  da  qualsisia  punto  M  sopra  AB  è  media  proporzionale  fra  AP, 

(i)  f;?.  /X.«  Cor.  (2}  t.  Ti.''  (3)  /J?.  /X.«  Cff,  (4)  X//.«  («)  IL  f.* 


f 
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«  1?B^  àw^iX  jiiifilo  Jtf  o^ipaftfnerf  oXia  ctfcbn/fii^njra  d«lcrilla  «opra  ^B 
«orni  diafMlro  (fig.  98).  ,  )d^ 

JYendo  riguardo  alla  proposliione  diretta  tdfiDciata  Del  teorema,  si  ti- 
tillo le  due  corde  AM,  BM,  che  formaDO  l'angolo  retto  AMB  (1);  e  quindi 
la  perpendicolare  MP  gnidata  dal  Tcrtice  M  dell'angolo  retto  sopra  l'ipo- 
tenusa AB  del  triangolo  rettangolo  AMB  resulta  media  proporzionale  fra 
i  segmenti  AP,  PB  della  ipotennsa  (2).  Lo  che  ec. 

Avendo  poi  riguardo  alla  proposiiione  inversa,  cioè  se  si  ammette  l'i- 
potesi di  MP  media  proporzionale  fra  AP  e  PB,  è  giocofòrza  che  la  cir- 
conferenza di  diametro  AB  passi  per  JRf,  altrimenti  ne  proverrebbe  in  forza 
della  proposizione  diretta  un'altra  media  proporzionale  determinata  fra 
P  ed  il  punto  d'incontro  del  circolo  colla  perpendicolare  PM;  il  che  è  as- 
surdo (Algebra  n.®  172).  Dunque  ec. 

Scolio.  La  proposizione  diretta  di  questo  teorema  c'insegna  che  di  du9 
unhi  circolari  cfnprui  fra  gli  $U$si  punti  Jf ,  M' quello  di  raggio  mag- 
giore più  «i  ativicina  alla  linea  retta  MM*t  cioè  reità  inviluppato  dalr 
Valiro  di  raggjio  mtnore.  Goncioasiachè  i  centri  dei  circoli  ^  the  passano 
per  Af ,  JT,  devono  essere  nella  perpendicolare  AB  gnidata  al  mezzo  P 
di  MM'  (3} ,  e  supponendo  descritto  il  primo  circolo  di  centro  C  e  rag- 

fio  CM,  si  ìke^^APiPMtPB,  o  sia  APxPB^PM   td  JP-^^ 

Ora  se  si  descrive  un  seconde  circolo  di  centro  C,  cui  corrisponde  un 
raggio  maggiore  di  Cilf  (4),  resta  cosunte  la  perpendicolare  PJtf* e  quindi 

il  numeratore  PAf*;  ma  si  aumenta  il  denominatore,  ohe  resulta  PB*> 
PB;  dunque  ò  giocoforza  che  diminuisca  il  valore  del  fratto  cioè  AP,  ri* 
ducendosi  ad  A'P  (Aritm/  n.®  ^) ,  o  sia  il  accendo  circolo  incontra  in 
4'  Ift  linea  del  centri,  eb'é  quanto  a  dire  l'arco  del  secondo  circolo  com- 
preso fra  Mf  M'  è  inviluppato  dall'arco  AfAJIf'  del  primo,  e  come  tale 
più  si  avvicina  alla  linea  retu  MM'.  Che  se  ci  piacesse  d'immaginare 
il  centro  ad  una  distanza  infinita,  il  denominatore  diverrebbe  infinito,  ^ 

PM* 
si  avrebbe  AJ^^  —  —  0  (Algebra  n.*  59),  cioè  l'arco  circolare  di  rag* 

00 

gio  infinito  si  confonderebbe  colla  retta  MM*;  il  che  propriamente  espri- 
me il  caso  del  limite,  cioè  a  dire  l'arco  circolare  si  accosta  sempre  più 
alla  sua  corda  come  aumenta  il  raggio,  sebbene  non  possa  mai  coinci- 
dere colla  stessa.  In  seguilo  ci  faremo  a  deOnire  quale  sia  il  più  lungo 
fra  questi  due  archi,  l'uno  inviluppante  e  l'altro  ioviloppato,  che  si  com- 
prendono negli  stessi  punti  estremi.  (V.  §  18.  Lemma  av.  X.**  Scolio). 
11.*^  Se  le  due  corde  AD,  BC  ii  secano,  il  rapporto  di  una  parte  della 
prima  ad  una  parte  della  seconda  come  per  es,  di  AO  a  BO  è  inverso 
0  reciproco  del  rapporto  dell'altra  parte  della  prima  alValtra  parte  della 

(1)  8.  «.•  Cor.  4.  (%)  U.  ».•  Cor.  f .  (3)  7.  /.•  Scoi  (4)  S.  17.'' 
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99$onda  ciùè  di  1^<  f  CO,  eh*  è  quanto  a  din  U  pafU  dtlh  du$  eonf« 
90no  raetprojoamt nff '  |i%of itonal»  (V.  Algebra  n*  313  2^  caso)  (fig.  99). 

Tiraado'fb  daa  eorde'^0,  CD  si  formano  i  dae  triangoli  AOBf  -COD 
simiilfi),  come  qnelli  che  hanno  eguali  gli  angoli  ABO  e  CDO^  BAD 
•  ,DCO  (2);  si  ha  danqae  la  propongono  dei  lati  omologhi  (3)  AO  :  BO 
::  COiDO.  Lo  che  oc. 

III.®  Se  dal  punto  A  pnso  fuori  dèi  tiroolo  H  guidano  le  due  eeeanH 
ABf  ACf  U  loro  rapporto  è  inveno  di  quello  delle  parti  etteme  AB,  AL 
€ompreee  fra  U  punto  A  e  la  eirconferenxoy  o  sia  le  intere  eeeanti  tono 
reeiproeamente  proporxiouaU  alle  parti  eeterne  (fig.  100). 

Guidate  le  due  eorde  BL,  CH,  si  hanno  i  dna  triangoli  ABL,  ACB 
•imili  per  ragione  dell'angolo  A  comune  e  dell*  angolo  ABLmmACB{^); 
e  quindi  ne  derira  la  proporzione  (K)  AB  :  AC  ::  AL  i  AB.  ho  che  ec 

IV.^  Se  dal  punto  A  fuori  del  oireolo  ii  tirano  la  seoanie  AB  e  la  tan- 
gente AM^  earà  la  tangente  AH  media  proporzionale  fra  ViMera  escant$ 
AB  e  la  parto  etlerna  iiff  (flg.  101). 

Goagimgendo  HJf,  si  ottengono  i  due  triangoli  AMB^  AHB  eoìVàHh 
folo  A  comune,  e  rangole  AMB  —  AMB  (0);  dunque  i  due  triangoli  sono 
«imilì,  ed  I  lati  AB,  AM  del  primo  proporzionali  agli  omologhi  rispeir 
jliTamente  AM,  AB  del  secondo  (7)  cloò  -h-AB  :  AB:  AB.  Lo  che  oc. 

Scoito  /»*  Questi  quattro  teoremi  si  riducono  alla  seguente  enunciaxien^ 
generale:  citia  rette,  che  si  secano  dentro  o  fuori  del  circolo ,  hanno  le 
parti  comprese  fra  il  punto  d'incontro  e  la  circonferenza  reciprocamente 
proporzionali.  Nei  teoremi  1^  e  II*  il  punto  d'incontro  i  dentro  al  circolo, 
e  IL  teorema  V  è  un  caso  particolare  del  II*:  giacché  il  diametro  AB 
(fig.  98)  è  una  delle  corde,  e  la  perpendicolare  MP  è  la  neti  dell' al> 
tra  (8);  onde  la  proporzione  del  teorema  11^  ha  i  due  medi  eguali  ad  MPf 
a  si  conferite  nella  continua  del  primo.  II.  teorema  III®  suppone  il  punto 
d'incontro  fuori  del  circolo  ed  il  IV®  è  nna  traduzione  del  III®,  direr 
nendo  tangente  nna  delle  due  secanti  (9),  nel  quale  caso  la  Ungente  rim- 
piazza i  due  medi  formati  dell*  intera  secante  e  dalla  sua  parie  estema* 

^oito  3.®  Questo  leoroma  generale  solla  proporzione  delle  parti  di  due 
rette,  che  si  secano  nel  circolo,  e  precisamente  il  primo  da  noi  conside- 
rabo  ci  abilita  a  stabilire  per  mezzo  di  un'equazione  il  rapporto  di  po- 
sizione del  Yari  punti  della  circonferenza  rispetto  ad  uno  del  suol  dia- 
metri per  es.  AB,  abbassandovi  da  un  punto  qualunque  Jlf  della  circon- 
ferenza la  perpendicolare  JlfP,  cui  si  dà  il  nome  di  ordinata,  a  si  dice 
aseiua  relativa  a  questa  ordinata  MP  la  parte  del  diametro  compresa 
fra  l'estremità  A,  eh 'è  l'ort^me  delle  ascisse,  e  il  piede  P  di  MP',  indi- 
candosi insieme  l'ordinata  JlfJP  e  l'ascissa  AP  col  nome  di  coordinate  del 
punto  Jf.  Si  suppooga  MP  —  y»  iiP  —  x,  essendo  y  ed  «  due  quantità  va- 

(i)  H.  Def.  4.  {%)  8.  TI.®  Cor,  3.  (3)  44,  T.®  (4)  S.  //.®  Cor.  S.  (5)  /4. 
r.'  {0}  8.  fi.®  Cor.  3.  (7)  4S.  F.®  (8)  4.  i.®  (9)  8.  Jf,®  ScoU 


8i 
riabili,  coma  qaelie  eie  Tengono  a  ?ariara  cangiando  il  ponto  M;  11  rag- 
gio del  circolo,  ch'è  ana  quantità  costante»  si  indichi  per  r;  e  qoi  ci  prò- 
poniamo  di  ritrovare  un'equazione  fra  y,  x^  r,  al&nchè  si  abbia  il  Talora 
di  nna  delle  coordinate  in  funzione  deH'  altra.  A'  quest'  oggetto  iNtsta  la 
proporzione  couiìnuàii) -a- ÀP:MP:PB,  in  cni  sostitaeodo  1  valori  di 
AP'^x,  MP'^y,  PH  — i^B  —  i4P«-2r— «,  si  deduce  ■M'»:y:2r—«, 
e  qniodi  (A)  y*^2rx  —  x*  (Algebra  n."  172),  che  dicesi.  «^ttasìotfa  M 
circolo  coirorigine  delle  ascisse  airestremità  del  diametro.  Questa  equa- 
xione  (A)  dA  9  — dil/(2rx — x*)  cioè  due  valori  eguali  deirordioaia  y 
ma  di  segno  contrario  (Algebra  n.*^  133),  ch*è  quanto  a  dire  alla  8te8^ 
ascissa  x  per  es«  AP  devono  corrispondere  due  ordinirte  »  di  eoi  la  p<^ 
sitlva  +  y  è  certamente  MP  da  noi  posta  in  modo  assoluto ,  e  la  nega- 
tiva—  y  non  può  essere  che  il  prolungamento  di  MPo  sia  M*P  —  MP  (2), 
che  si  riferisce  al  punto  M' posto  al  di  sotto  del  diametro  AB  alla  stessa 
distanza  del  ponto  superiore  Jlf.  Io  questa  guisa  1*  Algebra  ci  sommini- 
stra il  resultamento  analogo  alla  nota  proprietà  del  diametro,  che  divide 
in  mezzo  la  corda,  cni  è  perpendicolare;  e  si  stabilisce  in  geometria,  che 
fissando  come  positive  le  ordinale  dei  punii  della  curva  posti  dalla  stessa 
parte  del  diametro  AB ,  cui  si  dà  H  nome  di  as$c  delle  aeeiue ,  si  de- 
Tono  riguardare  come  ordinate  negative  quelle  dei  punti  posti  dall'altro 
lato  dell'asse,  corrispondendo  l'ordinata  negativa  M'P  in  direzione  con- 
traria della  positiva  MP. 

Si  può  Torigine  delle  ascisse  stabilire  al  centro  C,  nel  quale  caso^  alla 
'ordinata  JfP— y  corrisponde  l'ascissa  CP^x;  per  lo  che  volendo  l'e- 
quazione del  circolo  per  queste  coordinate,  si  deve  nell'equazione  (A)  in 
Tece  di  «-«  ìAP  sostituire  il  Talora  di  AP-mCA — CP'^r — x,  il  che 
dà  y*  —  2r  (r-^x)  —  (V  —  x)*  —  r»  —  x*\  la  qoale  equazione  si  sarebbe 
anche  dedotta  dalla  stessa  proporzione4fiiP:  Jlf P:Pil,  sostituendovi  AP 
—  r — ap,  Jlf P  —  y,  PB^  CB-^- CP -^r-}-  x,  essendo  allora  y»  —  fr—  x) 
(r  -f-  x)  cioè  (B)  y'  '  r*  —  x*,  che  s'intende  sotto  il  nome  di  equazione 
al  circolo  coU'origine  delle  ascisse  al  centro.  Questa  equazione  (B)  non 
altriotenti  di  (A)  ci  somministra  i  due  valori  y'^±:y^(r*  —  x^)f  donde 
dipende  la  teoria  delle  ordinate  'positive  e  negative;  ma  di  più  essa  non 
si  altera  alTatto  pel  cangiamento  di  x  in — x  (Algebra  n.^  79),  mentre 
un  simile  cangiamento  in  (A)  avrebbe  dato  y' —  —  2rx — x*  e  quindi 
le  radici  immaginarie  di  y  (Algebra  n.**  133).  A  quest'oggetto  si  rifletta 
che  nel  caso  deirequazione  (B)  per  tutti  i  valori  assoluti  di  x  presi  dal 
centro  C  verso  A  restano  soltanto  deiinite  le  ordinate  dei  punti  delta  se- 
micirconferenza EAFy  e  che  per  definire  quelle  dell'altra  semicirconfe- 
renza EBF  è  giocoforza  prendere  le  ascisse  in  direzione  coutraria  da  C 
Terso  B;  queste  sono  appunto  le  ascisse  tif^ad'oe  in  contrapposizione  a 
quelle  da  C  in  il,  che  sono  le  positive;  e  ciascuna  ascissa  negativa  dà  lo 
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slesso  sistema  di  ordinate  =t  y  dell'eguale  ascissa  positiTa,  il  ehe  é  con- 
forme al  dettato  della  geometria  circa  regoagliaoza  delle  corde  equidi- 
stanti dal  centro  fi),  di  cai  le  metà  esprimono  qni  le  ordinate.  Non  ar- 
Tiene  però  lo  stesso  nel  caso  dell'eqaaiione  (A)^  in  cui  totti  i  punti  delln 
circonferenza  hanno  le  ascisse  da  u4  in  B  cioè  positi? e  ;  onde  Tolendone 
supporre  nrgattve,  l'algebra  risponde  coli'sssordo  del  valore  immagina- 
rio delle  ordinate,  e  cosi  ci  fa  intendere  l'Impossibilità  di  esistere  pvnti 
della  cor  fa  corrispondenti  a  simili  ascisse. 

Onesto  articolo  si  appartiene  propriamente  ad  nn  altro  ramo  di  geo- 
metria ,  che  dicesi  anaUtica ,  dove  si  rende  ancora  piò  generale  1* equa- 
zióne dal  circolo  »  prendendo  come  asse  delle  ascissa  una  retta  qnalan- 
qoe;  noi  qui  ne  abbiamo  fatto  nn  cenno  per  qaeUo  cbe  possa  riguardare 
la  trigonometria. 

y.^  50  da  quaktiiia  vèrtice  di  un  triangolo  ti  Hra  la  perpendicolare 
sopra  il  lato  opposto,  ehe  dieesi  base,  ti  olitane  la  seguente  proporjnone: 
la  base  sta  alla  somma  dei  dne  lati  come  la  differenza  de§^l  stesai  stn 
alla  differenza  dei  segmenti  della  base ,  quando  la  perpendieolare  cade 
dentro  al  triangolo ,  o  pure  alla  somma  dei  segmenti  anzidetti ,  quando 
la  perpendieolare  cade  fuori^  intendendoti  per  segmenti  le  porzioni  della 
base  comprese  fra  Vuno  o  Valtro  vertice  e  il  piede  della  perpendicoUtre» 
Sia  11  triangolo  BÀC  (fig.  102),  e  la  perpendicolare  AD  abbassata  dal 
\eriice  A  sopra  la  base  BC  vi  cada  dentro,  ciò  che  suppone  gli  angoli 
B  t  C  tolti  e  dne  acuti  (2).  Se  col  centro  ii  e  col  lato  più  pieeolo  AC 
come  raggio  si  descrive  un  circolo,  che  seca  In  N  II  lato  più  grande  AB, 
e  si  prolunga  AB  sino  airincontro  della  circonferenza  in  4f,  allora  si  sta- 
bilisce la  nota  proporzione  BCiBM*,:  BNzBT  fra  l'Intere  secanti  e  le 
parti  esterne  (3).  Ora  si  ha  BM -^RA-^- AM" BA-^  AC,  BN^BA^ 
AN-^  BA  —  AC,  BT-'BD^DT^BD'^  DC  (4);  per  lo  che  sostitoeodo' 
qaesli  falori  nella  proporzione,  si  ottiene  BC  :  BA -}- AC  ::  BA  —  AC: 
BD  —  DC  giusta  l'enunciazione  del  teorema- 
Se  poi  fi  suppone  ottuso  l'angolo  ACB  (6g.  103),  la  perpendieolare  i41> 
cade  fuori  del  triangolo  sopra  la  base  BC  prolungata  al  di  là  di  C  (tf); 
si  descrive  come  sopra  il  circolo  ma  si  prolunga  BC  sino  In  T;  e  si  paò 
stabilire  la  stessa  proporzione  BC:BM::  BNiBT,  che  ai  converte  la 
quella  ennnciala  BCiBA-k-AC  ::  BA-^ACiBD  +  DC,  attesa  la  rida- 
zione deirultimo  termine  l^r— Bl>  + DT— BD  +  DC  (6).  Lo  che  ec. 

FROALBHI. 

1.*  Date  le  tre  rette  di  determinata  grandetta  a,  b,  e,  ritrovare^m 
quarta  proportionale  (flg.  104). 
Tirando  la  due  rette  indefinite  AM,  Alf  sotto  od  angolo  qualunque  A, 

(I)  H.  >•/.•  Scoi.  %.  (2)  9.  r.*  (3)  W.^  (4)  4.  /.•  (5)  P.  F.'  {•)  4.  /.• 


si  prenda  per  meno  del  compasso  fopra  ÀM  la  parte  AB  «.  a,  sopra  AY 
la  parte  AC^b,  e  di  naoTO  sopra  AH  la  parte  AD'^e;  si  oniseano  i 
pooti  Bf  C  colla  retu  BC ,  e  da  JD  si  tiri  DE  parallela  a  BC  (t) ,  che 
determina  la  qaarta  proporzionale  AB.  Perchè  là*  retta  BC  parslleia  a 
DB  seca  proporzionalmente  i  lati  AD,  AB  (2),  cioè  si  ha  AB  :AC::  ADi 
AB;  ed  i  primi  tre  termini  sono  rispettivamente  cgnali  alle  tre  rette 
date. 

3.*  DatB  l»  du€  rette  a,  b,  ritrovare  la  terxa  proporzionale  (fi 9.  105). 

Questo  problema  si  riduce  al  precedente,  sopponeodo  i  due  medi  della 
proporzione  eguali  alla  retta  b;  per  lo  che  dietro  avere  definito  le  prime 
due  parti  AB  ^a,  AC  '^b  si  ritorna  a  prendere  sopra  AM  la  parte  AD 
»^AC^b,  si  congittoge  BC  e  si  tira  DE  parallela  a  BC  come  sopra. 
Io  questa  guisa  la  proporzione  AB:  AC  ::  ADiAE  diviene  continua»  es- 
sendo AC'^AD;  ed  AE  esprime  la  terza  proporzionale  dietro  le  duo 
rette  date. 

S.*  Date  le  due  rette  a,  b,  ritrovare  la  media  proporzionale  (fig.  106). 

Ballo  stesso  punto  P  di  una  retta  indefinita  si  prendano  le  due  parti 
PA-^a,  PB'^b;  sopra  AB  come  diametro  si  descriva  un  semicerchio, 
e  da  P  s'innalzi  PM  perpendicolare  ad  AB ,  che  corrisponde  alla  media 
proporzionale  fra  AP  e  PB  (3). 

4.*  Dividere  la  data  retta  AB  in  tante  parti,  in  quante  è  divisa  ae , 
in  modo  che  le  parti  di  AB  abbiano  rispettivamente  lo  steuo  rapporto 
delle  parti  ab,  bc,  ed,  de  della  retta  ae  (fig.  107). 

Tirando  da  A  sotto  un  angolo  qualunque  la  retta  AC^ae ,  vi  si  se- 
gnino le  parti  AH-»  ab,  HG  —  be,  GÈ  «-  ed,  EC  -»  de;  e  conducendo  CB^ 
si  guidino  da'  punii  fl,  G,  E  le  parallele  JET/,  GF,  ED  h  CB,  \e  quali 
dividono  AB  io  altrettante  parti  di  AC,  che  conservano  i  rispettivi  rap- 
porti (4),  cioè  si  ha  Ai  :  JF  ::  AH:  HG,  iF:  FD  ::  HG  :  GB;  ec. 

Seolio.  Questi  problemi  si  potrebbero  risolvere  ariimeiicamente ,  sup- 
ponendo  le  linee  espresse  In  numeri  (Algebra  numeri  172  e  217);  ma  la 
geometria  offre  il  vantaggio  di  traturli  graficamente,  descrivendo  le  fi- 
gure dietro  le  linee  date,  e  comprende  ancora  il  caso  degl'  incommeosn- 
rabili  dando  le  linee  esatte,  ciò  che  sarebbe  impossibile  la  mercè  delle 
operazioni  aritmetiche. 

5'  Dividere  la  data  retta  AF  in  un  determinato  numero  di  parti  e-  > 
gualiiùg*  108). 

Si  tiri  per  A  la  solita  retta  indefinita  AM,  sopra  cui  a  piacimento  si, 
prendano  lo  stesso  numero  richiesto  di  parti  eguali  per  cs.  le  cinque  AG»^ 
GH'^HK'^Kl'^JL:  si  congiungano  i  punti  L,  F  con  LF ,  e  dai 
ponti  segnali  G,  H,  K,  i  si  guidino  le  parallele  GB,  HC,  KD^  lE  ad  LF, 
le  quali  vanno  a  determinare  sopra  AF  ì^  cinque  parti  eguali  AB ,  BC, 
CD,  DE,  EF  (tt). 

(1)  €.  Probi    (2)  U.  ni.''  (5)  /.•  (4)  i4,  UL""  Cor.  (5)  /><.  //' 
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6,^  Si  propon§  di  eoitruiré  una  «cala»  tu  cui  H  ponano  leggen  U  di' 
vtjtofi»  e  tuddiviiioni  di  una  data  lungh9xxa  come  per  «#.  la  canna  ^  i 
palmi,  €  gli  ottavi  di  palmo. 

Prendendo  ad  arbitrio  la  retta  AB  (Gg.  109)  per  rappresentare  il  pai* 
ino,  Yì  sMnoaUI  la  perpendicolare  AC,  sopra  cai  si  segnino  a  piacimento 
otto  parti  eguali ,  e  congiaogendo  CB ,  si  tirino  dai  punti  di  divisione 
ì,  2,  3,  ec.  le  parallele  la,  26,  3c,  ec.  ad  AB,  di  cui  ciascuna  deve  in- 
dicare il  numero  segnato  di  ottavi  rispetto  ad  AB»  Imperciocché  per  ra- 
gione dei  triangoli  simili  colle  basi  parallale  (1)  si  ha  la  serie  delle  pro- 
poriioni  (2) 

CI  :  CA  ::  la  :  AB 
C2iCA  ::  26: ^il 
C3  :  CA  ::  3c  :  AB 
ec.  ec. 
ma  CI,  C2,  C3,  ce.  corrispondono  a  1,  2,  3,  ec.  ottavi  di  CA;  dunque 
fa,  26,  3c,  ec.  denotano  1,  2,  3,  ec.  ottavi  di  AB  ^  cioè  le  succcessive 
parallele  comprese  fra  CA,  CF  offrono  gli  ottavi  di  palmo  da  1  a  7  giu- 
sta il  numero  della  segnatura  ;  e  pnossi  il   triangolo   CAB  denominare 
scala  degli  ottavi  di  palmo ,  perchè  effettivamente  ri  si  leggono  gli  ot- 
tavi da  1  sino  a  7. 

Si  proluoghi  AB,  e  replicandovi  altre  7  volte  la  parte  AB,  si  pervenga 
in  C,  da  cui  s*innalii  C'A'^^AC  perpendicolare  ad  AC;  si  conduca  CA\ 
si  prolunghino  le  parallele  la,  26,  3c,  ec.  sino  a  C'A\  che  formano  un 
sistema  di  linee  orizzontali;  e  dai  punti  di  divisione  di  AC*  si  tirino  le 
parallele  a  BCj  che  danno  origine  ad  altro  sistema  di  linee  trasversali. 
Così  ne  proviene  il  triangolo  rettangolo  C'A'B*  ^  CAB ,  che  presenta  fra 
CA',  C*B'  la  stessa  serie  di  parallele  di  CA,  CB  ma  disposte  In  ordine 
inverso  ;  e  tutto  il  rettangolo  CACA'  resta  compartilo  nei  due  triangoli 
anzidetti,  e  nei  parallelogrammi  eguali  formati  sopra  le  parti  eguali  di 
BC  e  le  trasversali  ;  in  modo  che  ciascnna  parte  delle  orizzontali  com- 
presa fra  due  trasversali  contigue  resulta  sempre  eguale  ad  AB.  Il  ret- 
tangolo cosi  disposto  (Gg.  109  6i«)  si  numera,  trascurando  le  lettere,  af- 
finchè più  facile  se  ne  renda  la  pratica  ;  e  si  denomina  scala  dei  palmi 
e  degli  ottavi  di  palmo,  come  quella  che  serve  a  determinare  la  lungbena 
di  un  numero  di  palmi  sino  a  7  insieme  ad  un  numero  di  ottavi. 

£d  io  vero  fissando  coir  occhio  il  numero  dato  dei  palmi  nella  base 
AC  (fig.  109)  ed  il  numero  degli  ottavi  nell'altezza  CA'  del  rettangolo, 
si  deve  da  prima  definire  il  punto  di  concorso  della  trasversale  corri- 
spondente al  numero  di  AC  e  dell'orizzontale  relativa  a  quello  di  CA', 
ed  indi  sopra  l'orizzontale  prendere  col  compasso  l'intervallo  fra  il  paolo 
di  concorso  ed  il  numero  di  CA',  il  quale  intervallo  esprime  la  lunghezza 
richiesta.  Cosi  per  5  palmi  e  6  ottavi  si  determina  il  jiaoto  di  concorso 

(I)  //.  /.•  Scoi.  (2)  a,   K.» 
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X,  e  sopra  la  corritpoDdenle  ortxxoBlale  rintervailo  «6»  aasando  sA^am 
+  ffi6  — 5C'  (cinqae  ^B)  +  m6  (sei  ottavi  di  AB), 

Se  poi  si  vuole  la  scala  di  canne,  di  palmi,,  e  di  ottavit  ai  prolunga 
la  base  AC*  per  segnarvi  le  parti  C'C",  €**€"',  ec-  egaali  ad  AC  eapri- 
mente  la  canna,  essendo  AC  otto  volte  AB;  da'  ponti  C\  C"\  ec.  si  ale* 
vano  le  perpendicolari  eguali  ad  AC ,  segnandole  coi  soccessivi  nameri 
ìf  2,  ec.  delle  canne  come  nella  figura  109  hit;  e  si  prolungano  le  linee 
orizxoDtali  sino  airoltima  perpendicolare.  Allora  si  procede  come  sopra 
per  determinare  il  punto  di  concorso,  avendo  rignardo  a'  nnmeri  de'  palmi 
e  degli  ottavi;  ma  Tintervallo  aopra  l'orizzontale  si  prende  dal  punto  di 
concorso  sino  alla  verticale  segnata  col  dato  numero  delle  canne.  Cosi 
per  1  canna ,  5  palmi ,  6  ottavi  i  numeri  tt  e  6  fanno  come  aopra  defi- 
nire il  punto  di  concorso  x ,  e  per  ragione  di  una  canna  si  prende  col 
compasao  rintervailo  xn  —  xm  (5  palmi)  +  m6(6  ottavi)  +  6m(--  CC**'m 
1  canoa). 

La  scala  còsi  costruita  dicesi  geodetica ,  come  quella  che  serve  nelle 
operazioni  di  geodesia ,  dove  si  tratta  di  levar  di  pianta  una  sufficiente 
estensione  di  terreno  cioè  di  rappresentare  in  piccolo  nel  disegno  propor- 
zionalmente i  siti  dei  vari  oggetti  In  simile  caso  si  sceglie  la  partico* 
lare  lunghezza  AB  per  esprimere  il  palmo,  e  per  mezzo  della  scala  si 
prendono  le  distanze  osservate  o  calcolate  in  canoe,  palmi  ed  ottavi  per 
trasportarle  convenientemente  nel  disegno;  o  pure  all'inverso  essendo  dato 
il  disegno  relativo  al  palmo  AB,  vi  si  possono  eoi  compasso  prendere  la 
particolari  distanze ,  ebe  si  portano  sulla  scala  per  farle  coincidere  fra 
due  punti  qualunque  della  stessa  orizzontale,  e  quindi  conoscerne  il  va- 
lore. 

1  principi  già  esposti  ci  guidano  alla  formazione  di  qualsisia  scala  ri- 
spetto alla  lunghezza  fondamentale  AB.  Se  fropra  la  perpendicolare  inde- 
finita AC  si  segnano  n  parti  eguali,  il  triangolo  CAB  presenta  nelle  sue 
parallele  la  scala  de'  auccessivi  nn'mt  di  AB;  sopra  l'indefinita  AC  si 
pud  segnare  un  numero  qualunque  di  parti  eguali  ad  ABf  e  d'ordinario 
si  limita  ad  esprimere  le  parti  componenti  Tonità  dell'ordine  immediata- 
mente superiore  ;  nel  prolungamento  poi  di  AC  si  possono  segnare  uo 
numero  qualunque  di  queste  unità.  Si  può  adunque  con  una  simile  co- 
struzione semplicissima  formare  una  scala  pe'  successivi  sunimoltipllci  e 
molttplici  di  AB  secondo  qualsisia  ordine  di  summoltlplicità  o  moltipli- 
cità,  e  ciò  secondo  l'indole  del  particolare  sistema  metrico,  di  cui  si  vuole 
far  oso  nel  disegno. 

7.*  Dividere  la  data  retta  AB  in  estrema  e  media  ragione ,  in  modo 
eioi  che  uno  dei  segmenti  sia  medio  proponiùnale  fra  Vintsra  retta  $ 
Valtro  segmetUo  (fig.  JIO). 

Dall'estremità  B  s'innalzi  BC  perpendicolare  ad  AB  ed  eguale  alla  metà 
di  AB;  si  conduca  CÀ,  e  vi  si  prenda  la  parte  C/—  €B;  il  resto  AI  si 
trasporti  sopra  AB,  descrivendo  l'arco  di  centro  A  e  raggio  Al,  che  de- 
termina AE  —  Al;  ed  io  dico  dover  essere  -h-  AB  :  AE  :  EB» 


t6 
Prima  dilla  dimoatraxione  ti  dtseriva  il  circolo  di  centro  C  e  raggio 
CB  —  CI,  e  si  prolaoghi  AC  sino  io  M.  Allora  AB  perpoodicolare  all'è- 
•tremila  del  raggio  CB  resalta  tangeote  al  circolo  (1) ,  e  partendo  dallo 
slesso  ponto  A  la  secante  AM^  si  stabilisce  la  proporzione  (3)  AM:  AB:z 
ABiAJ,  che  si  trasforma  io  AM — AB  :  AB  ::  AB — Ai:  AI.  Ora  si  ha 

AB 

per  costrazione  CI'»—,  e  qoindi  2CI  o  sia  IM'^AB,  ciò  che  riduco 

il  primo  termine  AM — AB  ad  AM—IM"  AI^  AE  ;  il  terzo  termioo 
AB  —  Al  equivale  ad  AB'—AE^EB,  e  il  quarto  termine  J/ ad  AE, 
In  simile  guisa  la  proporzione  dirìene  così  espressa  AEiAB::  EBiAB 
coi  due  estremi  eguali ,  e  si  cooTerte  nella  forma  ordinaria  della  conti- 
nua ^ABiAEiEB,  cangiando  gli  estremi  in  medi  ed  i  medi  in  estremi. 

ProbUma  anntuo  al  7.** 

Siamo  ora  in  istato  di  risolvere  il  terzo  caso  del  problema  primo  dei 
S  13,  ed  in  particolare  ci  proponiamo  of'fjcnvere  in  tin  dato  dreolo  U 
decagono  regolare  (Gg.  111). 

Procedendo  analiticamente  si  dica  AB  il  lato  del  decagono,  cioè  si  sop* 
ponga  l'arco  AB  essere  */$o  della  circonferenza,  e  quindi  l'angolo  C  dallo 
elesso  misuralo  >/io  di  quattro  retti  o  sia  */to  *^  */s  di  due  reni,  restando 
gli  altri  4/5  per  la  somma  de'  due  angoli  A,  B  del  triangolo  CAB  (3).  Es- 
sendo il  triangolo  CAB  isoscele,  gli  angoli  alla  base  A  e  B  sono  egua- 
li (4),  e  ciascuno  di  essi  resulta  ys  di  due  retti,  ch'è  quanto  a  dire  il 
triangolo  isoscele  CAB  ha  l'angolo  A^  B  alla  base  doppio  dell'angolo  C 
al  vertice.  Onde  se  si  divide  in  mezzo  l'angolo  B  colla  retta  BE,  si  forma 
Il  triangolo  B£C  isoscele  per  ragione  dell'angolo  EBC"  C,  di  cui  i  lati 
eguali  sono  Ci?,  EB;  e  nell'altro  triangolo  BEA,  essendo  l'angolo  ABE 
'/s  di  due  retti  come  metà  di  If  e  l'angolo  A  «/ó,  si  deduce  il  terzo  an- 
golo BEA  altri  •  5.  In  questa  guisa  il  triangolo  BEA  è  pure  isoscele  coi 
lati  eguali  EB,  AB,  ed  è  simile  al  primitivo  triangolo  CAB;  per  lo  che 
si  ha  la  proporzione  de'  lati  omologhi  (5)  CA  :AB  ::  ABzAE,  prendendo 
Il  rapporto  di  lato  eguale  a  base  in  ciascun  triangolo.  Se  si  sostituisco 
CE  in  vece  di  AB  dietro  la  prova  fatta  di  CE^EB^  AB ,  si  ottiene 
la  proporzione  ^CAiCEi  AE ,  ch'è  quella  del  raggio  CA  divito  in  e- 
strema  e  media  ragione;  dunque  t(  lato  tupposto  AB  del  decagono  egua- 
glia il  segmento  maggiore  CE  del  raggio  diviso  in  estrema  e  media  ra- 
gione,  effettuandosi  questa  divisione  in  forza  del  problema  settimo. 

Seguendo  il  cammino  inverso  si  dà  al  problema  la  forma  sintetica,  non 
altrimenii  di  ctò  che  si  è  praticato  nel  primo  caso  del  citato  problema 
del  S  ^3  in  riguardo  all'esagono.  Si  divida  di  fatto  il  raggio  CA  In  e- 
strema  e  media  ragione,  e  si  abbia  ^CAiCEzAE;  si  prenda  la  corda 
AB  —  CE,  che  io  dico  dover  essere  il  lato  del  decagono  regolare.  Sosti- 
tuendo j^B  in  vece  di  CE,  la  proporzione  diviene  CA:AB  ::  ABxAE; 

(I)  a,  //."  (2)  /r'»  (3;  9.  lU.*  cor.  /.  flj  9.  //.«  con  /.  (5)  /^VK.* 
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e  tirando  BB,  ì  due  triangoli  CAB,  BAB  coll'angolo  A  conant  •  coi  lati 
intorno  a  qae^to  angolo  proporzionali  sono  simili  (1),  dando  l'angolo 
C^ABE,  In  virtù  di  questa  similitudine  il  triangolo  BAB  è  isoscele 
come  CAB,  cioè  si  ha  AB  —  BB  ;  e  per  ragione  di  AB  —  CE  pure  iso- 
scele resulta  il  triangolo  ECB,  che  somministra  l'angolo  C  —  EBC,  Cosi 
i  due  angoli  componenti  B  cioè  ABE ,  EBC  sono  ciascuno  eguale  a  C, 
0  sia  il  triangolo  isoscele  CAB  ba  l'angolo  B  alla  base  doppio  dell'an- 
golo C  al  vertice.  Per  lo  che  dividendo  la  somma  180*  dei  tre  angoli  (3) 

180^ 
in  6  parti  eguali,  dev'essere  C  — —jr-— 36%   ^  — f  —  72*;  e  l'arco 

5 

AB  misura  dell'angolo  C  è  36°  o  sia  la  decima  parte  di  360*.  La  corda 
AB  adunque  è  il  lato  del  decagono  regolare. 

Se  si  congiungono  alternativamente  1  vertici  del  decagono ,  si  ottiene 
il  pentagono  regolare.  Che  se  si  vuole  immediatamente  Iscrivere  il  pen- 
tagono, fa  d'uopo  sempre  dividere  il  raggio  CA  in  estrema  e  media  ra- 
gione, far  centro  un  punto  qualunque  Jlf,  e  col  raggio  ^uale  al  segmento 
maggiore  CE  descrivere  un  arco  per  secare  la  data  circonferenza  ne'  punti 
A,  N  onde  condurvi  la  corda  AN,  ch'è  il  lato  del  pentagono.  Dividendo 
poi  l'arco  AB  in  mezzo  e  suddividendo  di  nuovo  la  metà  lo  mezzo,  ec- 
si  passa  alla  serie  de'  poligoni  di  20,  40,  80,  ec.  lati,  ciò  ch'è  evidente. 

5co<to.  Volendo  sopra  una  data  retta  AB  (fig.  110)  costruire  il  deca- 
gono 0  pure  il  pentagono  regolare ,  si  procede  colla  costruzione  di  so- 
pra (3),  che  sommistra  la  nota  proporzione -H-^JIf.'iiB:  1/(4}  o  sia  -H-ilJlf: 
JM:AI;  per  lo  che  IM  o  sia  AB  esprime  11  lato  del  decagono  regolare 
Iscritto  al  circolo  di  raggio  likf,  e  quindi  il  primo  problema  si  risolve  con 
descrivere  il  circolo  di  raggio  AM,  portandovi  successi vajnente  la  corda 
ABf  che  dovrà  la  decima  volta  ritornare  allo  stesso  punto  di  partenza. 
All'oggetto  poi  di  risolvere  il  secondo  problema  si  deve  sopra  AB  (Og.  110 
bis  )  presa  per  base  e  con  AM  consideralo  come  uno  de'  lati  eguali  co- 
struire il  triangolo  isoscele  AMB ,  che  giusta  il  raziocinio  di  sopra  re- 
sulta coU'angolo  alla  base  di  73*  doppio  dell'angolo  al  vertice  JKf  di36*; 
onde  se  si  circoscrive  un  circolo  a  questo  triangolo  (tf),  l'arco  IB  doppio 
dell'angolo  iscriuo  Jlf  (6J  corrisponde  a  72%  e  la  corda  AB  esprime  il 
lato  del  pentagono  regolare  (7).  E  qui  si  noti  dover  essere  il  punto  jlf 
uno  de'  vertici  del  pentagono  regolare,  perchè  la  divisione  in  mezzo  de- 
gli angoli  MAB  e  MBA  eguali  di  72*  alla  base  del  triangolo  la  mercè 
delle  rette  AQ,  BP  dà  l'arco  BQ-  QJir- JlfP-  Pii-72*  (8),  e  coti  i 
punti  Of  Mf  P  denotano  gli  altri  tre  vertici  del  pentagono  regolare. 

(1)  44.  riL''  (2)  9.  7i/.*  (3)  iVoW.  7.  (4)  /F.*  («)  9.  //.*  (6)  8.  //.• 
(7)  i5.  i.*  Scoi.  (8)  8.  li.*  Cor.  S. 
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APPBNDICB   AL  §   15. 

Sopra  i  viUori  dti  lati  dti  poligoni  regolari  iscritti 
e  cireoMcriti  al  circolo,         * 

Qoesi'appendice  si  riferisce  a  dae  problemi  esposti  nel  S  13  riguardo 
ali*  iseriiione  e  cireoscrizione  di  alcuni  poligoni  regolari  la  mercè  della 
geometria  elementare,  di  cui  qui  et  proponiamo  di  ritroTare  I  valori  dei 
lati  in  funzione  del  raggio  del  circolo ,  come  si  Tedrà  nei  segnenti  nu- 
meri. 

I." 

In  primo  luogo  H  d$v  determinare  il  valore  del  lato  del  triangolo 
equilatero  iecritto  nel  eireolOy  di  cui  il  raggio  ai  euppone  della  lunghetta 
cognita  r  (ù^.  82). 

Tenendo  presente  l'esagono  regolare  iscritto  FÀB  ec.  cui  corrisponde 

il  lato  FB  del   triangolo  equilatero,  s'intende  che  il  raggio  OA^  come 

quello  che  divide  io  mezzo  l'arco  FAB^  dev'essere  perpendicolare  al  mezio 

della  corda  FB  (X)\  ed  essendo  il  lato  dell'esagono  eguale  al  raggio,  il 

triangolo  BOA  resulta  equilatero,  e  la  retta  BF  deve  dividere  in  mezzo 

r 
il  lato  OA  (2}.  In  questa  guisa  I  dati  sono  OB  —  r,  0/  —  -,  e  presa  U 

nota  eguaglianza  del  triangolo  OIB  rettangolo  (3)  ch'è  05*—  Oì  +  IB% 

— »     — »-t     — ,  r*      4r*— r*      3r» 

sa  ne  deduce  IB  —  OB  — 01  —  r» —  -  —  — • —  «•  -^^  che  per  mezzo 

4  4  4 

f^3r»       r 
dell'estrazione  della  radice  dà  /B—       V  ~  2  ^  ^   (Algebra  n.^  95) ,  e 

quindi  2IB  o  sfa  FB  — rV/3. 
in  eeeondo  luogo  fi  propone  a  determinare  il  lato  del  quadrato  (fig.  84). 
Si  ha  in  questo  caso  OA^  OB'^r,  e  il  triangolo  rettangolo  AOB  ci 

somministra  immediatamente  AB  —  ÒJ*+  0B^^2r*,  o  sia  AB -^ ri/1. 

In  terzo  luogo  si  deve  determinare  il  lato  del  decagono  regolare  (fi- 
gura Mi). 

Sopponendo  AB  —  a?,  C^  —  r,  si  ha  per  definire  x  la  proporzione  con- 
tinua -i^CAiAB'.CA  —  AB  {A)  o  sia  -H-rixiT  — x,   che  somministra 

r*«— f«  — «*  (Algebra  n.*  172)  o  sia  x^-^-rx^r*,  e  quindi  »  — —  ^ 
=hK(r-+;)  (Algebr.  n.-  «4)— :=hK(^*)  —  1=*= 

(1)  4.  ni.''  ScoL  (2)  9.  IV.^  (3)  U.  XI*  Cor.  S.  (4)  15.  Probi,  ann. 
al  7. 


9» 


^}^t^     ^r  .  r    ^„      r 


—  —  —  =^  àV^  ^  ^  ò  ('"  ^  =^(^  ^)9  ^'  ^°>  *'  ^^^^  considerare  il  mIo 
4  2        2  2 

r 
Talore  positlTO  «•—-(—!+  \/tt). 

Non  possiamo  in  quest'appendice  far  conoscere  il  lato  del  pentadeca- 
gono regolare,  dipendendo  questo  problema  dairaltro  che  c'insegna  a  de- 
terminare la  eorda  di  an  arco  egoale  alla  differenza  di  due  archi  dati,  di 
cui  faremo  in  seguito  parola  nell'appendice  al  S  ^^t  ^  precisamente  nel 
D.""  \\V*  della  stessa. 

£  qui  si  noti  che  le  corde  non  sono  affatto  proporzionali  agli  archi  sot- 
tesi: imperciocché  i  lati  del  triangolo  equilatero,  del  quadrato,  e  dell'esa- 
gono regolare  sottendono  gli  archi  di  120^,  90°,  e  60^,  che  stanno  come 
i  numeri  2:1,  5:1,  mentre  le  corde  espresse  da  n/3,  r\/2,  r  hanno  i 
rapporti  irrazionali  \/3  :  \/2 : 1 ,  che  corrispondono  per  approssimazione 
a  quelli  dei  numeri  1»  732: 1,  414: 1  (Algebra  n.°  115);  onde  si  stabi- 
lisce in  generale  che  U  eorde  $tanno  in  minore  rapporto  dèi  riepeltivi 
archi,  essendo  per  es.  1,  732  ovvero  i,  414  il  rapporto  della  prima  o  ^ 
seconda  corda  alla  terza ,  e  2  ovvero  1 ,  5  quello  del  primo  o  secondo 
arco  al  terzo  arco. 

II.'» 


Volendo  però  passare  dal  noto  valore  del  lato  di  un  poligono  regolare 

fi 
di  n  lati  a  quello  del  lato  del  poligono  regolare  del  numero  2n  o  ^  <* 

lati,  ci  proponiamo  di  risolvere  il  seguente  quesito: 

Trovare  un^equaxione  fra  la  corda  FB  —  e  dt  un  arco  qualunque  ,  la 
eorda  ÀB-^à  deWarco  metà,  ed  il  raggio  OA'^t  del  circolo  (^g.  82). 

Essendo  per  ipotesi  l'arco  AB  melÀ  dell'arco  FÀB,  dev'essere  il  rag- 
gio OA  perpendicolare  al  mezzo  /  della  corda  FB;  onde  per  ragione  del 

triangolo  rettangolo  OIB  si  ha  05*—  o/+  IT/*,  cioè  0/'—  OB  —'BI  — 
r'  —  j,  e  quindi  Ol-^J^l  ^^^  ""  I  )  '  <*«^«*<^*"^<»*'  *"  tegnito  Al  -  OA 

—  Oi  -  r  —  Wr«  —  ~j-r  — W^^*]^^*  j  .  Di  più  l'altro  triangolo 
rettangolo  AiB  somministra  AB^^  Bi'-f-  Al*,  in  cui  sostituendo  i  rispet- 

ivi    valori,  si  ottiene  d«  -  I  +(  ''""^l    ~a —  )  )  ""  "  +  ♦''  — 

'    ^/4r* — c»\  ,  4r*  —  c« 
2r  ^  (  — 4 —  1^ 1 (Algebra  numeri  80  e  121),  che  ridotta  dà 

l'equazione  richiesta 

(A)  d'-  2r»  —  rV/  (4r*  —  e*). 

12     . 


tiv 


92 

Posta  qaasta  formala  generale  (D),  la  semplice  soslitazione  del  parii" 

colare  Talore  di  d  ci  somministra  quello  di  x  :  cosi  nel  caso  del  irian- 

2r«v/3            2r*l/3 
golo  equilatero  si  ha  d  —  r^3  (num.  1.*),  ex—  ^^        — 

—  2rv/3,  cioè  t'  lato  del  triangolo  equilatero  eireoserUio  è  doppio  del 

lato  deWiicriUo.  Nel  caso  del  quadrato  si  sostituisce  d  —  rV/ 2  (oum.  1.*"), 

2r*\/2  2r*i/2 

e  si  ottiene  a?-     ^^/_^^,  «^  — ^^ — 2r,  cioè  t7  te(o  del  qu<{drato 

eireoicritto  è  effuaU  al  diametro  del  circolo.  Nel  caso  deli*  esagono  4  —  r 

2r*  2r'         2r 

somministra  ar  —  rrrrT rr  —  "tts  —  7Ti  »  c^®  «^^  «^  ^"^^*^  '^^  ^*^^  ^''**"" 

|/(4f«— r*)      rj/^3     i/3 

2 

golo  equilatero  iscritto  ::  —  :  t/3  ::  */$  :  ij  dividendo  i  due  termioi 

ir    9 

del  rapporto  per  v/3,  o  sia  il  lato  dell*  esàgofw  circoscritto  è  '/s  di  quello 
del  triangolo  eqmlatero  iscritto*  Ec. 

g  16.  Della  determinazione  delle  tangenti  comuni  a  due  circoli. 

PEOBLBXA. 

Determinare  le  tangenti  comuni  di  due  daii  circoli  (Bg.  112). 

Si  congluogano  i  due  centri  O ,  O'  colla  retta  00*  prolungata  Indefi- 
nitamente Terso  T  elee  al  di  là  del  circolo  di  raggio  minore  ;  si  tirino 
due  dismetri  paralleli  kH,  K'H%  e  dal  punto  estremo  K  di  uno  pe'  due 
estremi  K\  H*  dell* altro  le  due  rette  KK\  EH\  che  prolungate  incon- 
trano la  linea  de'  centri  00*  ne'  punti  7,  S;  da  ciascuno  di  questi  punti 
si  conducano  le  due  Ungenti  al  circolo  di  eentro  O*  cioè  TW  e  Tm\  SN*  e 
5fi'(l);  io  dico  che  queste  prolungate  detono  essere  pure  tangenti  al  cir- 
colo di  centro  O,  di  cui  si  possono  determinare  i  punti  di  contatto  M  e 
tRy  ìT  e  ti. 

Dal  centro  O  si  guidi  la  perpendicolare  OBi  sopra  m*  prolungau, 
questa  determina  il  punto  di  contatto  M\  e  tatto  si  riduce  a  provare  che 
OM  è  raggio,  nel  quale  caso  la  retta  7Jf*Jlf  perpendicolare  all'estremità 
del  raggio  OM  forma  la  tangente  (2).  A  quest'oggetto  si  conduca  dal 
centro  O'  al  punto  di  contatto  Jlf' .il  raggio  0*M\  eh' è  perpendicolare 
alla  tangente  Jlf  '  (3);  cosi  le  due  perpendicolari  O'ilf',  OM  alla  stessa 
retta  JiV 'Jlf  resulUno  parallele  (4),  e  i  due  triangoli  simili  TOBf,  TO*M* 
danno  la  proporiione  W  (A)  TO  :  70'  ::  OJIf  :  O'Jf' ;  di  più  per  lo  pa- 
rallelismo  di  O'JT',  OK  gli  altri  due  triangoli  simili  TOM,  TO*K'  som- 
ministrano la  proporiione" 70  :  70'  ::  OK:  0*K*;  e  da  queste  due  pro- 
porzioni la  tersa  ne  deriva  OJf  :  O'JV'  ::  OE:  O* K',  la  quale  ha  e- 


1  s. 


ProbL  (2)  5.  11.^  (3)  5.  Iti*  (4)  tf.  i.*  (5)  44^  F/ 
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gatti  i  consegoenti  OH*,  0"K*  come  laggi  dillo  slesso  eireolo;  ondo 
defono  essere  egoali  gli  aotecedentl  OMy  OK^  eÌoè  OH  a  soinigiìanza 
di  OK  è  ao  raggio  del  circolo  di  centro  O.  Nella  stessa  guisa  tirando 
dal  centro  O  la  perpendicolare  sopra  Tm*  prolungata  »  si  determina  il 
paoto  di  conialto  m:  e  queste  duo  tangenti  comuni  TM*  M,  Tm*m  ai  dae 
circoli,  che  partuno  da  T,  si  possono  chiamare  ditiUe,  Né  diverso  è  il 
metodo  per  le  tangenti,  che  provengono  da  S:  se  sopra  N*S  prolungata  si 
guida  la  perpendicolare  ON,  ai  viene  a  definire  il  punto  di  contatto  N.  Im- 
perciocché il  raggio  O'iV'  perpendicolare  alla  tangente  SS'  resalta 
parallelo  a  OiV  (1).  e  dai  dna  triangoli  simili  SNO,  SiV'O' (2;  si  deduce 
la  proporsione  SO  :  SO*  ::  ON  :  O'N* ,  che  comparau  coir  altra  (B) 
SO  :  SO*  ::  OH:  0*K*  dei  triangoli  aimili  SBO ,  SE*  O'  dà  origine 
alla  terza  ON  :  O'N*  ::  OHi  0"K*  coi  consegaeoti  eguali;  quindi  aooo 
eguali  gli  antecedenti  ON,  OB,  cioè  a  dire.  ON  è  raggio  del  circolo  ;  e 
per  meizo  della  perpendicolare  tirala  da  O  sopra  il  prolungamento  di 
n*S  si  determina  T  altro  punto  di  contatto  n  »  chiamandosi  trasMrsali 
queste  due  tangenti  coreonl  N*SN,  n*Sn  condotte  da  5. 

Scolio  4.  Tirando  pei  centri  0\'0  i  diametri  A'B',AB  perpendicoUri 
a  TO  f  si  può  rispetto  agli  stessi  flssare  la  posizione  dei  punti  di  con- 
tatto io  'tutti  e  due  i  circoli ,  come  quelli  che  devono  essere  in  generale 
■ella  semicirconferenza  rivolta  al  ponto  donde  partono  le  tangenti  (3).  Ib 
simile  guisa  41  definisce  in  generale  che  i  punti  di  contatto  delle  tan- 
genti diritte  sono  nelle  semicirconferenze  rivolte  a  J»  mentre  quelli  delle 
trasversali  si  trovano  nelle  semicirconferenze  rivolte  a  S:  per  lo  che  nel 
circolo  di  centro  q*  i  ponti  di  contatto  M\  m*  delle  diritte  sono  nella 
semicirconferènza  rivolta  a  T,  e  nell'altra  opposta  a  T  i  punti  di  con- 
tatto N*,  n*  delle  trasversali ,  essendo  nel  circolo  di  centro  O  tutti  e 
qoattro  i  punti  di>  contatto  Jlf,  th^  N,  n  nella  semicircoofereoza  ri- 
volu  a  r. 

Scolio  9,^  Nel  caso  dei  circoli  eguali  il  quadrilatero  BOO'H*  (fig.  112 
6ù),  coi  lati  opposti  OB,  0*B*  paralleli  ed  eguali  è  parallelogrammo  (4), 
eìoéBU*  resulta  parallela  a  00\  e  cosi  syanisee  il  loro  punto  d'incon- 
tro T,  come  si  vede  nella  figura.  In  questo  caso  le  due  tangenti  comuni 
diritte  si  ottengono,  congiungendo  (fig.  112  6tj)  i  punti  A*  e  Ay  B*  t  B 
dei  diametri  A*B*,  AB  perpendicolari  a  00*;  perchè  il  quadrilatero  AOO'A' 
coi  lati  eguali  AO  /  A'O*  e  perpendicolari  a  00*  è  rettangolo  (5) ,  e  la 
retta  A' A  perpendicolare  air  estremità  dei  raggi  O'A*  OA  è  la  tangente 
comune  (6).  La  stessa  ragione  vale  per  B*B, 

In  simile  guisa  le  doe  tangenti  comuni  diritte  AA*^  BB*  corrispondono 
parallele  alla  retta  ^ei  centri  00* y  e  come  tali  sono  parallele  fra  loro  (7). 

(i)  6  /.•  (2)  //.  /.•  Scoi.  (3)  yy.  Fi.«  SeoL  2.  (4)  4M.  iV.''  (5)  42.  Fi.*» 
(6)  0.  //.*  (7)  6.  liLo 
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La  rciu  poi  JfJT'  seca  0(y  nel  ptato  5,  eh' è  il  tao  meno;  perchè  i 
due  triangoli  SOB^  SO*K*  aoDO  egoali  (i),  avendo  i  lati  OB  e  CJT'e- 
goali  e  paralleli,  e  qaindi  SO  —  S0\  Il  pamo  S  adanqae,  da  cai  ai  ti- 
rano le  tangenti  comoni  trasversali  »  è  nel  neiso  della  retu  00*  dei 
centri. 

reorenit 

1.*  £a  dhUinta  M  punto  T  (8g.  US)  donde  partono  U  tangenli  di- 
ritu^  dal  eentro  O  del  eireolo  di  raggio  maggiore ,  cioè  la  retta  TO  è 
la  quarta  proporMionale  dietro  la  differenta  dei  raggi ,  U  raggio  mag- 
giore, e  la  dittanMa  dei  eentri  ;  e  la  diitanga'  del  punto  S  di  partenza 
delle  tangenti  traevereali  da  O  cioè  la  retta  SO  i  la  quarta  propor do- 
nale dietro  la  gomma  dei  raggi  ,  U  raggio  maggiore  ,  e  la  dietanta  dei 
eentri. 

Si  supponga  per  maggiore  aemplicità  la  distanza  dei  centri  OO^'^D, 

il  raggio  maggiore  OM  ^  R,  e  II  mioore  0*Jlf '  <^r;e  t\  riprenda  la  prò* 

porxione   (A)  di    sopra    TO  i  TO'  :*  OH  :  O^M' ,  che   si    trasforma  in 

TO  :  00'  ::  OM  :  OJtf^—  O'M'  cioè  JO  :  D  ::  H  :  Jl  —  r»  la  quale  può 

scriversi  nel  modo  ennocialo  B  —  r  :  A  ::  />  :  TO,  resultandone  sempre 

DR 

TO  —  -= Similmente  l'altra  proportione  (R)  di  sopra  SO  :  SO*  ::  OB 

R  ^  r 

:  O'K'  dà  SO  :  00*  ::  OB  :  OB  +  O'K'  o  sia  50  :  D  ::  A  :  Jt  +  r,  che 
paò  scriversi  giusta  l' enunciazione  R  +  r:  R::  D  :  SO^  deducendosene 

sempre  SO— -r-jr—  Lo  che  ec. 

Corollario  4.^  Dairispezione  dei  valori  di  TO ,  SO  ai  argomenta,  ahe 

posti  gli  stessi  circoli  cioè  rimanendo  costanti  R  9  r,  sono   le   loro  va- 

rlationi  relative  a  quelle  di  X>,  ch'è  il  aolo  fattore  variabile  del  nome- 

ratore;  per  lo  che  TO  e  SO  crescono  o  diminuiscono,  crescendo  o  dimi- 

naendo  D,  ma  in  queste  variazioni  costante  al  deve  mantenere  il  priml- 

TO 
Ilvo  rapporto  —  •  Se  si  comparano  di  fatto   I  due   valori  di  TO  e  SO, 

DR  DR 

si  forma  la  proporzione  TO  :  SO  ::  •;: :  -^-r — ;  dividendo  pel  fat- 

*—  r      J-i-  r 

1  * 

toro  comune  DR  il  V  rapporto,  ai  ottiene  TO  :  SO  ::  jjr^  -  ^  .      ;  o 

molliplicando  in  croce  con  togliere  il  denominatore  comune ,  TO  :  SO 
::  il  +  r  :  il  —  r.  Dunque  ti  rapporto  di  TO  :  SO  reiutta  indipendente 
dalla  distanta  D  dei  centri,  ed  equivale  al  rapporto  della  somma  alta 
differenza  det  raggi,  ch'è  quanto  a  dire  ftia<ro  rapporto  ei  mantiene  co- 
etante  pei  due  circoli  dati,  qualunque  eia  la  diffama  dei  loro  eentri. 


il)  fi  IfV 


Corollari»  4.^  Sa  si  comparano  la  doa  proporaiooi  aagnata  (AJ  a  (B), 
ne  raaolta  la  3*  TO  :  TO'  ::  80  7  SO*  asaeodo  il  8^  rapporto  della  daa 
proporzioni  quello  dai  raggi.  Ooda  il  rapporto  della  diatanze  dei  daa 
centri  dal  ponto  T  o  S  è  coatanta  ;  a  qniodi  aumentandoai  o  diminnen* 
doai  TO  e  SOy  devono  in  corriapoodeofa  anmeotarai  o  dimfnairai  TO' 
a  SO%  cioè  la  variazioni  di  TO'  a  SO*  devono  easera  analoghe  a  qnalio 

TO       SO 

di  TO  e  SOy  affinchè  aempra  ai  abbia  —  —  «^.  (Alg.*  n.  176). 

Corollario  S.*  Eaaendo  defloite  le  distanze  TO^  SO  dalla  dna  propor- 
sioni  di  a  opra,  ne  consegnita,  che  tirando  giusta  la  eaotruiions  del  prò- 
Mema  U  duo  retto  daWaltro  punto  estremo  H  del  diametro  KB  per  gli 
stesii  punti  estremi  H*,  K'  del  diametro  K*H\  devono  questo  due  rotto 
incontrare  la  linea  dei  eentri  noi  medesimi  punti  T  a  5,  a  quindi  Indif- 
ferente reaolta  i'ona  o  l'altra  coatroziune  per  risolvere  il  problema  delle 
tangeoti  comooi  a  due  circoli. 

Corollario  4.^  Uè  solo  indiiferenti  resultano  la  dna  coatrozioni  eaagnite 
per  mezio  dei  diametri  paralleli  HK,  W  K\  ma  ai  poaaooo  aljo  ateaso 
nao  impiegare  due  diametri  qoalooqua  paralleli,  non  essendovi  alcuna 
condiziona  per  limitare  il  particolare  aiatema  dei  diametri  paralleli.  Si 
può  qaindi  ennnciara  il  aeguenta  teorema  generale  :  Se  in  due  circoli  tf 
considerano  un  numero  qualunque  di  coppie  di  diametri  paralleli,  tutte 
le  rette  guidate  per  le  loro  estremità  decono  passare  per  due  punti  fissi 
della  retta,  che  unisce  i  eentri,  determinati  dalle  due  proporzioni  disO' 
pra,  cioè  le  rette  diritte  come  per  es.  BE',  KK*  per  T,  e  le  trasversali 
come  per  es.  BK\  KB*  per  S;  e  le  tangenti  tirate  da  questi  punti  fissi 
ad  uno  <lei  circoli  lo  sono  pure  all'altro. 

Corollario  5.*  Sappooeodo  eguali  i  due  circoli  cioè  R"  r,  ai  ottiene 

DA         DR 

TO  m. .  —  ^00  (Alg.*  n  •  58);  lo  che  significa  esaera  il  punto 

n  ""  •  0 

T  d'ineootro  dalla  d«a  retta  XM\  00*  aituato  a  diaUnza  infiniu  da  O^ 

ciò  che  fa   segno  del  loro  parallaUamo ,  coma  ai  è  altronde  determi- 

BR  DR 

nato  (1).  Nello  ateaao  caso  l'altro  valore  50  —  ^~:  -  diviene  50—  --^ 

K  -r  r  SU 

D 

—  ^>  che  è  nn  reaultimemo  pura  tonforme  a  quello  del   citato  scolio, 

ed  ora  eba  aappiamo  asaera  11  ponto  S  (flg  119  bis)  rincontro  delle  dae 
rette  UK',  JrH'(2),  vediamo  nello  ates&o  il  eentro  del  parallelogrammo 
EEK'H\  ad  abbiamo  una  nuova  ragione  per  dire  SO  —  SO*  (3). 

Seo/to.  In  vece  delia  eoatroiiona  del  problema  di  aopra  si  possono  da* 
termioara  i  punti  T  t  S  (fig.  112]  per  mezzo  delle  due  proporzioni  il — r 
i  R  II  D:  TO,  R+r:R::D:  SO;  il  eba  ai  riduca  a  definire  la  qaarta 


(1)  Probi.  Scoi.  J.  (2)  cor.  5.  (3)  4%  F.' 
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proporzioQale  dietro  ìa  differtnza  o  la  fornuui  ifai  tag^,  il  raggiò  mag* 
giore,  •  la  distanza  dei  antri  (1),  e  trisporUre  la  rispetlira  qaarta  prò* 
poniooale  da  O  io  Te  da  O  io  5,  per  iodi  coodorre  dai   ponti  T  t  S 
1«  tangenti  ad  od  circolo,  che  sodo  comuni  all'altro* 

II.**  Sa  ft  aummta  la  diitansa  OO*  d»i  cenlri,  U  rette  dei  punti  eat- 
riipandenti  di  ettUaCto  Jlm,  Nn  del  prtmo  circolo  $i  avvicinano  al  diametro 
ABy  e  quelle  del  tecondoM'tn',  N'n'  al  diametro  A*B*;  o  ciò  ch*è  lo  ste$9a^ 
la  diminuzione  della  diiianxa  dei  centri  fa  allontanare  le  rette  anzi' 
dette  dai  riepetiivi  diametri. 

GoDciossiactiè  noi  sappiamo  essere  le  rette»  che  aniseono  i  ponti  d«l 
contatto,  perpendicolari  alla  retta  OT  (2)  ;  per  lo  che  MB  esprime  la 
perpendicolare  guidata  dai  Tertice  Jf  dell'angolo  retto  sopra  ripoteaasa  TO 
del  triangolo  rettangolo  TMO,  e  si  haja  proporsione -h-  OB:  O Jf  ;  TO  (3) 

om 

0  sia  OE  —  jTq  ;  6  per  ragione  della  perpendicolare  NF  sopra  Tipote- 
nosa  SO  del  triangolo  SNO  rettangolo  in  N  si  ha  pare  -h-  OF:  01f:S0 

cioè  OF^'gQ  .  Ora  It  distanze  TO  e  SO,  che  formano  i  denominatori 

de*  f  alori  di  OE,  OF,  crescono  al  crescere  di  00"  (4),  mentre  i  nnme- 
rstori,  che  sono  i  quadrati  de'  raggi,  rimangono  costaoti;  dunque  i  rt- 
lori  delle  frazioni  cioè  a  dire  di  OE,  OF  diminuiscono,  allorché  cresce 
la  distanza  de*  centri  (Aritmetica  nnm.  68),  e  così  le  rette  Mm,  Nn,  che 
sono  parallele  a  AB,  si  avvicinano  a  AB.  Né  diversa  va  la  cosa  pel  se- 
condo circolo,  in  coi  i  triangoli   retUrgoli    TM'0\  SlfO'  diono  0*E* 

OM*  OW'' 

—  "vTii  »  ^*^'  —  TTv  5  P^rc^*  le  Yariazioni  di  TO',  SO*  sono  analoghe 

a  quelle  di  TO,  50(5),  cioè  a  dire  crescono  al  crescere  00^,  ed  i  Ya« 
lori  di  0*E\  O'F*  diminuiscono,  o  sia  le  rette  M'm\  N*n*  si  spprossi- 
mano  ad  J'B'.  Che  se  la  distanza  de'  centri  diminuisse ,  succederebbe 
tutto  al  contrario,  decrescendo  i  denominatori  T0,SO,  TO',  S0\  il  che 
imporu  aumento  ne'  valori  di  OB,  OF,  0*E',  O'F* ,  e  quindi  le  rette 
éè*  conlatti  si  discosterebbero  da'  rispettivi  diametri  AB,  A'B\  Lo  che  ec. 

Scolio.  La  determi oaiione  delle  tangenti  comuni  a  due  circoli»  ad  i 
teoremi  gli  dichiarati  serpono  nell'  Ottica,  allorché  si  tratta  della  teoria 
delle  ombre  e  delle  peoorobre  de'  corpi  sferici. 

Ili."  Se  i  due  circoli  dati  hanno  il  contatto  eetemo,  le  due  tangenti 
iraevereali  ti  riducono  ad  una  nel  punto  di  contatto  de*  circoli,  restando 
le  due  diritte  (Gg.  113). 

Essendo  5  il  punto  di  contatto  de'  due  circoli,  la  retta  de*  centri  00* 

(1)  4S  Probi-  1  (2)  41  VI.*"  Scoi,  t  (3)  44  J/.*  Cor.  %,  (4)  /.*>  Cor.  4. 
(6)  !.•  Cor.  2.  (6)  7.  T^ 
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ptMa  par  S,  e  ti  he   00*  o  sia  l>«»JR  +  r(i}.  Se  si  pratica  la  solita 
costrazione  da'  diamelri  paralleli  HK,  H'K*  (2),  la  retta  HW  iacontra 

DR 

la  linea  da'  centri"  io  od  puoto  T  posto  alla  distanza  TO  —  — — (3),cha 

io  dieo  dovere  corrispondere  al  di  là  del  secondo  circolo  di  centro  0\ 
appunto  come  lo  rappresenta  la  figura. 
Imperciocché  dall'uguaglianza  D^R-^r  si  argomenU  l>>Jt— r  cioè 

D  DR"* 

la  frazione  - —  è  sparia,  ed  il  prodotto  -= —  o  sia  TO  resulta  maggiora 

II— r  .n— T 

di  JR  (Aritmetica  num.  82).  Ora  se  si  considera  la  nota  proporzione  (A) 
TO  :  TO'  ::  Bir  del  problema,  la  disuguaglianza  già  dimostrata  T0>  R 
l'altra  ci  somministra  JO'>r,  ch'ò  quanto  a  dire  il  punto  Tè  posto 
fuori  del  secondo  circolo  ;  per  lo  che  si  possono  da  T  condurre  le  due 
tangenti  TM\  Tm*  allo  slesso,  che  prolungate  sono  «pure  tangcbti  al  pri- 
mo circolo  nei  punti  JH,  m  determinati  come  sopra  (4). 
Se  poi  si  congiunge  HMT  questa  deve  incontrare  la  linea  de*  centri  nel 

Dr 

punto  S  posto  alla  distanza  SO  —  •- (5),  che  io  dico  essere  il  punto  di 

n  -}•  r 

contatto  de'  due  circoli;  perchè  nel  presente  caso  D-^R-^-r  si  ottiene 
SO^R,  e  quindi  il  punto  S  airestremità  del  raggio  del  primo  circolo 
sopra  la  retta  00'  è  certamente  il  punto  di  contatto.  In  questa  goi^a 
la  retta  iVn  condotta  per  5  perpendicolare  sopra  00'  forma  la  tangente 
comune  ai  due  circoli,  che  sta  in  vece  delle  due  ordinarie  tanganii  tras- 
versali. Lo  che  ec. 

IV."  Se  i  due  eireoli  hanno  il  contaHo  interno,  le  due  tangenti  diritte 
si  riducono  ad  una  sola  nel  punto  di  contatto, e  le  due  trcuversali  sva- 
niseono. 

Prolungando  (fig.  114)  la  retta  00'  dei  centri,  si  va  a  rincontrare  il 
punto  di  contatto  r(6),  e  la  retta  HH'  deve  concorrere  in  questo  punto 

DR 

T;  giacché  se  nel  valore  di  TO  — si   sostituisce    /)  — B  — r(7) 

^  R  —  r 

si  ottiene  TO  —  R.  Cosi  la  perpendicolare  Mm  condotta  per  T  sopra  OT 
resulta  tangente  comune  ai  due  circoli,  e  tiene  luogo  delle  due  ordinarie 
tangenti  diritte. 

Se  poi  si  coogiunge  HK\  il  puuto  S  d*  incontro  con  00*  dev'essere 
posto  dentro  all'uno  ed  all'altro  circolo:  perchè  1>  —  A  —  r  ah  /><il  +  r, 

0   sia  •^——  è  fratto  proprio,  ed  il  prodotto  -^-- —  cioè  SO  corrispoAdV 
R  -T  r  il  -|-  f 

minore  di  R  (Aritm.*  n.  80);  eia  nota  proporzione  (D)  del  prtMemaSO: 

•  SO'  ::  A  :  r  ci  dà  in  corrispondenza  50'  <  r.  Per  lo  che  da  questo  punto 

S  interno  alle  due  circonferenze  non  si  può  condurre  alcuna  tangente  alle 

(1)  7.  r.»  (2)  Pro6(.  (3)  /."  («)  Probi.  (8}  /.«»  (6)  7.   F."  (7)  Idem, 

13 
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5lcftie .  e  così  svaotscoDo  io  questo  caso  lo  doe  taogentt  trasfcrsali.  Lo 
che  ec. 

V.^  Se  t  du§  circoli  si  secar»o ,  ti  potsono  uit ignare  h  due  tangititi 
diritu  §  ivaniscono  le  (raivértati. 

Impercioccbè  io  simile  caao  (fig.  115}  si  ha  D<R'\-r,  D  >  Jl  —  r(ij; 

D  D 

quindi  _ è  fratto  spurio,  mentre  ■=— r~  é   proprio.   Dunque   il   pro- 

li  -•  r  R  -j-  f 

Dtt  DR. 

dotto    _ ^  cioè  TO  resulti  maggiore  di  Jl,  e  Tallro  r— ~ —   cioè    SO 

ti  —  »  Jl  -^- 1^ 

minore  di  A;  e  per  ragione  delle  due  proporsioni  (A)  e  (B)  del  proòfama 
si  ottier.e  in  corrispondenza  TO'  >  r,  SO'  <  r.  Io  simile  guisa  si  pos- 
sono dal  punto  T  posto  Tuori  dei  due  circoli  condurre  le  due  laogaatt 
comuni  diritte  TM'M ,  7'm*iii  ;  ma  non  mai  dal  ponto  S ,  che  reati 
dentro  a  ciascun  circolo,  e  tosi  svaniscono  le  due  tangenti  trasversali. 
Lo  che  ec. 

YI.**  Quando  uno  dei  circoli  è  dentro  alt  altro  svaniscono  t\  le  imi- 
genti  diritte  che  le  trasversali. 

Perchè  in  questo  caso  (fig.  116)  dev'essere  D  <  A  — r(2)  ed  a  fortiori 

D  D 

J)  <  R  -h  r;  dunque  le  doe  frazioni  ■= t  — -- —  sono  proprie,  e  i  due 

DR        DR 

prodotti    •= *   -^r—. —  o  sia  TO ,  SO  resultano  ciascooo  minore  di  It. 

H  —  r    II  +  r 

V.d  in  forza  delle  due  proporzioni  (A)  e  (B)  si  deduce  tento  TO*  che 
SO"  minore  di  r.  Onde  il  punto  Jed  il  punto  S  sono  neirinterno  di  cia- 
scun circolo,  ed  Impossibile  riesce  di  condurre  per  essi  alcooa  Caogema 
ai  circoli  anzidetti;  lo  che  ec. 

§  17.    DEI   POLIGONI   SIMILI 
Definizione 

Due  poligoni  deHo  stesso  nomerò  di  lati  si  dicono  simili ,  aliorehè 
hanno  gli  angoli  rispettivamente  eguali,  e  proporziooall  i  lati  sirailmeota 
posti  rispetto  egli  sngoli  eguali  cioè  a  dire  i  lati  omologhi;  ed  il  segoente 
teorema  fissa  |e  coodlziooi  necessarie  a  questa  similitotina. 

Teoremi 

ì,^  Siano  (fig.  117}  i  due  poligoni  AB C DE,  ehcde  dello  stesso  numero 
di  lati ,  e  conducendo  in  ciascuno  le  di^igonali  da  uno  dei  vertici  agli 
«/(n,  come  per  es,  AC,  AD^  ac,  ad,  st  dividano  in  coppie  di  triangoli 

(1}  7.  !/.•  (2)  7.  F.*  ScoL 
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iimili  f  iimilmtnu  poiU  ABC  e  abc,  ACD  $  acd.  ADE  •  ade;  t'o  dico 
cK§  quiiti  du9  poligoni  devono  avere  gli  angoli  rìepettivamente  eguali,  ed 
i  lati  omologhi  proporzionali,  ch'è  quanto  a  dire  devono  eeeere  eimili. 

fo  primo  tnofo  Tipotesi  dei  triangoli  timìli  (1)  e  similmente  posti  im- 
porta l'egnagiianza  dei  loro  angoli  similmente  posti  rispetto  ai  Tertiel  dei 
poligoni,  e  qatndl  gli  angoli  B  e  b,  E  ed  e  sono  iinmediaiameDie  egoili 
per  ragione  della  prima  ed  altiroa  coppia  del  triangoli  simili.  Inoltre  gM 
angoli  dei  triangoli  col  vertice  in  A  devono  essere  rispettlTamente  egoali 
agli  angoli  dei  triangoli  col  vertice  io  a,  cioè  BAC  —  bae,  CAD  ^  ead, 
DAE  ->  dMy  lo  che  dà  l'egoaglianza  delle  due  somme  cioè  degli  angoli 
J  e  a  dei  poligoni;  e  per  la  stessa  ragione  rgsall  resultano  gli  ailrl  an- 
goli C  e  e ,  D  t  d ,  essendo  questa  dimostraiione  applfcabile  a  totti  i 
casi  particolari  dei  due  enanciati  poligoni. 

In  secondo  luogo  la  stessa  ipotesi  imporla  11  rapporto  costante  dei  lati 
omologhi  in  ogni  coppia  di  triangoli,  cioè  fissandone  ano  come  per  esem- 
pio di  AB  :  ah  lati  omologhi  dei 'poligoni,  questo  rapporto  per  ragiona 
della  prima  coppia  deve  essere  lo  stesso  per  BC  :  he  pare  lati  omologhi, 
per  AC  :  ae  (2};  ma  la  seconda  coppia  dà  AC  :  ae  ::  CD  :  ed  ::  AD  :  ad, 
e  la  terza  AD  :  ad  ::  DE  :  do  ::  AE  :  ae;  danqoe  il  rapporto  già  Rasato 
di  AB  :  ab  si  estende  ai  rispettivi  Isti  omologhi  del  poligoni  CD  :  ed, 
DE:  de  T  AE  :  ae,  cioè  si  ottiene  la  seria  dei  rapporti  egaali  AB  :  ab 
::  BC  :  he  ::  CD  :  ed  ::  DE  :  de  ::  AE  :  ae.  Lo  che  ec 

Scolio.  Siccome  bastano  doe  conditiooi  per  determinare  od  triangolo 
simile  ad  an  altro  (3),  cosi  per  formare  od  poligono  simile  ad  un  dato 
din  lati  o  sia  per  costruire  n  —  2  triangoli  simili  si  ricercano  2  (n— 2) 
—  2n-— 4  cottdiziooi  ;  mentre  la  definiaione  di  sopra  esige  n  condiiiool 
per  gli  n  angoli  rispettivamente  eguali,  e  n —  1  per  lo  stesso  numero  di 
proporzioni  fra  i  lati  omolagìii ,  cioè  a  dire  il  numero  2fi — 1  di  coodi- 
zioni,  che  ne  racchiude  tre  di  più  rispetto  al  numero  2n^4.  Onde  l'i- 
potesi del  teorema  si  deve  riguardare  come  la  dcfioisione  esatta  dei  pò- 
lìgooi  simili,  ch'è  quanto  a  dire  t  poligoni  eimili  sono  quelli^ehe  ei  pos- 
sono scomporre  nel  medesimo  numero  di  triangoli  simili  è  similmente 
posti. 

il.**  inverso.  Essendo  dm$  poligoni  simiU,  se  si  guidano  da  due  vertici 
omologhi  come  per  esempio  A,  a  delle  diagonali  agli  altri  vertici,  restano 
i  due  polìgoni  divisi  nel  medesimo  numero  di  coppie  di  triangoli  simili 
9  similmente  posti. 

In  forza  dell'ipotesi  si  ha  l'angolo  A  mm  a,  B  -^  b,  te,  e  AB  :  ab  ::  BC 
:  he,  ec;  e  quindi  slmili  resultano  i  due  triangoli  ABC,  abe  cogli  an- 
goli B,  b  egaali  e  coi  lati  intorno  a  questi  angoli  proporzionali  (4).  Que- 
sti due  triangoli  simili  dàono  primo  l' angolo  ACB  —  acb ,  che  sottratti 

« 

11)  //.  Def.  /.  (2)  14.   V.^  (3)  ti.  Yli^  Scoi.  (4)  U.  VU.^ 


^Bfli  aogoli  «gaali  C,  e  dei  poligooi  lisciano  eguali  gli  aogoli  resiiloi 
àCD,  acd;  tecoodo  la  proporilone  BC  '^bc  ::  AC  :  ae,  e  comparandola 
con  quella  dell'ipotesi  BC  :  be  ::  CD  :  ed,  se  ne  deduce  AC  :  ae  ::  CD  :  ed. 
Dunque  i  due  triangoli  ACD,  acd  aooo  simiti  (1),  come  quelli  che  hanoo 
eguali  gli  angoli  in  C,  e  compresi  fra  lati  proponiooali.  E  collo  siesao 
metodo  si  dimostra  la  similitudine  delle  altre  coppie  dei  triangoli  ;  lo 
che  ec. 

lU.**  iVat  poligoni  $imiU  il  rapporto  dei  lati  omologhi  resulta  eoUanle, 
e  dev'euere  eguale  a  quello  delle  diagonali  omologhe,  ed  in  generale  di 
due  rette  qualunque  condotte  eolle  stetee  condixioni  nei  due  poligoni^  le 
quali  perciò  ei  additano  eoi  nome  di  dimensioni  omologhe* 

Li  proposizione  è  chiara  per  lo  rapporto  costante  dei  lati  omologhi  e 
delle  diagonali ,  avendo  riguardo  al  triangoli  slmili  In  cui  si  scompon- 
gono i  poligoni;  e  qui  ci  facciamo  a  presentare  alcuni  casi  delle  dimen- 
sioni omologhe. 

l.*"  Si  coogiungauo  i  punti  JKf  o  iV  delle  parti  m*^^  BM,  CN  dei  ri- 
spettivi liti  BAf  CD,  ed  aocora  i  punti  m,  n  delle  parti  m'*^'  dei  lati 
6tt,  ed;  le  due  rette  ifiV,  mn  esprìmono  due  dimensioni  omologhe,  di 
cui  il  rapporto  deve  essere  eguile  a  quello  dei  iati  omologhi. 

Imperciocché  tirando  MC ,  me ,  si  formano  i  triangoli  simili  CBM, 
cbm  (2),  come  quelli  cho  hanno  I'  angolo  il  —  6  ed  i  lati  intorno  agli 
atessi  proporzionali,  essendo  le  parti  simili  BM,  bm  nello  stesso  rapporto 
degli  interi  AB,  ab;  si  ha  quindi  Tangolo  /?Cilf  —  òcm,  e  la  proporzione 
BC  i  bo  ::  CM  :  em.  Se  si  sottraggono  questi  angoli  eguali  dagli  angoli 
eguali  C,  e  dei  poligoni,  si  ottengono  gli  angoli  residui  pure  eguali 
MCI^,  mcn;  ed  essendo  il  rspporto  delle  parti  simili  Cn  :  en  quello  stesso 
dei  lati  omologhi,  ne  proviene  in  forza  della  precedente  la  proporzione 
CM  i  cm  ::  CN  :  en;  per  lo  che  i  due  triangoli  MCN,  mcn  sono  si- 
mili (3),  e  danno  CM  :  cm  o  sia  BC  ;  be  ::  MN  :  mn. 

m 

2.^  Determinate  le  parti  m'**"^  BM ,  bm  come  sopra  ,  si  conducano 
JlfiV,  mn  rispettivamente  parallele  à  BC ,  be  che  formano  altre  due  di- 
meneioni  omologhe  proporzionali  ai  lati  omologhi  dei  poligooi. 

Perchè  I  due  triaogoli  CBM,  cbm  simili  per  la  slessa  ragione  di  sopra 
danno  l'angolo  BCM  —  bem,  e  quindi  si  argomenta  MCN  "-  mcn;  di  più 
sono  eguali  gli  angoli  alterni  —  interni  BCM  e  NMC  ,  bem  e  fimc  (4), 
e  cosi  ne  resulta  MNC  ^  mnc;  dunque  i  due  triangoli  MCN,  mcn  sono 
simili  (5)  ec. 

3.®  Si  tirino  in  vece  delle  parallele  le  perpendicolari  MN ,  mn  sopra 
AB  e  ab,  che  sono  pure  dimensioni  omologhe  nello  stesso  rapporto  dei 
lati  omologhi. 

Replicando  la  stessa  dimostrazione  sino  air  eguaglianza  degli   angoli 
.1)  14.  VII.*  [%  14.   VII,''  (3)  Idem  (4)  6".   r.*»  (K)  //.  Def.  4. 
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JUCiV,  mcn,  «i  teogt  C90i«  degli  angoli  pure  eguali  BJtlC,  bme  per  ra- 
gione dei  triangoli  simili  CBM,  cbm;  e  posto  l'angolo  BJkf^— 6mn^lK>*, 
r eguaglianza  ne  conseguita  dei   rispettivi  complementi  (1)  C9iN,cmn. 
I  triangoli  adnoqae  MCN,  men  sono  simili  ec. 

£d  io  generale  si  dice»  che  essendo  data  la  condizione  delle  dimensioni 
omologhe,  si  può  sempre  distendere  l'analoga  dimostrazione  fondata  sopra 
i  triangoli  simili,  e  cosi  cnnchiadere  lo  assunto. 

Seolio.  Questo  teorema  sassiste  pei  triangoli  simili ,  io  cui  le  dimen- 
noni  omologhe  possono  essere  le  perpendicolari  tirate  dai  vertici  degli 
angoli  eguali  sopra  i  Iati  opposti,  le  perpendicolari  da  punti  similmente 
posti  in  due  lati  omologhi  sopra  gli  stessi  o  pure  sopi-s  altri  due  lati 
omologhi ,  le  rette  condotte  da  simili  punii  ai  vertici ,  le  rette  che  con- 
giungono le  parli  simili  di  due  lati  omologhi,  ec.  Io  ciascuno  di  questi 
casi  si  formano  due  triangoli  simili,  che  danno  immediatamente  la  pro- 
porzione fra  i  lati  omologhi  e  le  dimensioni  omologhe,  com*é  facile  a 
chiunque  di  verificare,  costruendo  le  particolari  figure. 

IV.*'  I  perimetri  dei  poligoni  timili  hanno  lo  ttesso  rapporto  dei  lati 
omologhi  ed  in  generale  delle  dimentioni  omologhe. 

Imperciocché  si  ha  giusta  Tipotesi  la  serie  dei  rapporti  eguali  dei  lati 
omologhi  (2)  AB  :  ab  ::  BC  :  bc  ::  CD  :  ed  ::  DE  :  de  ::  EA  :  ea;  onde 
la  somma  di  tutti  gli  antecedenti  sta  a  quella  «di  lutti  i  conseguenti  come 
un  solo  antecedente  al  suo  conseguente  (Alg."  n.  177j ,  o  sia  AB  •{-  BC 
-\-  CD  +  DE  +  E  A  :  ab  -\-  bc  -\-  od  +  de  +  ea  ;:  AB  :  ab,  che  vai  quanto 
dire  il  perimetro  del  primo  poliguoo  sta  al  perimetro  del  secondo  come 
il  laio  AB  al  suo  omologo  ab,  E  siccome  il  lapporto  dei  lati  omologhi 
ò  eguale  a  quello  delle  dimeosioni  omologhe  (3),  cosi  ì  perimetri  dei  po- 
ligoni simili  stanno  pure  nello  stesso  rapporto  delle  dimensioni  omolo- 
ghe. Lo  che  ec. 

V.®  i  poligoni  regolari  dello  eteeso  numero  di  lati  sono  simili,  ed  i 
loro  perimetri  hanno  lo  stesso  rapporto  dei  raggi  dei  circoli  circoscritti 
0  pure  iscritti. 

Conciossìacché  1'  angolo  del  poligono  regolare  dipende  dal  numero  dei 
lati  (4),  e  quindi  nella  nostra  ipotesi  dello  stesso  numero  di  lati  resul- 
tano eguali  gli  angoli  pei  due  poligoni  regolari;  di  più  poste  le  due  se- 
rie di  eguaglianze  dei  lati  AB  ^BE  '^  EF^  ec.  ab  -^  be  •»  ef^  te.  la 
serie  ne  proviene  del  rapporti  identici  AB  :  ab  ::  Be  :  be  ::  EF  :  ef,  ec. 
dunque  i  due  poligoni  regolari  ABEFGH,  abefgh  hanno  gli  angoli  eguali 
ed  i  lati  proporzionali,  e  come  tali  sono  simili  ^5).  Se  ora  si  considerano 
i  centri  X>,  d  ,  dei  rispettivi  circoli  circoscritti  ed  iscritti ,  le  rette  DA, 
da,  che  dividono  in  mezzo  gli  angoli  A,  a,  esprimono  i  raggi  dei  cir- 
coli circoscritti,  mentre  le  perpendicolari  DC,  de,  che  dividono  In  mezzo 

(1)  9,  III  •  Cor.  S.  {%  Def.  (3)  ///.•  (4)  iS.  i.^  Scoi.  (5)  Def. 


i  lati  AB  j  ab^  sodo  i  raggi  dei  circoli  Iscritti  (1)  ;  ed  i  dna  triangoli 
DÀC,  àae  rettangoli  io  C,  e  devono  essere  simili  per  ragiooe  degli  an- 
goli i}ACt  dacy  egnali  come  mete  degli  angoli  egoali  A ,  o.  Per  lo  che 
si  stabiliscoDo  la  proporiionf  (9)  AC  :  oc  ::  DA  i  da  ::  PC  :  de  ;  ma  il 
rapporto  delle  metà  AC  :  ae  eguaglia  quello  degl* interi  lati  AB  :  ab;  duo- 
que  ne  proviene  AB  i  ab  '.:  DA  l  da  i\  DC  :  de.  In  qoesta  guisa  i  peri- 
metri dei  poligoni. regolari  simili,  che  stanno  come  i  Iati  omologhi  (3), 
devono  ancora  essere  come  I  raggi  dei  circoli  circoscritti  o  pure  iscritti; 
lo  cho  ce. 

Zemmir  avanti  VI.® 

/  circoli  ti  poitono  riguardare  come  polìgoni  regolari  simili  di  un 
numero  infinito  di  lati,  cioè  a  dire  che  hanno  i  lati  ffi/lntfesimt  a  gli 
angoli  differenti  da  480^  per  una  quantità  in finiteeima. 

Si  sappongaoo  due  poligooi  regolari  simili  ABKFGII  abefgh  iscritti 
in  doe  circoli  qualunque,  di  coi  i  perimetri  espressi  da  P,  p  resultano 
minori  delle  rispettive  circonferenze,  essendo  ogni  lato  mioore  dell'arco 
sotteso  (4).  Da  questi  si  faccia  passaggio  si  poligoni  regolari  Iscrilll  dì 
un  numero  doppio  di  lati,  che  sono  pure  simiti,  coi  perimetri  I",  p*  mag- 
giori dei  precedenti  cioè  P*  >  P^p*  >  p,  essendo  ogni  coppia  di  due  lati 
come  per  esempio  AM  +  MH  >  AH,  am-\-  mh>  ah;  dunque  le  circon- 
ferenze, che  rimangono  sempre  maggiori  de'  perimetri  dei  poligoni,  dif- 
feriscooo  treno  da  P* ,  p*  dia  da  f  ,  p.  Se  si  continua  a  considerare  i 
poligoni  simili  col  nurpero  dei  Isti  nella  serie  dei  doppi,  si  rendono  sem- 
pre più  picsole  le  differeoze  fra  le  circonferenze  ed  I  perimetri  a  segno 
di  divenire  minori  di  qualunque  quantità  assegnabile;  per  lo  che  i  cir- 
coli sono  propriamente  i  (imiti  dei  poligoni  regolari  simili,  cioè  a  diro 
i  perimetri  dei  poligoni  tendono  a  confondersi  colle  cit-eonferenze,  corno 
somenta  il  numero  dei  loro  lati,  senza  poterle  mai  raggiungere  (Ariim.* 
n.*  110) ,  ìeriflcandesi  lo  stesso  per  le  figure  cioè  per  le  superficie  dei 
poligoni  rispetto,  ai  circoli.  Ora  i  geometri  per  maggiore  semplicità  espri- 
mono il  caso  del  limite ,  supponendo  infinito  il  numero  dei  lati  de*  due 
poligoni  simili ,  cioè  ammettono  che  due  poligoni  regolari  di  questa  se- 
rie, avendo  un  numero  imtQeoao  di  lati,  ai  confondano  sensibilmente  col 
cìrcoli;  nel  quale  caso  la  lunghezza  finita  di  ogni  perimetro  divisa  per 
r  infinito  dà    il-  lato   Mero   o   sia    infinitesimo  ,  e  l' angolo   valutato  per 

180*»  (f»  —  2)   ,,  ^  „     360« 

(5)  —  180® si  riduce  a  180®  meno  la  quantità  infi- 

n  n 

360® 
nitesima  —  0  (Alg.*  n.*  tf9);  ed  in  questo  senso   dicono  i    circoli 

OD 

poligoni  regolari  aimili  di  nn  numero  infinito  di  lati   ec-  Agli  occhi  del 
geometra  adunque  la  linea  curva  circonfertnxa  si  conserte  in  un  aggre- 

(1)  a.  //.•  (2)  44,   V,"  (3)  />."  (4)  /.  Def.  4:  (U)  fS.  /."  5co^ 
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gaio  di  iinet  rette  di  laDgheut  tefoiteiima;  diw  qaaloDqae  di  etae  con' 
tigoe  ctDgiaDO  ìDaentibilmeota  di  dimiooe,  formaDdo  un  angolo  vicinia- 
simo  a  180*,  che  dieeai  wanetcénU;  e  così  nei  circoli  il  geometra  ra?- 
visa  poligoni  regolari  dello  aleato  Dcmero  inOnilo  di  lati,  e  cogli  angoli 
eguali  qnasi  •  180^  che  vai  quanto  a  dire  poligoni  regolari  simili. 

VI.*  Le  eirtonfw0nz9  dn  eireoli  hanno  lo  H9$$o  rapporto  dei  loro  dm. 
mefrt  o  raggi. 

Essendo  i  circoli  poligoni  regolari  simili  nel  senso  del  lemmi  prece^ 
dente,  i  loro  perimetri  cioè  le  circonferense  conservano  lo  stesso  rapporto 
delie  dimensioni  omologhe  (1);  e  tali  sono  al  certo  i  diametri  dei  circoli, 
che  rappresentano  delle  dlagooali  fra  i  vertici  opposti  di  si  fatti  po<* 
ligoni. 

Si  può  ancora  dimostrare  lo  slesso,  considerando  la  serie  dei  poligoni 
simili  iscritti  in  doe  circoli  a  norma  del  lemma,  di  cai  i  perimetri  con- 
servano costantemente  lo  stesso  rspporto  dei  raggi.  Gonciossiachè  chia- 
mando Jt  e  r  1  raggi  del  circoli.  Pepi  perimetri  dei  due  poligooi  dif- 
ferenti dalle  circonferense  C ,  e  per   una  quantità  minore  di  qualunque 

P       R 

assegnabile,  ai  ha   da  una  parte  —  —  —  (2),  mentre  dairaltra  si  può  sop- 

P       ** 

C       P 

porre —  0,  tenendo  lo    xtro    luogo  dell'  infioiiesimo.  Qucsia  se- 

e       p 

C       P 

conda  equazione  dà  -  ^  -»   ed    in    forza   della    prima    sì   conchiude 

e       p 

C       R 

--—-*,  cioè  le  circonferenze  sono  nello  stesso  rapporto  dei  raggi  e  quindi 
e        r 

dei  dikmeiri  doppi  dei  rispettivi  raggi.  Lo  che  ec. 

Corollario.  In  due  eireoli  qualunque  gli  archi  timili  cioè  a  dire  dello 
ste$$o  numero  di  gradi  eonteri)ano  il  medesimo  rappoito  dei  raggi;  per- 
chè gli  archi  simili  sono  parti  simili  delle  rispettive  circonferenze  (3),  e 
le  parli  sfmili  stanno  come  gì' interi.  Da  questo  principio  poi  possiamo 
dedurre  il  rapporto  di  due  angoli  ^ ,  o  ai  centri  di  due  diversi  circoli  in 
funzione  delle  lunghezze  JH,  m  dei  due  archi  simili  (4}  compresi  fra  i  ri- 
spettivi lati,  e  dei  raggi  R,  r.  Conciossiachè  può  tro\arsi  la  lunghezza 
delParco  simile  ad  uno  di  essi  nel  circolo  di  raggio  eguale  a  quello  del- 
l'altro,  stabilendo   per  eaempio  la   proporzione  m  :  x  ::  r  :  jR,  che  dà 

X  —  —  come  lunghezza  dell*  arco  di  raggio  R  compreso  fra  i  lati  del- 
V  angolo  a  ;  per  lo  che  ne  nasce  la  proporzione  (5)  il  :  a  ::  Jlf  :  — 
~  :  —  -  .Dunque  i  due  angoli  stanno  fra  loro  come  i  quozienti  delle 


m  • 
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Iungh9t»9  degli  arthi  eompmi  pei  iri<p«fftPt  foggi,  cioè  a  dire  in  npon 
eompoUa    della   diretta   delle   lungKetie  degli  e^chi  e   deWinverea  dei 
raggi. 

Seolio.  Avendo  caraiterinaio  i  circoli  eoRM  paligoai  regolari  simili,  ne 
consegoila  che  tulle  le  diineosiotti  omologhe  cioè  le  linee  similmenie  po- 
ste sono  fra  loro  |iroportionaU,  e  quindi  le  drtonferenze  e  gli  archi  H- 
mili  eomervano  il  rapporto  non  che  dei  raggi  ma  di  due  dimeneioni 
omologhe  qualunque.  In  sì  fatta  guisa  le  corde  degli  archi  simili  sono 
dimensioni  omologhe,  e  propriamente  corrispondono  a  diagonali  omologhe 
nei  due  poligoni  regolari  nel  senso  del  lemma,  ed  il  rapporto  éi  queste 
corde  eguaglia  quello  dei  raggi:  imperciocché  supponendo  (ftg.  118)  i  due 
archi  simili  AB,  ab,  si  formano  i  triangoli  isosceli  ADB,  adb  cogli  sa- 
goll  ai  vertici  Z>,  d  eguali,  il  che  importa  la  egoaglianta  degli  angoli 
alle  basi  (1)  e  perciò  la  similitudine  dei  triangoli,  donde  si  deriva  la 
proporxione  (2)  AB  :  ab  ::  DA  :  da.  Né  altrimenti  va  la  cosa  per  le  per- 
pendicolari DC,  de  abbassate  dai  centri  sopra  le  antidelte  corde  degli 
archi  simili ,  verificandosi  par  ragione  dei  triangoli  rettangoli  J)AC,  dae 
slmili  Is  prnporiione  DC  :  de  ::  DA  :  da.  Anche  i  prolungsmenii  CJT. 
eh  di  queste  perpendicolari,  limitati  sino  all'incontro  nel  circoli,  stsnno 
come  i  raggi  ;  il  cbe  si  deduce  dalla  stessa  proporzione  cosi  scritta  DA 
i  DC  ::  da  :  de  ,  \e  quale  si  conserte  in  D^  ^  DC  (—  CJT}  :  DA  ;:  da 

—  de  (— cfc)  :  da  ,  0  sia  CE  :  eh:: DA  :  da.  Di  più  le  perpendicolari  AL^ 
al  condotte  dai  punti  estremi  A,  a  degli  srchi  simili  sopra  i  raggi  DB^ 
db  che  passano  per  gli  altri  punti  estremi  B,  h,  o  le  porzioni  LB,  Ib  di 
questi  roggi  sono  dimensioni  omologhe ,  com*  é  chiaro  dai  triangoli  si- 
mili ALB,  alb  ,  che  dènno  AL  :  al  ::  LB  :  Ib  ::  AB  :  ab,  ec.  ec 

Problema,  Dato  il  poligono  ABCDE  {ù^.  117}  sopra  il  lato  ab  omolo- 
go ad  AB  costruire  un  poligono  simile. 

Condotte  dal  vertice  A  del  dato  poligono  le  diagonali  AC,  AD,  si  fac- 
cia al  punlo  b  di  ab  T  angolo  o6c  —  ABC  ed   al   ponto   a  1*  angolo  bac 

—  BAC  (3);  queste  due  rette  bc ,  ac  col  loro  incontro  In  e  determinano 
il  triangolo  abc  simile  sd  ABC  (4).  Al  punto  e  di  ac  omologo  ad  AC  si 
costruisca  l'angolo  acd  —  ACD,  al  punto  a  l'angolo  cod—  CAD,  e  eoa) 
ne  proviene  il  triangolo  acd  simile  sd  ACD;  e  sopro  ad  omologo  a  AD 
si  faccia  il  triangolo  ade  simile  ad  ADE.  Il  poligono  abede  dev'essere  si- 
mile al  dato  ABCDE  (5}  ,  perchè  questi  due  poligoni  resultano  dallo 
atesso  numero  di  triangoli  simili  e  similmente  posti. 


(I)  9.  #//.•  Cor.  7.  (2)  44.   V.*  (3)  2.  Probi.  (4)  14.  Def.  /.  (»)  I." 


§    18.    DELLA    MISURA    DELLE   ABBE   DELLE   FIGURE 

DéfinitUmi 

1.*  Si  dice  arfo  di  ona  figura  la  ponioDe  di  safMrfieie  piaoa  limitata 
dal  perimetro  della  stessa,  e  doe  figure  sodo  eftrtvolenft ,  allorché  com- 
prendoDO  aree  egoali,  aebbene  noo  coincidaDo  i  perimetri. 

2.*  L' alUMxa  di  on  triangolo  é  la  perpendieolare  abbassata  da  uno 
qualunque  dei  suoi  tertici  sopra  il  lato  opposto,  cui  si  dà  in  corrispon- 
denza il  nome  di  baie. 

3.*  Nel  parallelogrammo  può  prendersi  come  base  on  lato  qoalunquo» 
cui  corrisponde  come  alUMza  la  sua  distanza  perpendicolare  dal  lato  op- 
posto, cioè  la  perpendicolare  comune  fra  i  doe  lati  opposti  paralleli,  di 
cui  uno  si  prende  per  base  ;  e  quindi  uno  dei  due  lati  contigui  del  ret- 
tangolo ne  rappresenta  la  base  e  l'altro  l'alttMxa, 

4/  Il  quadrilatero  con  doe  soli  lati  opposti  paralleli  si  chiama  frape«io, 
ano  dei  lati  paralleli  ne  forma  la  base,  e  la  loro  distanza  perpendicolare 
VaUexza,  appellandosi  coDgionta mente  boii  ì  doe  lati  paralleli. 

T9oremi 

I.*  J paralMogrammif  ohe  hanno  baH  egwili  ed  oUexxe  eguali,  $ono 
equivalenti. 

Facendo  coincidere  le  basi  eguali  dei  due  parallelogrammi  in  AB 
(fig.  119  e  120},  Tengono  gli  stessi  rappresentati  da  ABDC  e  ABFE  in 
due  diverse  posizioni,  secondo  che  il  lato  BD  del  primo  è  intersecato  o 
no  dal  lato  AE  del  secondo;  ma  i  lati  superiori  CD,  EF,  che  sono  pa- 
ralleli ad  AB  tó  alla  stessa  distanza,  corrispondono  sempre  nella  retta 
CF  parallela  a  AB  (1) ,  e  la  seguente  semplicissima  dimostrazione  con- 
viene a  tutti  e  due  i  casi.  Ed  in  vero  i  due  triangoli  ACE,  BDF  sono 
egoali  (2),  perchè  hanno  eguali  i  lati  AC  e  BDy  AB  e  BF  opposti  nei 
due  parallelogrammi  (3),  e  gli  angoli  compresi  CAB  e  DBF  coi  lati  ri- 
spetti va  mente  paralleli  (4).  Ora  se  dal  quadrilatero  ACFB  si  tolgono  di 
seguito  questi  doo  triangoli  eguali  ACE  e  BDF,  riroane  da  prima  il  pa- 
rallelogrammo ABFE  e  poi  l'altro  parallelogrammo  ABDC  ,  di  cui  le 
duo  aree  doTooo  essere  eguali;  lo  che  ec 

Corollario.  In  forza  di  questo  teorema  si  può  qualunque  parallelo- 
grammo ABDC  (fig.  120)  convertire  in  un  rettangolo  eqoif alente  ABFE 
della  stessa  base  ed  altezza. 

11.**  Il  triangolo  è  la  metà  del  parallelogrammo,  che  ha  la  steesa  baie 
ed  altezza. 

(1)  $.  IF.°  Cor.  12)  //.  ///."  (3)  12  !/.•   f*)  6.  Ti!.'' 
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Facendo  coincidere  in  AB  (Og.  i2l  e  122}  le  basi  eguali  det  iriaogolo 
ABE  e  del  parallelogrammo  ABDC,  il  veri  ice  E  del  triangolo  de?  e  cor- 
rispondere 0  sopra  il  prolongamenlo  del  lato  superiore  CD  del  paralle- 
Jograraroo  o  pure  sopra  lo  slesso  lato  CD,  avendo  giusta  l'ipotesi  il  ver- 
tice E  ed  il  lato  CD  la  stessa  di^laoia  perpendicolare  da  AB.  Per  lo  tbe 
tirando  BF  parallela  ad  AEy  pruloDgaodo  CD  sioo  ali* incontro  in  F  con 
BF ,  si  Torma  il  parallelogrammo  ABFE  equivalente  al  dato  ABCD  (1); 
ma  il  triangolo  ABE  corrisponde  alla  metà  del  parallelogrammo  ABFE 
per  ragione  dei  due  triangoli  eguali  ABE,  FÉ B  {2),  che-\o  compongono; 
dunque  il  triangolo  ABE  sarà  pure  la  metà  del  parallelogrammo  iIBDC. 
i.0  che  ec. 

Corollario,  I  triangoli^  eh$  hanvo  basi  eguali  ed  altezMe  eguali,  sono 
equivalenti;  perché  coincidendo  le  basi  egoali  in  AB  (fig.  121}  i  due 
triangoli  si  esprimono  da  ABC ,  ABE  coi  vertici  C,  E  posti  nella  retta 
CE  parallela  ad  jéB  per  ragione  deH'eguali  altezie,  e  ciafcun»  di  essi  è 
metà  dello  stesso  parallelogrammo  formato  sopra  la  base  comune  ed 
altezza. 

HI.®  Due  rettangoli  di  eguali  altezze  hanno  lo  stesso  rapporto  dttte 
rispettive  basi. 

Facendo  coincidere  le  altezze  eguali  in  AE  (iìg.  123) ,  i  Mtlangoli  si 
rappresentano  da  AEFB ,  AEKD  colle  basi  AB,  AD  nella  stessa  retta; 
e  noi  supponiamo  da  prima  commensurabile  il  rapporto  delle  due  basi 
espresso  per  esempio  dai  numeri  7  :  4,  cioè  divisa  AB  in  7  parti  eguali 
Am,  mn,  ec.  quattro  di  queste  parti  si  de\ono  comprendere  in  AD^  Ora 
sa  dai  punti  di  diiisione  m,  n,  p,  q,  r  s' innalzaDO  le  perpendicolari  ad 
AB^  si  formano  sette  reilangoli  nel  primo  AEFB  e  quattro  nel  seconda 
AEKD^  che  sono  eguali  fra  loro,  come  quelli  che  hanno  egoali  i  due 
lati  contigui  cioè  le  basi  e  le  altezze  (3)  ;  il  rapporto  adunque  dei  due 
rettangoli  AEFB  :  AFKD  è  quello  dei  numeri  7  :  4  o  sia  eguale  al  rap- 
porto delle  basi  AB  :  CD. 

Se  il  rapporto  delle  basi  è  incommensurabile,  si  procede  col  noto  me- 
todo (4)  a  provare  che  il  quarto  proporzionale  dopo  rettangolo  AEFB^ 
rettangolo  AEKD ,  e  base  AB  non  pQÒ  essere  maggiore  né  minore  di 
base  AD.  Ed  in  vero  supponendo  (fig.  124)  la  1"  proportione  AEFB 
:  AEKD  ::  AB  :  AC  col  quarto  termine  AC  maggiore  di  AD,  si  può  la 
base  AB  considerare  divisa  in  parti  eguali  di  grandezza  inferiore  all'ec- 
cesso DC  di  AC  sopra  AD ,  e  così  fra  D  t  C  deve  cadere  un  punto  p 
di  divisione.  Da  questo  ponto  p  s'innalzi  la  perpendicolare  pt  ad  AB  onde 
formare  i)  rettangolo  AErp,  e  per  ragione  del  rapporto  commensurabile 
delle  basi  AB,  Ap  si  ottiene  la  2/  proporzione  AEFIi  :  AErp  ::  Ab 
:  Ap  ,  che   comparala   colla    1/  dà   la   3."   AEKD  :  AKi])  ::  AC  :  .4/», 

(1)  /.•  (2)  li.  /!.•  (3)  /f.JX/'  Scoi.  [\)  14.  IIL'  Scoi. 
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eh 'è  assarda;  ed  aoa  proporzione  assurda  parimente  si  otliene,  allorché 
si  sappone  il  quarto  termine  della  1/  minore  di  AD,  Dunque  in  tutti 
e  due  i  casi  il  rapporto  dei  rettangoli  eguaglia  il  rapporto  delle  basi; 
lo  che  ec. 

IV.**  Due  rettangoli  qualunque  stanno  in  ragion  compatta  dei  due  rap- 
porti  semplici  deUe  basi  e  delle  alte%xet  cioè  a  dire  come  i  prodotti  delle 
basi  per  le  rispettive  altex%e» 

Situando  (fig.  12K)  il  lato  AH  del  rettangolo  N  in  diretto  del  lato  AD 
deiraltro  rettangolo  M,  devono  i  due  lati  AE,  AD  corrispondere  pure  lo 
diretto  (1),  avendo  riguardo  agli  angoli  eguali  HAEy  DAB.  Onde  se  si 
prolungano  i  lati  FH^  CD  sino  al  loro  incontro  in  G^  si  viene  a  deter- 
minare un  terio  rettangolo  P,  che  ha  la  stessa  altezza  AD  di  Jlf ,  e  la 
stessa  altezza  AH  di  N ;  per  lo  che  sussistono  le  due  seguenti  propor- 
zioni (3)  M  i  P  ::  AB  :  AH,  P  :  N  ::  AD  :  AE,  che  moltiplicale  termino 
per  termine  (Algebra  n.**  175)  danno  Mx  P  i  P  xN,  o  sidi  (Algebra 
D.**  173)  M:N  :;  ABx  AD  :  AHX  AE.  Lo  che  ec. 

Scolio.  Questo  teorema  il  mezzo  ci  appresta  di  misurare  i  rettangoli 
cioè  di  definire  l'area  di  uno  rispetto  all'area  di  un  altro,  comparando 
i  rispettivi  prodotti  delle  basi  per  le  altezze,  che  d'ordinario  sono  espresse 
in  numeri  relativi  all'uniti^  di  misura  lineare.  Volendo  rendere  più 
semplice  l'operazione  si  è  convenuto  di  stabilire  T uniti  di  misura  per 
le.  superficie,  e'  si  è  scelta  l'arca  del  rettangolo  che  ha  la  base  lei'  al- 
tezza 1 ,  0  sia  il  quadrato  costruito  sopra  V  uniti  lineare ,  che  noi  desi- 
gniamo per  Q.  In  simile  guisa  uo  rettangolo  qualunque  R  di  base  B  ed 
altezza  A  si  riferisce  al  quadrato  Q  —  1  per  mezzo  della  proporzione 
R  i  Q  ::  A  X  B  :  i  X  i,  0  èidi  R  :  i  ::  Ax  B  :  i ,  cht  ék  R  '^  A  X  B, 
ed  in  modo  assoluto  si  enuncia;  che  il  rettangolo  ha  per  misura  il  pro- 
dotto della  base  per  l' altezza.  Questa  proposizione  si  deve  riguardare 
come  compendiosa,  sottiotendeodovisi  il  termine  del  paragone ,  ch*è  l'o- 
iiità  Q  di  superficie,  ed  il  prodotto  di  base  per  altezza  altro  non  denota 
che  quante  volte  il  rettangolo  R  comprende  il  quadrato  Q  ;  cosi 
nel  caso  di  tf  —  5  palmi,  ^  —  4  pa/mt,  si  ha  A  —  5x4  —  20  palmi  qua^ 
drati ,  che  si  possono  rendere  visibili  (fig.  126)  tirando  le  perpendi- 
colari alla  base  ed  altezza  dai  punti  di  divisione:  Che  se  i  e  B  fossero 
espresse  io  canne ,  miglia ,  ec.  V  unità  di  superficie  sarebbe  il  quadrato 
supra  il  lato  di  una  canna,  di  nn  miglio,  ce  ed  il  prodotto  Ax  B  espri- 
merebbe l'area  del  rettangolo  in  canne  quadrate,  miglia  quadrate,  ec. 
Quando  poi  i  numeri  dì  A  e  B  comprendono  frazioni,  dell'unità  lineare, 
si  deve  procedere  col  metodo  delle  parti  aliquote,  che  somministra  le 
unità  di  superficie  e  le  rispettive  parti  deiruoità  (Arit.*  2"  ediz.  n**  131  Ss.  5*). 
Con  questo  sistema  noi  veniamo  esponendo  le  misure  delle  aree  del- 
ti) «.  F/.*  (2)  7/1." 


I  altre  figart  »  cioè  ci  tedUM  ad  cMwciaia  acafte  r 

peadiofa  Mb  aifSffa  ia  aada  aaMlala  •  cha  deve  riCerifsi  alla  atcsea 

■alU  Q  di  tmpa^tìe  già  iaaala  k>  nung^ 

Coronario,  Esaeada  sei  quadralo  coMidcralo  a  gaisa  di  rcUaagalo  U 
iMfe  cgaale  all'aliena.  Il  prodollo  di  baia  per  allena  si  ridate  alla  aa- 
casda  poceaia  del  aaaMro  esprincBie  le  niià  KMari  cealiale  aella  ba- 
te,  e  qaiDdì  ai  alabiliece  ebe  la  wrìntru  dU  qmmdrato  è  ia  woeomdm  yo- 
lemsa  d#I  two  laio.  Coek  sei  caao  del  lato  S  palmi  l'area  dd  quadrala  è 
95  palwu  quadrati ,  cbe  si  possooo  definire  (fig.  iS7)  per  ainiie  dalle 
perpendicolari  eoadotie  dal  pomi  di  dirisioDe  dei  d«e  lati  caBligai;  a  ae 
il  lato  ai  Talofa  ia  eamia ,  la  aoa  ieeoada  patean  dà  eawie  qmadrmU, 
caina  ba  luogo  per  leailaore  di  aoperlieie  (Ariu*  2*  edii.  Ut.  Il  a  pag.  144), 
di  coi  oeirollima  coloooa  ai  espriae  il  lalo  io  coMia,  earriapaodeodori 
oell'aotipeooliima  le  tceoDde  poleose  dei  lail,  cbedeoataooj^fwirii^liaa- 
sìeoo  le  eaooe  quadrate.  Per  qoesla  ragiooe  la  seeooda  poleoza  ia  Algebra 
ai  cbiama  quadrato  (Algebra  Dom.  7S9,  e  le  formole  algebraicbe  (Algebra 
OBm.  80)  (a  ±;à)»  —  a>  :t: 2aà  +  à*  ,  (a  +  ò)  (a  —6)  «-  o*  ~  i*  ,  ee.  ai 
caovertooo  io  icoremi  gcooieirici,  acatitoendo  i  quadrati  alle  seconde  po- 
leoM  delle  lioee  ed  i  reilaogoli  ai  prodotti  ;  il  cbe  poro  ba  loogo  pel 
teorema  Dumerlco  delle  2*  poteaie  dei  lati  del  triaogolo  rettangolo, 
cbe  vale  pei  quadrati  costruiti  sopra  i  lati  ausidetti  (1);  ed  in  generale 
i  primi  dieci  teoremi  del  libro  secondo  di  Euclide  si  possono  dimoatrsre 
per  mezzo  di  formule  algebraicbe.  Tutte  le  volle  poi  cbe  i  teoremi  som- 
ministrano una  proporzione  In  linee,  facendo  il  prodotto  degli  estremi  e 
ilei  medi ,  vi  si  può  aoatiloire  il  rettangolo  sopra  gli  estremi  egnale  a 
quello  sopra  i  medi,  o  al  quadrato  del  medio  proporziooale  nel  caso 
della  proporziona  continua,  il  cbe  si  verifica  pei  teoremi  del  §  15  circa 
le  linea  proporzionali  nel  circolo. 

V  ^  Qualunque  paralUlogrammo  ha  per  mitura  il  prodotto  della  base 
per  Vallerà  (2). 

Conciossiacbè  essendo  il  parallelogrammo  ABDC  (fig.  120}  equivalente 
al  rettangolo  ABFE  della  stessa  base  AB  e  della  stessa  altezza  AB  (3), 
ne  conseguita  cbe  la  misura  AB  X  AE  del  rettangolo  (4)  debba  convenire 
al  parallelogrammo;  lo  cbe  ec. 

Corollario.  I  teoremi  subiliti  nella  comparazione  dei  retUogoli  val- 
gono ancora  pei  parallelogrammi,  cosi  estendo  A^A*  le  altezze,  B,  B*  le 
basi  dei  due  parallelogrammi  P,  F<,  si  ha  P  :  P'  ::  J  x  J^  :  A'  x  B'  cioè 
i  parallelogrammi  a  somiglianza  dei  rettangoli  (6)  etanno  in  ragion  eompo- 
ita  delle  ba$i  e  delle  altezze.  Posto  adunque  A  —  A\  si  ottiene  P  :  P' 
::  B  :  B\  e  nel  caso  di  £  —  B'  ne  resulta  P  :  P'  ::  A  :  A\  cioè  a  dire 
t  parallelogrammi  della  eteeea  altezza  etanno  come  le  basi  (6),  e  quelli 

(1)  i4.  X#.«   Scoi.    (2)    Def.  S.   (3)   /."  Cor.   (4)  JF."    Scoi.  (5)  /F.» 
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della  steua  late  cvnvB  1$  altezze.  La  coDdiziooe  gentrale  poi  di  essere 
P  ^  P*  qnflla  si  è  di  A'xB  ^  A*x  B',  che  dà  origine  alle  proporzione 
A  :  A*  ::  B'  :  Brt  quindi  si  stabilisce  che  due  parallelogrammi  tono  e- 
guali,  allorché  hanno  le  altezze  in  ragione  inversa  delle  haei^  nella 
qnale  condizione  l'altra  si  comprende  di  A  ^  A\  B  —  B'(t). 

VI.®  /{  triangolo  ha  per  misura  la  metà  del  prodotto  della  b<ue  prr 
Valiezza  (2). 

Essendo  il  triangolo  ACB  (6g.  128)  meU  del  parallelogrammo  formato 
sopra  la  stessa  base  AB  e  colla  medesima  altezza  CD (3),  s'intende  do- 
vere Gonfeoire  all'area  del  triangolo  la  metà  della  misura  di  quella  del 

I 
parallelogrammo,  cioè  ^  ABX  CD;  lo  che  ec 

Corollario,  Tutte  le  proposizioni  stabilite  pei  parallelogrammi  (4)  sus- 
sistono pei  triangoli;  giacché  ammettendo  la  stessa  segnatura  per  le  basi 

ed  altezze  dei  due  triangoli  T  e   T\  si  ha  T:  T*  ::  — —  :  — ^—' 

::  A  X  B  z  A'  X  B'  cioè  t  triangoli  stanno  in  ragion  composta  delle  basi 
e  delle  altezze^  ec»  ec. 

VII.^  Il  trapezio  ha  per  misura  il  prodotto  della  retta ,  che  unisce  % 
mezzi  dei  lati  non  paralleliy  per  la  distanza  dei  lati  paralleli,  o  sia  la 
semi-somma  delle  basi  molliplieata  per  la  sua  altezza  (5). 

Sia  il  trapezio  ABCD  {,ùg,  129),  di  cui  AD,  BC  rappresentano  le  basi 
parallele,  e  BQ  l'altezza;  dal  mezzo  O  di  CD  si  tiri  OP  pamllela  alle 
basi  e  FÉ  parallela  a  BA,  e  si  prolaogbi  BC  io  F:  io  dico  di  essere  P 
il  mezzo  di  BA ,  e  di  essere  il  parallclugrammo  ABFE  equivalente  al 
trapezio  ABÙD.  Imperciucckè  si  hanno  i  due  triangoli  COF^  EOD  e. 
guali  (6)  per  ragione  di  CO  ^^  OD  e  degli  angoli  intorno  a  questi  lati 
rispettivamente  eguali  (7),  da  cui  si  deduce  FO  —  OE;  ma  FO  —  BP  ed 
OE  «  PA  (8);  dunque  P  è  il  mezzo  di  BA.  Di  più  se  dal  trapezio  ABCD 
si  toglie  il  triangolo  EOD  e  si  sostituisce  il  triangolo  eguale  COF,  egli 
è  chiaro  che  viene  a  formarsi  11  parallelogrammo  ABFE  equivalente  al 
trapezio.  In  questa  guisa  la  misura  del  trapezio  ABCD  si  riduce  a  qoella 
del  parallelogrammo  ABFE,  che  si  esprime  da  AE  X  BQ  (0);  ed  essendo 
AE-^PO  [ÌO],  si  può  l'anzidetta  misura  convertire  in  PO  X  BQ  giusta 
la  prima  enunciazione  del  teorema.  Quando  poi  si  riflette  essere  PO  os- 
2AE       AE  h  BF      AE -t  BC  +  CF       AE-^BC+ED 


sia    AE  — 


2  2  2 


(1)  i.°    (2)    Def,   «.    (3)   //.•   (4)   K."    Cor,    (5)    Def,    4,  (6)  41,  iV.^ 
(7)  2  e  6,   K.**  (8)  4S.  //.«  (9)   F.**  (10)  /«.  //.** 
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AD+  BC 
2 


i  la  prima  espressione  PO  x  BQ  della  misura  del  trapezio  si 


AD  +  BC 
trasforma  nella  secooda  tdenliea ~ x  BQ;  lo  che  ec. 

VIII.*^  in  0^1  quadrilatero  iscritto  nel  circolo  come  per  etempio  ABCD 
(6g.  130j  il  rettangolo  formato  sopra  le  due  diagonali  AC,  BD^  di  cui 
una  ne  rappresenta  la  base  e  l'altra  V  altezza,  è  eguale  alla  somma  dei 
due  rettangoli  formati  sopra  i  rispettivi  lati  opposti ,  cioè  a  dire  si  ha 
ACX  BD  '^  ABX  CD  -f  AD  x  BG. 

Comparando  due  archi  qualunque  soUesi  da  due  lati  cootigoi  come 
per  esempio  CD,  DA,  sì  prenda  neirarco  maggiore  CD  la  parte  CO^^ 
DA;  e  si  guidi  BO ;  che  incunlra  in  I  la  diagooale  AC;  io  dico  che  i 
due  triangoli  IBC ,  ISA  scpra  la  diagonale  AC  sono  rispettivamente  si- 
mili ai  due  triangoli  BDA,  BDC,  in  cui  Pallra  diagonale  BD  divide  il 
quadrilatero.  Ed  in 'vero  i  due  triangoli  IBC,  BDA  hanno  l'angolo /BC 
o  sia  OBC  —  ABD{Ì),  e  l'angulo  ICB  o  sia  ACB-^ADB;  dunque  i  due 
triangoli  sono  simili,  e  danno  la  proporzione  (2)  CI  '  BC  ::  AD;  BD, 
che  si  converte neireguaglianza  Clx  BD  ^  ADx  BC  (Algebra  d.*  171). 
Parimente  i  due  triangoli  ÌBA,  BDC  hanno  l'angolo  IBA  o  sia  OBA 
—  CBD  (3)  per  ragione  dell'arco  AD  —  CO^  cui  aggiungendo  DO,  si  ot- 
tiene AO  —  CD;  hanno  di  più  l'angolo  lAB  o  sia  CAB  —  CDB;  dunque 
questi  triangoli  sono  simili,  e  se  ne  deduce  la  proporzione  Aìi  AB  ::  CD 
:  BD^  cioè  r  eguaglianza  AIxBD'^  ABxCD.  Se  si  sommano  le  due 
eguaglianze  ,  e  si  riflette  essere  ClxBD  +  AIX  BD  *  {Ci  +  Ai)  BD 
^  AC  X  BD,  ne  proviene  AC  ><  BD  "  AD  X  BC  +  AB  X  CD;  lo  che  ec. 

IX.*  /{  poligono  regolare  è  misurato  dalla  metà  del  prodotto  del  suo 
perimetro  pel  raggio  del  circolo  iscritto^  che  dicesi  apolema. 

Sia  O  (fig.  83)  il  centro  del  circolo  iscritto  al  poligono  regolare  ABCDEF, 
che  la  mercè  delle  rette  OA,  OB,  OC,  OD ,  ec.  si  scompone  nel  trian- 
goli AOB  ,  BOC ,  COD  ,  ec.  di  cui  le  basi  corrispondono  ai  successivi 
lati  AB,  BC,  CD,  ce  del  poligono,  e  le  altezze  OL,  OM,  ON,  ec  dono 
eguali,  come  quelle  che  rappresentano  i  raggi  dol  circolo  iscritto  (4).  Con- 
siderando adunque  la  sola  altezza  o  apotema  OL  per  tutti  i  triangoli  si 

I  i  ' 

ha  (5)   AOB  —  -  ABxOL.BOC'-  -  BC  X  OL,  COD  -^-  CDx  OL,  ce; 

sa  s 

e  però  la  somma  di  questi  triangoli  cioè  a  dire  V  arca   del   poligono  re- 

1  I  I 

gelare  ABCDEF  si   esprime  da  •  ABx 0L+  -BCxOL -\-  -  CDx  OL 

a  •  a 

I  I 

+  ce  —  -  {AB  +  BC  +  CD  ^  ce.)  xOL  ^'  Px  B,  chiamando  P  il 

a  9 

pvrimelro  ed  Jl  il  raggio.  Lo  che  ec 

(1)  8.  ii.°  Cor.  o.  (2)  /.;.  F.'  (3)  8,  il,''  Cor.  J,  (4)  /J. //.°  (5)   r/.» 
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Lemma  a  vanii  X.** 
limite  dei  poligoni  regolari  circoscriUi,  di  cui  il  numero 
mpre  nella  serie  dei  doppi,  cioè  il  perimetro  del  poligono 
irsi  colla  eirconferema  e  l'area  col  circolo,  potendosi  le 
^xe  rendere  minori  di  qualunque  quantità  auegnabile. 
PB  ec.  (fig.  131)  OD  poligono  regolare  qualunque  iscriUo 
scriva  il  poligono  simile  GHDH  ec.  (i);  e  passando  al 
i  un   nomerò  doppio  di  lali  CfAeB  ce.  (2),  si  Tenga  a 
rispondenza  il  circoscriuo   simile  CqpmnB  ec.  in  cui 
ano  semi  lati,  qp,  pm,  mn  lati  interi;  e  rosi  di  segnilo 
cessiti  poligoni  circoscriiii  di  un  numero  di  lali  preso 
...a  deriirdei  doppi,  di  cui  i  perimalri  si  vanno   facendo   sempre  più 
piccoli.    Conclossiachò   si   ha  (3)  mn  <  mD -h  Dn,  td  aggiungendo  Am 
+  nB  ai  doe  membri ,  ne  proviene  Am  +  mn  +  nB  <  Am  +  mD  +  Dn 
+  nB  ,  o   sia   Am  +  mn  +  nB  <  AD  +  DB  ;  il   che   imporla  essere  la 
somma  di  due  lali  del  bectndo  poligono  minore  di  un  lato  del  primo,  e 
quindi  il  perimetro  del    secondo   poligono   resulla   minoie  di  quello  del 
primo,  valendo  questa  dimostrazione  per  due  poligoni  consecutivi  qualun- 
que dell'anzidetta  serie.  Intanto  il  perimetro  di  ogni  poligono  circoscritto 
dev'essere  sempre  maggiore  della  circonferenza,  essendo  per  esempio  nel 
caso  del  poligono  di  n  lali  AD  +  DB  cioè  la  lunghezza    di  on  lato  più 
grande  dell'arco  AB  parte  n'*"*^  della  circonferenza  e  questo  per  la  ra- 
gione della  linea  spezzala  invilappante  maggiore  della  linea  curva  conves- 
sa, qual'è  Tarco  circolare  (4),  compresa  fra  gli  stessi  punti  estremi  ed 
inviluppata.  I  perimetri  adunque  dei  successivi  poligoni  circosciitti,  come 
quelli  che  diminoiscono  ,  si  avvicinano  sempre  alla  circonferenza,  e  non 
vi  pervengono  mai,  potendola  lur«  differenza  diventar  minore  di  qualun- 
que quantità  assegnabile;  il  che  importa  di  essere  la  circonferenza  il  li- 
mite dei  perimetri  di  s)  fatti  poligoni.  Né  diversa   va  la  cosa   per  le  ri- 
speliite  ligure:  perché  le  superficie  delle  figure  mlslilinee  ADB,  Ame,  ec. 
esprimono  la  parte  n'*"*^  dell'eccesso  del  particofare  poligono   di  n  lali 
sopra  il  citcolo,  come  è  chiaro  per  la  coincidenza,  che  può  cfTettuarsi  di 
ADB  con  AHC  j  ec  di  Ame  con  Apfy  ec  ec;  e  queste  ligure  mistiiinee 
tendono  sempre  più  a  diminuire,  come  le  linee  spezzate  ADB,  Ame,  ec. 
si  avvicinano  agli  archi  circolari  AB,  Ae,  ec.  Il  circulo  adunque  è  il  li- 
mile delle  aree  dei  poligoni  circoscritti,  ec  Lo  che  ec. 

Scolio.  Ecco  la  dimoslraziooe  del  principio  ammesso  dica  lu  linea  spez- 
zata intiloppaote  maggiore  della  curva  convessa  inviluppala:  sia  la  liuea 
spezzata  JJ/ìY  (fio.  132),  e  fra  gli  slessi  punti  estremi  A^  y  si  consideri 
la  linea  convessa  (5)  formata  dalle  rette  AB,  BC,  CD,  DE,  EN,  di  cui 

(1)  i3.  Probi.  2.  1\  metodo  (2)  IS.  Probi.  /.  (.3)  /.  Def:  i.  (i)  6',  /.• 
Scoi,  (.1;  io.  !hf.  i. 
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ciaftcaoa  prolungala  occorra  ad  MtN  nei  rispedivi  pumi  b,  e,  d,  e.  Par- 
tendo dalla  propogjziooe  fondamentalt  JiH  +  Jf6  >  Afr,  coli*  aggioDU  dì 
bN  si  deduce  la  prima  ioeguagliaoza  AH  +  MN>  Ab  +  bN:  slmilmeDle 
pesto  Bb  -^bo  Bc,  coiraggioDia  di  AB  e  eN  si  deduce  la  secooda 
Ab+  bN>  AB  +  Be  +  eN;  posto  Cc+  ed >  Cd,  eoli* aggiunta  di  AB 
•^  BC  e  dn  si  ouleae  la  tersa  AB -^  BC  +cN  >  AB  -{-  BC  +  Cd  +  dl^; 
posto  Dd  +  d$>  De,  coli' aggiaou  di  AB  -h  BC  +  CD  ed  éN  si  lia  la 
quarta  AB+  BC  +  Cd  +  dN>  AB '\'  BC  +  CD -^  De  +  eN;  posto  ia 
fine  Ee  +  eN>  EN,  aggiungendovi  AB  +  BC  -^  CD  -h  DE  si  ricava  la 
quinta  AB  +  BC  '\'  CD.+  De  ^  $N  >  AB+  BC  +  CD  +  DE  +  EN.  E 
siccome  io  questa  serie  d'ineguaglianze  il  secondo  membro  di  una  qua- 
lunque diviene  il  primo  membro  delia  seguente,  cosi  si  argomenta  a  for- 
fiori  essere  il  primo  membro  della  prim»  ilJlf  4  MN>  AB  +  BC  +  CD 
+  DE  +  EN  ch'è  il  secondo  membro  delPultima,  ch'è  quanto  a  dire  la  li- 
nea spezzata  inviluppante  è  maggiore  dellt  linea  convessa  inviluppata. 
Ora  se  le  retta  AB,  BC  ec  si  suppongano  infinitesime  ed  i  successivi  an* 
goli  evanescenti,  la  linea  ABCDEN  (fig.  132  hit)  si  converte  nella  curva 
convessa  APN;  per  lo  che  in  forza  della  dimostrazione  di  sopra  la  linea 
spezzata  AJH  +  MN  resulta  maggiore  della  curva  convessa  APN,  e  nella 
classe  della  curve  convesse  si  comprendono  appunto  gli  archi  circo- 
lari (1). 

Questo  teorema  si  verifica  in  generale  per  due  lìnee  convesse  qualun- 
que comprese  fra  gli  stessi  punti  estremi  e  formate  da  varie  rette»  es- 
sendo sempre  la  linea  inviluppante  (fig.  132  ter»)  AMOPQN  maggiore 
dell'inviluppata  ABCDEN,  e  la  dimostrazione  resulta  analoga  agli  stessi 
principi.  Di  fallo  prolungando  AB  in  b,  5C  in  e,  CD  in  4,  DE  in  e, 
si  patte  dal  principio  AM  +  MO -k-  Ob>  Ab,e  coH'agginnia  ui  òP+  PQ 
+  QN  si  deduce  la  prima   ineguaglianza   AM^  MO  +  Or+  PQ  +  QN 

>  i46  +  òP  +  P(?  +  QN;  poi  si  stabilisce  Bb  +  bP+  Pt  >  Be,  si  ag- 
giunge AB  e  cQ  -^r  QN,  e  si  deduce  la  seconda  ineguaglianza  Ab  ^hP 
+  Jpp  +  QN>  AB'^Bc-{-eQ'\-  QN;  così  da  Ce  +  cO  +  Od  >  Cd  si 
argomenta  dietro  la  conveniente  aggiunta  la  terza  AB-\'Bc  •veQ'\-QN 

>  AB-\-BC-\'Cd'\'  dN;  indi  da  Dd-\'de>  De  la  quarta  AB  +  BC 
+  Cd  +  diV  >  ill>  +  BC  +  CD  -h  De  4-  eN,  e   finalmente  da   Ee  +  eN 

>  EN  la  quinta  AB  -{^  BC  •¥  CD -\-  De  +  eN  >  AB  +  BC  J^  CD  +  DE 
4-  EN.  Dunque  si  ha  il  primo  membro  della  prima  ineguaglianza  AM 
-h  MO  +  OP  +  i>P  +  (?iV  >  JB  +  BC  +  CD  +  DK  +  EN ,  eh'  è  il  sc-*^ 
condo  membro  dell'ultima.  Supponendo  come  sopra  le  rette  infinitesime, 
ed  evanescenti  i  successivi  angoli,  si  ottengono  due  linee  curve  convesse 
(fig.  132  bis)  APN,  AQN,  e  la  curva  inviluppante  APN  è  maggiore  del- 
l'inviluppata AQN  compresa  fra  gli  stessi  punti  estremi  A^  N,  Che  se  le 

(1)  5'.  I."  Scoi. 
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due  GurTe  convesse  sono  archi  circolari,  allora  l'arco  inviloppanle  ÀPN 
è  quello  del  raggio  più  piccolo  (1),  e  si  stabilisce  che  nel  caso  di  due 
archi  circolari  compresi  fra  gii  stessi  ptmti  estremi  Varco  di  raggio  mag- 
giore è  piik  corto  dell*arco  di  raggio  minore.  Qoesto  principio  ci  sarà  olile 
per  iatabilire  la  più  corta  distanta  fra  dae  punii  della  superficie  sferica, 
dove  le  distanze  si  misurano  per  archi  circolari  (Vedi  S  2S.  lir  Cor.  5°). 

X.°  L*area  del  circolo  ha  per  misura  la  metà  del  prodotto  della  cir- 
conferenza pel  raggio,  o  sia  il  circolo  è  equivalente  ad  un  triangolo^  che 
ha  per  base  la  circonferenza  distesa  in  linea  retta  e  per  altezza  il 
raggio. 

Conciossiachè  considerando  nella  serie  dei  polìgoni  regolari  circoscritti 
quello,  di  coi  l'area  S'  differisce  dall'area  5  del  circolo  di  raggio  R  per 
una  quantità  minore  di  qualunque  assegnabile  (2) ,  si  può  stabilire  l' e- 
quazione  5'  —  5  —  0 ,  in  cui  Jo  zero  tiene  luogo  dell'  infinitesimo ,  non 
altrimenti  di  ciò  che  si  è  praticato  nel  teorema  VI"  del  S  ^^9  ^  cosi  si 
ha  5'  —  S  Inoltre  chiamando  P  il  perimetro  di  (ale  poligono  e  C  la 
circonferenza,  si  può  ancora  supporre  P —  C  —  0,  cioè  P  '^  C  (3).  Ora 
se  nell'equazione  relativa  all'area  del  poligono,  ch'é  5'—  '/%P  x  R  (4) ,  si 
sostituiscono  i  valori  di  5'  —  5,  P  —  €,  ne  proviene  S  -«  >/>  C  'x  R  giusta 
ia  supcriore  enunciazione;  e  questa  misura  conviene  ai  triangolo, di  cui 
la  base  è  C  e  l'altezza  R  (!(}.  Lo  che  ec. 

Corollario»  Confrontando  l'area  del  poligono  circoscritto  e  quella  del 
circolo,  si  vede  essere  il  loro  rapporto  fissato  da  ^t  PXR  :  '/>  CxAcioèda 
P  :  C,  cb'è  quanto  a  dire  il  rapporto  delle  aree  del  poligono  circoscritto 
e  dtl  circolo  è  eguale  a  quello  dei  loro  contomi ,  o^  sono  il  perimetro 
del  poligono  e  la  circonferenza, 

Xi.^  L'area  di  qualsisia  settore  (6)  CAB  (fig.  2)  é  misurata  dalla  metà 
del  prodotto  dell'arco  sotteso' CFB  pel  raggio  del  circolo, 

loiperciocchè  chiamando  s  l'area  del  settore,  A  la  lunghezza  dell'arco, 
5  e  C  il  circolu  e  la  circonferenza  di  raggio  R,  coi  si  appartiene  il  set- 
tore ,  si  stabilisce  la  proporzione  {7)  s  :  S  ::  A  :  C,  che  si  converte  nel- 
l'altra s  :S  ::  '/^AXR:  '/%  C  X  R  mercè  il  moltiplico  dei  termini  del 
secondo  rapporto  per  lo  stesso  fattore  \%  R;  ma  si  ha  (8)  S  —  </«  C  Xit; 
dunque  dovrà  essere  a  i-  >/•  J  x  JR.  Lo  che  ec. 

/Corollario.  Volendo  valutare  l'area  del  segmento  CFB  {i) ,  si  deve 
prima  espriii>ere  l'area  del  settore  CAB,  e  dalla  stessa  sottrarre  l'arca 
del  triangolo  CAB  (2)  ;  imperciocché  si  ottiene  segm,  CFB  —  sett.  CAB 
—  triang.   CAB. 

Scolio-  Non  si  possono  effettuare  le  misure  indicate  nei  teoremi  X^  e  xr, 
senza  che  si  esprimano  in  numeri  le  lunghezze  del  raggio  e   della  cir- 

(1)  15.  i."  ScoL  (2)  Lemma.  (3)  tdem.  (4)  IX.""  (5)  VI.''  (6)  f.  Def.  i. 
(7)  2.  //.°  Cor    (8)  A-.° 
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coofereDM;  il  che  ei  conduce  al  famoso  problema  risoluto  la  prima  volta 
in  modo  approssimato  da  Arshimeder  che  consiste  nel  definire  il  rapporto 
della  circonferenza  al  raggio  o  pure  al  diametro. 

Il  metodo  di  trattar  questo  problema  é  qoello  stesso  adottato  dal  no- 
stro sommo  geometra  ,  e  si  fonda  snlla  proprietà ,  che  hanno  di  avvici- 
narsi sempre  più  alla  circofnferensa  i  perimetri  delle  dne  serie  di  poli- 
goni regolari  simili  iscritti  e  circoscritti ,  di  coi  il  namero  dei  Iati  va 
crescendo  al  doppio.  Imperciocché  essendo  sempre  II  perimetro  di  qnalsi- 
sia  poligono  iscritto  minore  della  circonferenza  (3)  e  quello  del  poligone 
circoscritto  maggiore  (4),  si  paò  a  piacimento  pervenire  a  dne  perimetri 
sempre  più  avvicinati  di  poligoni  slmili,  cioè  a  doe  valori  nomerici  che 
possono  differire  di  una  quantità  mioore  di  qualunque  assogoabile  ;  per 
lo  che  la  parte  comune  a  quel  doe  numeri  esprime  certamente  il  valore 
della  circonferenza  compresa  fra  gli  stessi,  che  resulta  approssimalo  sino 
a  quel  punto.  In  forza  di  questo  metodo  non  può  ritrovarsi  li  rapporto 
esatto,  sebbene  se  ne  possa  spingere  l'approssimazione  sino  all'infinito; 
ma  per  altre  vie  hanno  1  geometri  dimostrato  essere  on  si  fatto  rapporto 
tneommeniuroòfia ,  e  cosi  il  resulta  mento  del  metodo  è  appunto  quello 
che  può  ottenersi  in  simile  circostanza. 

Partendo  a  somiglianza  di  Archimede  dall'esagono  iscritto,  di  cui  il 

lato  eguaglia  il  raggio  (5)  supposto  1,  e  percorrendo  la  serie  dei  poligoni 

Iscritti  e  circoscritti  di  12 ,  24,  48,  96,  ec.  lati,  si  ottiene  il  perimetro 

del  poligono  iscritto  di  24576  espresso  6,2831853...  e  quello  del  poligono 

slmile  circoscritto  da  6,2831853...;  onde  la  circonferenza,  eh'è  maggiore 

del  primo  perimetro  e   niinore  del  8fc«'ndo,  si   esprime  certamente  da 

6,2831853  a  un  dieciniillonesimo  presso.  Io  simile  guisa  il  rapporto  di 

,      6,2831853       3,1415926 
questa  circonferenza  al  suo  diametro   resiiUa — » 

^  2  1 

cioè  3,1415926  è  U  lunghezza  della  circonferenza  del  diametro  l;e  sic- 
come questo  rapporto  è  costante  per  qualsisia  circonferenza  al  suo  dia- 
metro (6),  cosi  si  stabilisce  in  generale  essere  3,1415926  il  rapporto  ri- 
chiesto della  circonferenza  al  diametro,  il  quale  numero  sarà  sempre  da 
noi  indicalo  colla  lettera  greca  «r- 

Venendo  ora  al  calcolo  dei  perimetri  dei  poligoni  già  indicati,  facciamo 
uso  per  la  serie  degl'iscritti  della  nota  formula  {Append.  al  S  15  n.  IP). 

in  cui  r  è  il  raggio  deV  circolo,  e  il  lato  del  polìgono  di  n  lati,  d  quello 

(1)  4,  Def.  4.  (2)  F/.»  (3)  47.  Lem.  or.  K/.»  (4)  Lem,  av.  X»  (5)  4S, 
Probi.  4.  4.  caso.  (6)  47.  VI." 
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di  2n  laii  ;  e  per  la  serie  dei  ci rcoscrtut  dell'altra  doU  formala  (ibidem 
n.  1V.«) 

adr, 

mercè  la  quale  si  fa  passaggio  dal  lato  d  del  poligono  iscritto  al  lato 
X  del  poligono  simile  circoscritto;  e  queste  due  formule  nel  presente  caso 
di  r  —  1  si  riducono  alle  seguenti 

(B')  d^\/i\  +  V  e)  - 1/  (t  -  'A  e  ) 

2d 


(D')  X-— 


[/[{2  +  d)  (2  -  d)  ] 


1/  Operoiione  pei  poligoni  di  i2  lati, 

e  lato  dell'esagono  —  1 
)  d^\/{i  +  0,5)  —  ^  (1  —  0,  5)  -  V/  1,5  -  V/  0,5 
V/  1,5  -  1^2474  48713  92 
i/  0,5  -  0,70710  67811  87 

d  -  0,51763  80002  05 

1,03537  61804 

ron  X  —  — —  0.53589  83849. 

'^  1.93185  16526      "»*'•'*»''  **'»'"^' 

2.*  OperaMÌone  pei  poligoni  di  Ì4  lati. 

e  .  0,51763  80902  05 
V/  (1  +  '/*  e)  -  1,12197  10535  94 
1/  (1  -  '/a  e)  -  0.86091  86691  53 

d  -  0,26105  23844  41 

0,52210  47689 

jc  .    J 1^ „  0.26330  49952. 

1,98288  97228       ''•^^^"  ^^*'^' 


3."  Operazione  pei  poUgoni  di  4H  lati. 

e  -  0,261  5  238^1  41 
y  (1  4..1;  e)  -  1,06326  20524  68 
1/  (i  -^  V*  e)  -  0,93215  57940  08 

ci  -  0,13080  62584  60 
0,26161  25169 
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4.''  Operatione  pei  poiigoni  di  96  Mi. 

e  -  0,13080  62584  60 
1/  (1  +  >/•  e)  -  1,03218  36709  98 
1/  (1  —  </i  e)  —  0,06674  65046  55 

d  -  0,06543  81656  43 
0,13087  63313 


«  — 


1,09892  91750 


-  0,  06547  32208. 


5.*  Operazione  pei  poligoni  di  i9t  lati. 

e  -  0,06343  81656  43 
V/  (1  +  •/.  e)  -  1,01622  78695  36 
)/  (1  —  i/«  e)  -  0,98350  44062  83 

d  —  0,03272  34632  53 

.-J:^^.^^.  0.03*75.7844*71. 
1,99973  22758  19         ' 

6.*  Operazione  pei  poligoni  di  384  lati. 

0  -  0,03272  34632  53 
1/(^1  +  «/,  e)  -  1,00814  76735  21 
V/  (1  —  «/•  e)  -  0,99178  53943  13 

d  -  0,01636  22792  06 

0,03272  45584  16      ^  ^,^^^  ^^^^  ^ 

« -• 7^:=;:=^5-;;a«««—«»  -  0,01636  282C8  08. 
1,99993  30678  35         ' 

7.'  Operazione  pei  poligoni  di  768  lati, 

e  -  0,01636  22792  08 
V/  (1  +  «/•  e)  -  1,00408  22374  71 
V/  (1  .  i/,  e)  -  0,99590  10294  18 

d  -  0,00818  12080  53 

0.01636  24161  06 
^  u,uiuoo  ^iji      u^  _  0,00818  12765  02. 

1.99998  32668  89         ' 

8."  Operazione  pei  poligoni  di  i!^6  lati» 

e  -  0,00818  12080  53 
\/[i  +  «A  e)  -  1,00204  3J8146  50 
V/  (1  —  i/,  e)  -  0,99795  26020  68 

d  -  0,00409  06125  82 

0,00818  12251  64      ^  ^^.^«  ^«^^  ,o 
a;-.  J. «  0,00409  06211  38. 

1.99999  58167  18 
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O."  Operazione  pei  poligoni  di  S07%  lati. 

e  -  0,00409  06125  82 
V/  (i  +  'A  e)  -  1,00102  21307  70 
i/{i^  i/t  e)  --  0,90897  68234  09 

d  »  0,00204  53073  61 
0,00409  06147  22 


1,99999  89541  79 


--0,00204  53084  31. 


10.'  Operazione  pei  poligoni  di  61  Ai  <alt. 

e  -  0.00204  53073  61 
1/  (1  +  "/«  e)  -  1,00051  11961  79 
V/  (1  —  ,/,  e)  -  0.99948  85423  65 

d  -  0,00102  26538  14 
0.00204  53076  28 


05  — 


1,99999  97385  45 


-  0,00102  26539  48. 


11.°  Operazione  pei  poligoni  di  4%t8H  Uiii. 

e  -  0,00102  26538  14  • 

V/  (1  4.  1/,  e)  -  1,00025  56307  80 
V/  (1  —  i/a  e)  -  0,99974  43038  56 

d  »  0,00051  13269  24 
0,00102  26538  48 


X  — 


1,99999  99346  36 


-  0,00051  13269  41. 


12.'*  Operazione  pei  poligoni  di  94576  lati- 

e  .  0,00051  13269  24 
»/  (1  +  »/.  e)  -  1,00012  78235  61 
V/  (1  —  sfa  e)  -  0,99987  21600  97 

d  -  0,00025  56634  64 
0,00051  13269  28 


ap  — 


1,99999  99836  59 


-  0,00025  56634  66. 


I  valori  ài  dj  X,  moltiplicati  pel  rispettiTO  nanero  12,  24,  48,  ec. 
dei  lati  danno  1  perimetri  giasu  la  segoente  UTola: 


ita 


NUMERO 

DBl  LATI 

YALOBE   DEL   PERIMETRO   DEL   POLIGONO      | 

ISCRITTO 

CIRCOSCRITTO 

IS 

6.2116571 

6.4307806 

24 

6,2652572 

6,3193199 

48 

6,2787004 

6.2921724 

96 

6,2820639 

6.2854292 

192 

6,2829049 

6,2837461 

384 

6,2831152 

6,2833255 

7«8 

6,2831678 

6,2832204 

1536 

6,2831809 

6,2831941 

3072 

6.283i8i2 

6,2831875 

6144 

6,^2831850 

6.2831859 

1              12288 

6.2831852 

6,2831855 

1             24576 

6,2831853 

6,2831853 

E  da  questa  taTola  si  argomenta,  come  già  si  è  detto,  ^  — 


6,2831853 


-  3,1415926. 

Archimede ,  limitandosi  ai  poligoni  di  96  lati ,  venne  provando  do?er 

essere  il  perimetro  del  poligono  iscritto  maggiore  di  3  '«/71,  l'sitro  del 

circoscritto  minore  di   3  «V?*»  1  ^  prese  come  valore  approssimato  della 

22 
circonfereoia  3  '•/70  0  sia  3  ■/;  «>  =^  •  ch*è  qaanlo  a  dire  assegnò  11  fa* 

moso  rapporto  del  diametro  alla  circonferenza  come  7  a   22  ;  il  quale 

22 

valore  -r'  convertito  in  decimali  ai  esprime  da  ^  «*  3  ,  1428  ec.  esatto 

sino  alla  cifra  dei  centesimi,  come  per  altro  é  chiaro  dalla  tavola  sope- 

6  28 
riore,  che  pei  poligoni  di  96  lati  somministra  «r  —  -~-  3 ,  14.    Merita 

355 
pare  di  essere  conosciuto  il  rapporto  di  Meiio  «*  -«  -^  assai  pib  appros- 
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simsto  di  quello  di  ^Archimede ,  perchè  si  conrerte  nella  frazione  deci- 
male ^  —  3,1415929  eaatta  sino  ai  milionesimi;  e  deve  come  tale  dipendere 

..,..   j,   -..«....     ji  «  .  .  6,283185 

dai  poligoni  di  6144  lati ,  che  danno  giusta  la  uvola  ^  —  — - — 

-  3,141592. 

XIl.®  La  eireonferensa  di  qualunque  etreolo  è  tgtuile  al  iuo  diametro 
moMplicato  pel  numero  eostame  «r»  ch'esprime  il  rapporto  della  eircon- 
ferensa  al  diametro:  Varea  del  circolo  è  eguale  al  quadralo  dtl  raggio 
moliiplicato  per  lo  tteeto  numero  «r;  0  l'area  del  settore,  che  comprende 
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l'arco  A  di  g  gradi,  i  eguale  ali*  n*^^^  del  precidente  prodotto,  indican- 
do per  n  i7  rapporto  di  3W*  :  g.* 

Chiamando  R  il  dato  raggio  dal  circolo  e  C  la  cireonrereoza ,  si  su- 
hilisce  la  proporiione  (i;  1  :  «*  ::  IR  :  C  ,  da  coi  ai  ricava  C  —  2A  ^^ 
(Alg.*  n.®  172).  Se  poi  si  sosUlaisce  questo  Talora  di  C  nell'aspressioM 

%R^fX  R 
dell'area  dìel  circolo  (2)  S—  »/•  C  X  Jt;  si  ottiene  S  — s —  R^4e.  In 

fine  la  lunghezza  dell'arco  A  di  g^  si  determina  per  mezzo  della  propor- 

liooe  g""  :  360^  ::  A  :  IR^r,  che  dà  A  ^  '  ;  e  quindi   si    deduce 

0  X  2R^  g 

l'area  del  settore  (3)  #  -  »/*  -^  X  ^  -  'A  X       3^^       ^  '^  ""  MÓ  ^ 

R*if  —  — ,  essendo  per  ipotesi  —  —  n  cioè    -i_  —  -  • 

JppZiecutona  nvinertca 

Sia  A  —  7  ean,  tf  pai.  3  oli.  e  si  voglia  esprimere  la  circonferenza  e 
l'area  del  circolo  ad  un  diecimllleaimo  presso  dell'  uoltA  dell'  infimo  or* 
dine. 

Riducendo  le  canne  ed  i  palmi  ad  ottavi  di  palmo,  si  ha  A  —  491  off»; 
e  considerando  «  —  3,14159  (4),  si  ottiene  la  circonferenza  C  —  2  X  491 
X  3,i41tt9  —  3085,04139  ott,^  che  ridotti  in  palmi  e  canne  danno 

C  -  tan.  49  .  1  .  5,0414. 
In  riguardo  alla  superficie  si  deve  da  prima  calcolare  R*  (Aritmelice 
2*  ediz.  n."  121.  Es.'  5.*} 

ean,  7.5.3 
7.5.8 


53  .  5  .  5 
4.6.2.7 
2  .  7  .  0  .  1 

ean,  58  .  6  •  6  •  7  .  1; 
la  quale  misura  ridoiU  agli  ottavi  del  S""  ordine  diviene  ferzi  ott,  241081 
-  Jl«  ;'e  poi  si  subilisce  5  -  241081  X  3,14159  -  757377,65879  terzi 
etlavi,  che  vai  quanto  dira  ^ 

3  -  con.  184  .  7  .  a  .  0  .  1,6588 
cioè  184  eofina  quadrate ,  7  paline ,  2  primi  offavt,  zero  eeeondi  ottavi 
1  ierMo  offflvo  a  6588  diecimillesimi  di  ferjio  oCkiuo. 

Rimanendo  lo  atesso  valore  di  R,  si  voglia  calcolare  l'area  dei  seitor» 
di  ^•-15»  52'  18'. 

(1)  47,  F/.*  (2)  J.*  (3)  X/.*  (4)  X/.»  Seoh 
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9«0»  1296000*' 

IO  qoesto  caso  si   ha  n  -  :^^r^^r^,  -  -^^^.  eqniodi 

1296000       757377.65879  X  57138 
i  -  757377,65879  terzi  ottavi  :   -^j^^ -^-^^^^ 

43275044667,94302 

j^960ÒÓ 33391.23816  terxi  ottavi  - 

con.  8-1.1.5.  7,2382  cioè  8  canne  quadrate  1  palmo,  ec. 

Corollario.  Essendo  5.  s  le  aree  di  dae  circoli,  R,ri  raggi»  si  ottiene 
S  —  itVt  <  ~"  *'*«'•  «  qaindi  la  proporvione  Sui:  l{«4c  :  r*4C  ::  R*  :  r*, 
cioè  a  dire  le  aree  dei  circoli  etanno  come  i  quadrati  dei  raggi  o  dei 
diametri,  cb*è  lo  stesso;  e  le  aree  dei  eettori  eimili  stanno  pure  come  i 

quadrati  dei  raggi  o  diametri,  essendo  S  :  $  :: :  —  ::  R*  :  r*. 

fi        I» 

XII L°  Varca  di  qualunque  poligono  è  eguale  alla  somma  delle  arce 
dei  particolari  triangoli,  in' cui  può  scomporsi:  •  con  una  costruzione 
geometrica  può  sempre  il  dato  poligono  convertirsi  in  un  triangolo  equi- 
valente. 

La  prima  parte  della  proposizione  è  CTidente ,  e  diciamo  soltanto  che 
nella  pratica  si  ha  cura  di  scomporre  il  poligono  in  nn  sistema  di  trian- 
goli,  che  sia  il  più  comodo  per  la  misura  delle  rispettile  basi  ed  al- 
tesze.  Qoesta  scomposizione  poò  aver  laogo  per  mezzo  delle  diagonali 
condotte  da  uno  dei  vertici  agli  altri ,  o  per  mezio  delle  rette  gaidate 
da  un  ponto  \ientro  al  poligono  a  tutti  i  vertici ,  potendosi  ciascuno  di 
questi  triangoli  scomporre  In  altri  secondo  la  particolare  circostauza.  E 
qualunque  aia  la  scomposizione ,  si  deve  per  ogni  triangolo  Tore  il  pro- 
dotto di  metà  di  base  per  altezza  (i) ,  e  prendere  la  somma  di  tutti  ì 
prodotti,  la  quale  somma  esprime  la  misura  deirarea  del  poligono. 

Rispetto  alla  seconda  parte  veniamo  dimostrando,  cbc  ognixoligorio 
pud  sempre  convertirsi  in  un  altro  equivalente,  rbe  abbia  un  l|^B  meno. 
Sia  per  esempio  il  pentagono  Ji?CI>£  (fig.  133),  in  cui  .si  gHKia  dia- 
gonale CE,  che  sottende  i  due  lati  CD,  DE;  dal  vertice  cumprS  D  si 
tiri  DG  parallela  a  CE;  cui  occorre  in  G  il  lato  seguente  ili?  d^  pen- 
tagono ,  e  si  conduca  CG,  Cosi  si  forma  sopra  la  base  CE  il  triangolo 
C£G  equivalente  a  CJSI>(2);e  sostituendo  il  primo  al  secondo  triango- 
s1  converte  il  peniaogooo  ABCDE  nel  qoadrilatero  eqoivalcnie*^0C(ir. 
Né  questa  costruzione  può  venir  meno,  mancando  il  puoto  d'irtconiro  G; 
perché  il  lato  AE  incontra  in  E  la  diagonale  CJ?,  e  prolungalo  deve  in- 
contrare la  DG  parallela  a  CE,  Collo  stesso  metodo  si  procede  onde 
convertire  |l  quadrilaieio  ADCG  nel  triangolo  equivalente;  si  tira  cioè 
la  diagonale  CA  che  sottende  t  due  lati  CG,  AG,  dal  vertice  compieso 

(1)  17.»  (2)  //.«  Cor. 
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G  sì  condace  la  partUela  GF  a  CA,  si  proluoga  il  lato  seguente  BAt 
fioche  l'iDcootr«  io  F,  e  si  coodace  CF;  il  triaogolo  CAF  resolta  equi- 
Taleote  a  CAG{i),  e  l'operazione  di  togliere  il  secoodo  e  di  aggiungere 
il  primo  triangolo  converte  il  quadrilatero  ABCG  nel  triangolo  BCF  t- 
quivalente.  Onde  si  conchinde  essere  II  dato  pentagono  ABCDE  equiva- 
lente al  triaqgolo  BCF,  Questo  metodo  si  può  applicar*  a  qualunque  po- 
ligono di  n  lati,  che  si  va  convertendo  nei  successivi  poligoni  eqaiva- 
lenti  di  n  —  1,  n  —  2,  ec  fati,  e  cosi  dietro  n  —  3  costruzioni  al  per- 
viene al  poligono  del  naniero  di  lati  n  —  (n  —  3]  —  n^-n  +  3  —  3 
'  (Algebra  d.®  15)  cioè  al  triangolo  giusta  renuociazione  del  teorema* 

j[lY.°  Qual%uiqu9  poligono  o  circolo  può  $$mpr9  convertirsi  in  uh  qua- 
drato equivalènte.' 

Imperciocché  supponendo  il  poligono  convertito  nel.  triaogolo  equiva- 
lente (2)  di  base  B  ed  altezza  J»  la  sua  area  si  esprime  da  '/•  Afi  (3)* 
Ora  se  si  prende  la  media  proporziooale  X  fra  >/i  B  ed  il»  o  fra  */•  A 
e  B  col  metodo  geometrico  (4],  si  ottitioe  sempre  X*  —  >/>  AB  (Algebra 
n.°  172 )»  e  quindi  l'area  del  quadralo  costruito  sopra  la  linea  retta  X(tt) 
dev'eguagliare  Tarea  del  triangolo  misurata  dal  prodotto  '/%  AB.  Nò  di- 
versa va  la  eosa  pel  circolo,  oh' è  equivalente  ad  un  triangolo  di  base 
eguale  alla  circonferenza  C  e  di  altezza  eguale  al  raggio  B  (6):  il  qua- 
drato sopra  la  retta  X  media  proporzionale  fra  '/«  C  ed  Jl|  o  fra  C  ed 
'/•  B  resulta  eguale  a  '/»  CB  cioè  al  circolo.  Lo  che  «e 

Scolio.  L'operazione  di  convertire  qoalsisia  poligono  o  circolo  in  qua- 
drato equivalente  si  dica  quadratura  del  poligono  o  del  circolo;  e  sic- 
come ia  misura  di  questo  quadrato  corrisponde  a  quella  della  data  Fi- 
gura, così  si  è  detta  in  generale  quadratura  la  misura  delle  superficie 
0  aree  delle  figure  sì  rettilinee  che  curvilinee  o  mistilinee.  in  questa 
senso  si  è  chiamalo  Problema  della  quadratura  del  circolo  quello  di  ri- 
trovare il  rapporto  del  diametro  alla  circonferenza ,  da  cui  dipende  l'e- 
spressione numerica  della  misura  del  circolo ,  la  quale  espressione  sa- 
rebbe esatta  nel  caso  dell'anzidetto  rapporto  razionale. 

XV.o  /  triangoli  timili  ed  in  generale  i  poligoni  eimili  stanno  come 
i  quadrati  dei  lati  omologhi  o  delU  dimensioni  omologhe, 

Gonciossiachò  due  triangoli  qualunque  stanno  in  ragion  composta  delle 
due  ragioni  semplici  delie  basi  e  delle  altezze  (7),  ed  essendo  queste  ra- 
gioni eguali  nel  caso  della  similitudine  dei  triangoli  (8),  la  ragion  composta 
si  converte  nella  duplicata  delle  semplici,  ch'é  quella  dei  quadrati  delle  basi 
o  delle  altezze  cioè  a  dire  dei  lati  o  delle  dimenaiool  omologhe  (9)  (Al^ 
gebra  n.  178}.  Ecco  la  replica  di  questa  dtfustraziooe  dietro  la  segnatura 


(1)  II.''  Cor.  (2)  Xf«.»  (3)  r/."  (4)  iS.  Probi.  S.  (5)  IV.''  Cor.  (0)  X/ 
(7)   r/.«  Cor.  (8)  f  r.  W.*  Sc»l.  (9)  4i.  V.^  47.  IH.*  Scoi. 

la 
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1*         A         B  AB 

del  dialo  Scolio;  T  :Ti\AB  :  A'B'  cioè  p  -  7  X  ^,'  ™'*  ^.  "  ]r  ' 

Venendo  ora  ai  poligoni  timili,  si  sa  chVssi  possono  scomporsi  in  (riao- 
goli  simili  (1),  eheslaoBO  giasla  la  dimostrazione  di  sopra  come  i  qna- 
drali  dei  tali  omologhi  ;  e  siccome  nei  poligoni  simili  i  lati  omologhi 
sono  proporzionali  (2),  così  quei  triangoli  formano  osa  serie  di  rapporti 
eguali  prendendo  per  aateccdenti  i  triangoli  di  an  poligono  e  per  con* 
seguenti  i  rispetliTi  triangoli  deirallro.  Per  lo  che  sta  la  somma  di  talli 
gli  antecedenti  cioè  l'area  del  primo  poligono  alla  somma  di  ioni  i  cnn- 
segoenli  cioè  all'area  del  secondo  come  no  solo  antecedente  al  soo  con- 
scgvente  (Algebra  n.**  XTl) ,  il  quale  altimo  rapporto  è  qoello  di  due 
triangoli  simili  aguale  al  rapporto  dei  quadrati  dei  Iati  omologhi  ed  ta 
generale  delle  dimensioni  omologhe  dei  dne  poligoni.  Lo  che  ec. 

Corollario,  I  poligoni  regolari  simili  itanno  4ome  i  quadrati  dei  raggi 
dei  circoli  eireoicriti  o  iscritti,  essendo  I  raggi  proporzionali  ai  lati  omo- 
loghi (3};  ed  t  eireoU,  come  poligoni  regolari  simili  nel  senso  già  fissalo 
nei  due  lemmi  (4),  conservano  lo  stesso  rapporto  dei  quadrati  dei  loro 
raggi  o  diametri  0  delle  eorde  degli  archi  simiU ,  il  che  altrove  è  stato 
notalo  (5j. 

Wl.**  Costruendo  sopra  i  tre  lèti  del  triangolo  rettangolo  presi  come 
omologhi  tre  poligoni  simt7i(6},  il  poligono  P  sopra  V  ipotenusa  AC  é 
eguale  alla  somma  dei  due  poligoni  P* ,  P"  sopra  i  cateti  AB ,  CB 
(fig.  i34). 

Questo  teorema  deriva  da  quello  di  Pittagora  circa  i  qoadrati  (7),  che 
si  estende  ai  poligoni  simili  per  |a  ragione  di  essera  i  poligoni  nello 
stesso  rapporto  dei  quadrati  dei  lati  omologhi  (8). 

Ed  In  vero  esistendo  la  serie  dei  rapporti  eguali 

P  :  AC*  ::  P*  :  AB*  ::  P"  :  cS'  » 
on  solo  antecedontoPsta  al  soo  coDsegoeota  AC  coma  la  sonMoa  di  due  aoic- 
redeoti  P'+P"a11a  somma  dei  rispettivi  consegnenli  AB*  +  "CB*  (  Algebra 
n."  177);  ma  iconscgoenll  di  questa  proporzione  sono  eguali  cioè  AC*'' AB* + 

CB*;  dunque  lo  sono  poro  gli  antecedenti  o  aia  P  —  P'  +  P*'.  Lo  che  ec. 

Seolio.  Nella  classe  dei  poligoni  simili  vanno  compresi,  come  si  sa»  i 

poligoni  regolari  dallo  stesso  numero  di  lati  ed  i  circoli  (9)  ;  per  lo  che 


Cor,  (6)  i7.Prohl.  (7)  U.xF,    Cor,   3.  (8)    A'F.°  (9)    17,    K.^    Lemma 
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il  leorema  fttabilito  vale  paro  pei  circoli,  che  haoDo  come  dimcosiooi  omo- 
toghe  i  lati  del  IrìaDgolo  retUngolo,  ciof  a  dire  che  sono  descritti  eopra 
qoesti  lati  presi  come  raggi  o  diametri  o  eorde  di  archi  simili  (1) ,  es- 
sendo appunto  1  eiKoli  proporzionali  ai  quadrati  delle  dimensioni  omo- 
loghe (2). 

Corollario  4,-^  Abbassando  dal  vertice  B  dell'angolo  retto  la  perpendi- 
colare BF  sopra  ripotenasa  AC  ,  ti  poligono  eoitruUo  sopra  Vipotenuta 
ita  a  ciaseuno  det  poligmU  nmiU  $opra  i  cauti  come  Vintera  ipotHuusa 
al  iegmento  adiacente ,  ed  i  due  poligoni  sopra  i  catsti  itanno  come  i 
eegmenti  adiacenti.  Imperciocché  la   proporzione  continoa  ff  AC  :  AB  : 

AF{3)  dà  AC  :  AF  ::  AC*  :  AB*  (Algebra  n.""  180),  e  per  ragione  di  P 

:P*  iilc  :  A3  si  stabilisce  P  i  P*  :i  ACi  AF  ;  ed  avendo  rigaardo 
all'altra  proporzione  continua  ^  AC  i  CB  i  CF,  si  prova  nello  stesso  modo 
P  :  P*\::  AC  :  CF,  Se  poi  si  comparano  le  due  proporzioni  stabilite, 
che  hanno  eguali  gli  antecedenti,  ne  resulta  la  terza  P*  :  P"  ::  AF  :  CF, 
Corollario  S.^  Descritti  sopra  1  lati  (fig.135)  del  triangolo  rettangolo  ABC 
presi  coree  diametri  i  tre  semicircoli  ^£BDC,^ilfB,BiVC,  il  primo  resulta 
eguale  alla  somma  degli  altri  due  cioè  AEBDC-mASlin  +  BNC;  sottraendo 
dairuna  e  dall'altra  parte  i  due  segmenti  AEB  ^  BDC ,  rimane  il  trian* 
golo  rettangolo  ABC  eguale  alla  somma  dei  due  spazi  curvilinei  com- 
presi fra  gli  archi  AEB ,  BDC  e  le  rispettive  semicirconferenze  AMB^ 
BNC,  cb*è  quanto  a  dire  ABC ^  AFBM -\-  CDBN,  Si  è  il  primo  esem- 
pio ,  che  presenta  la  storia  della  geometria ,  circa  la  quadratura  degli 
spazi  cnrvlinei,  e  questi  sono  conosciuti  sotto  il  nome  di  lunule  d'ippO' 
crate  di  Chiv.. 

PROILBH  A. 

1.^  Dati  due  o  più  poligoni  simili,  costruirne  un  altro  simile  ed  eguale 
alla  loro  somma  (fig.  114). 

Situando  ad  angolo  retto  i  lati  omologhi  AB ,  BC  dei  due  dati  poli- 
goni P,  P",  si  congitlDgano  !  punti  Ae  C^  eolla  retta  AC  sopra  la  quale 
come  lato  omologo  ad  AB  si  costruisca  11  poligono  P  simile  a  P'  (4),  che 
resulta  eguale  alla  somma  dei  due  dati  P*  -f  P*  (5).  Che  se  fossero  dati 
più  di  due  poligoni,  allora  Tipoteousa  AC  si  metterebbe  ad  angolo  retto 
col  lato  omologo  del  terzo  poligono  P**\  e  la  nuova  ipotenusa  sarebbe 
il  lato  ojnologo  del  poligono  da  costruirsi,  che  resulterebbe  eguale  a  P* 
-f  P"  +  P"*,  e  così  di  seguito. 

3.®  Dati  due  poligoni  simili  P  e  P\  costruirne  un  terzo  simile  ed  eguale 
alla  loro  differenza»  ^ 

Sopra  un  lato  qualunque  AC  del  poligono  maggiore  P  preso  come  dia- 

« 

(1)  9.  Probi  (2)  \V.^  Cor.  (3)  14.  XL^  Cor,  2,  (4)  /7.  Probi,  (5)  XF/."* 
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vetro  fi  deierift  qb  MBktrcMo,  in  cai  da  A  s'iscrìva  il  lato  omologo 
AB  del  poligono  Binore  P*,  e  si  coogiangaDO  i  ponti  B  e  C  per  bmho 
di  BCi  il  poligono  F'  simile  a  P*  costroito  sopra  il  lato  BC  omologo  ad 
AB  è  il  poligono  richiesto  ;  perchè  si  ha  P  —  1"  +  P**,  e  qalndi  P  ^ 
P»  —  jp". 

Scolio.  In  fom  di  qoesii  due  problemi  si  poò  costruire  an  poligono 
simile  ed  egnsle  alla  somma  algebraica  di  qnalsisia  oamero  di  poligoni 
simili  come  per  esempio  -4+JB+C  +  ec.  —  D  —  K— F— ec.  Goncios- 
siaehè  si  possono  ridurre  pel  primo  problema  ad  un  solo  P  tntti  i  po- 
ligoni da  sommarsi  2I  +  B  +  C  +  ec.  e  ad  no  solo  P*  quelli  da  sottrarsi 
l>  +  J?+F  +  ec.  ;  ^  determinando  pel  secondo  problema  il  poligono 
P"i-P^P%qnesto  poligono  P"  yerlfiea  la  condizione  richiesta. 

3.^  Dato  un  poligono,  costruirne  un  altro  cimile,  di  cut  Varca  stia  a 
quella  del  dato  nel  rapporto  dei  numeri  interi  m  :  n  (fig.  136}» 

Si  prenda  un  Iato  qualunque  del  dato  poligono  per  esempio  Ab,  e  si 
difida  in  n  parti  eguali  (i),  che  nel  caso  della  figura  si  suppongono  cinque, 
e  sol  prolungamento  di  Afi  si  prenda  BC  eguale  ad  m  di  queste  parti 
eguili,  che  corrispondono  a  ire;  sopra  l' Intera  rena  AC  come  diametro  si 
descriva  un  semicerchio ,  e  dal  punto  B  s' iunalzl  BD  perpendicolare  ad 
i4Cy  che  occorre  in  D  alla  circonferenza;  se  sopra  BD  considerato  come 
Iato  omologo  ad  Ab  si  descrife  un  poligono  simile  al  dato,  viene  a  ve- 
rificarsi la  condizione  richiesta.  Imperciocché  1  due  poligoni  simili  sunno 

pome  i  quadrati  dei  lati  omologhi  cioè  come  AB    :  bD  ;ma  per  ragione 

della  proporzione  eootinua  ^  Ab:  BD:  BC  si  ha  Ab^  :  BD'  ::  AB  i  BC; 
dunque  il  rspporto  del  poligoni  è  quello  di  AB  :  BC  0  sia  dei  numeri 
5  :  3,  ed  in  generale  dei  numeri  n  :  m.  Lo  che  ec. 

Scotto.  Tntti  i  problemi  precedenti  valgono  ancora  pei  circoli  (2);  si  pnò^ 
quindi  determinare  un  circolo  eguale  alla  somma  0  differenza  di  circoli 
'  dati,  0  che  stia  ad  un  altro  in  no  rapporto  dato,  facendo  uso  dei  diame- 
tri 0  dei  raggi  0  delle  corde  di  archi  simili.  D'ordinario  sogliono  nella 
misura  delle  acque  occorrete  i  due  seguenti  problemi  :  1^  delermmare 
un  circolo  che  sia  n^  di  uno  dato,  che  si  riduce  al  problema  primo, 
dovendosi  porre  ad  angolo  retto  da  prima  i  due  diametri  eguali  del  dato 
circolo,  poi  l'ipotenusa  ed  on  diametro  ec.  sino  airultima  ipotenusa,  che 
si  ottiene  dopo  n  —  i  costruzioni ,  la  quale  rappresenta  il  diametro  del 
circolo  egaale  a  n  volte  il  dato  ,  e  cosi  si  forma  una  cannella  di  luce 
n**'"  di  un'  altra  ;  2»  determinare  un  circolo  che  sia  la  parte  n**"**  di 
uno  dato ,  li  che  si  effettua  mercè  il  terzo  problema,  prendendo  nel  pro- 
lungamento del  diametro  AB  del  dato  circolo  une  noia  parte  n***^  di 


(1)  45.  Probi.  5.  (2)  XVL''  ScoU 
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AB,  ee.  e  descriveDclo  il  circolo  lopra  il  ditmelro  BD,  e  cosi  si  oUiene 

ODA  cannella,  di  coi  la  loca  è  -  di  oo'allra. 

4«^  Dmti  i  tre  lati  di  un  triangolo  qtialunque  ABC^  cioè  BC  —  a,  iC 
—  b,  AB  —  e,  calcolarne  la  iuperfide  S  (fig.  65). 

Questo^ problema  ai  ridoce  a  trovare  la'perpendieolare  condolta  da  an 
vertice  qoalanqae  del  triangolo  sopra  il  lato'  opposto  in  fanziooe  dei  tre 
lati  dati,  la  qaale  noi  rappresentiamo  per  CD  —  p,  essendo  S  —  '/«  ep  (1); 
e  questo  si  può  eseguire  la    mercè  dei   due    triangoli   rettangoli  BDC, 

ADCy  che  somministrano  le  due  note  eguaglianze  (2)  BC'—  CD"  +  BD^^ 

^'—  CD -{•  AD^,  che  si  esprimono   nel  seguente  modo ,  sapponendo 
BD^  m, 

1."  a^  ^p""  +  m* 

2."  6»  —  p»  +  (e  —  m)'. 

Queste  «ine  coazioni  sussistono  ancora  nel  caso  delta  perpendicolare 
fuori  del  triangolo  ,  essendo  allora  (fìg.  64)  AD  -^  BD  ^  AB  "^  tn  ^  e, 
ed  il  quadrato  di  m^^  e  è  lo  stesso  di  e  — m  (Algebra  n.^  85)  ;  per  lo 
che  la  soiozione  resulta  generale,  come  quella  che  non  ha.  riguardo  alla 
posizione  della  perpendicolare.      • 

Le  due  anzidette  equazioni  ci  danno  in  modo  facile  i  falori  delle  due 
incognite  m,  p:  conciossiacbò  sviluppando  (C'^m)^  nella  seconda,  si  ha  h*^ 
p^  ^  e* — 2cm+m';  e  sottraeodovi   la  prima,  si  ottiene  6>  —  o«  — e— ^ 

a»  ^  e'  —  6' 

2cm,  da  cui  si  cava  il  valore  di  m  —   >       ^ '  **  qu^ìe  valore  so- 

Zc 

(flt  -1-  e"  —  6*)' 
stituito  nella  prima  dà   a^— p*-f- y^ ,  e  quindi 

1/  (4a»c»  —  (a»  +  e"  —6")») 

p ^ 

Dinque  il  valore  richiesto  della  superficie  S  ^  */*  ep  si  esprime  dalla 
seguente  formula 

5  —  »/4  V^  (4a*c'  —  (a*  +  e»  —  &»)»). 

Questa  formula  è  capace  di  essere  ridotta  ad  un'espressione  più  sem- 
plice, osservando  essere  la  quantità  sotto  il  radicale  la  differenza  dei  due 
quadrati  (2ac'')  e  {a*  ^  e*  —  ò»}^,  che  ai  riduce  lo  fattori  come  qui  ap- 
presso (Algebra  n.^  80.  Osservazione): 

2ac  +  a»  +  e»  —  6'  —  (a  +  e)'  —  6»  —  (a  +  e  +  6)  (a  +  e  —  6} 
2ac  -^a^-'C^  4-  6«  —  d»  —  (o  —  e)'  —  (6  +  a  —  e)  (6  —  a  +  e), 
resultando  per  questa  ultima  la  stessa  forma  di  fattori   anche   nel  caso 
di  6*  —  (e  —  a)*.  Onda  la  formula  superiore  si  esprima  da 


(1)   Vi,''  (2)  U,  XL""  Cor.  S. 


s.y-  (?±i±-'  X 1+411?  X  ItizL*  xS±4:^V 

\         2  2  a  2         / 

elevaodo  al  qoadrato  il  denomioatore  4  per  nettarlo  sotto  il  radicale 

(Algebra  d.*  124);  cai  si  può  dare  una  forma  più  semplice,  sopponeodo 

d  +  6  +  e 
il  semiperimetro    del   triangolo  —  $  ,  così  oe  resalu  f  —  a 

a  +  fr  +  c  b  '\-  e  —  a  ,       a-^  c^h  a+6— e 

2 « i — '  •-* 1 — ♦•-< — 2-  ♦ 

e  qoindi  la  formala  simmetrica  rispetto  ai  tre  lati,  ch*è 

5-.|/(,(i  — fl)  (,  —  6)  («-C)); 
cioè  la  tuperfieie  del  triangolo  eguaglia  la  radice  quadrata  del  prodotto 
di  quattro  fattori ,  che  sono  il  semiperimetro,  e  lo  stesso  semiperim9iro 
meno  successivamente  ciascuno  dei  tre  lati. 

Seolio.  Siamo  ora  ia  istato  di  trovare  il  valore  del  raggio  del  circolo 
iscritto  al  triangolo  io  fansione  dei  saoi  tre  lati  :  giacché  congioDgeodo 
(6g.  71)  il  centro  O  di  qaesto  circolo  coi  tre  vertici  A,  B,  C,  si  scom- 
pone il  triangolo  ABC  nei  tre  OBC  ^  OAC ,  OAB  ^  di  cai  Talteiia  è  il 
raggio  del  circolo  iscritto  (1)  OH*-  OE*^  ÒG  ^r;  la  somma  adunque 

a  +  6  +  e 
delle  tre  superficie  triangolari   y*  ar  +  t/.  hr  +  i/«  cr  — x  r 

»  sr   resulta    eguale  a   quella  del  triangolo   ABC ,  cioè   a   dire  sr  — 

t/  (j(f  —  a)  {s  —  6}  (f  —  e)  ),  e  si  deduce 


..  yl  («  -  o)  (<  -  h)  {s  —  e)  \ 


Che  se  ci  piace  di  supporre  rettangolo  per  esempio  in  A  il  triangolo, 

allora  sussiste  l'equazione  a*  —  ò«  +  e*,  che  serve  a  ridurre  il  prodotto 

a  +  c  —  6       a"^6  —  e 
di  (a  —  ò)  («  —  e) X 2 'A  (a*  +  oc  —  a6  + 

a6  +  *c  —  ft*  ~  ac  —  e»  +  6c)  •-  »/4  (2^®)  —  'A  ^c;  così  si  ha 
(s  —  6)  (a  —  e)     .       6c  6c  (6+c — a)  h*e  +  6c»  —  ohe 

s  ""a  +  ft  +  c""  (a+6+c)  (6-l-e — o)  ""  6«+26c4-c*— a**" 

òe  (6  4-  e  —  a)       6  +  e  —  a  ... 

2j^ ^2 -t— o,  e  quindi  r-v/((«  — a)*)  osi» 

r  «  j  —  a.  Dunque  il  raggio  del  circolo  iscritto  al  triangolo  rettangolo 
eguaglia  Veccesso  del  semiperimetro  sopra  T  ipotenusa^  il  che  è  stato  al- 
trove dimostrato  (2). 


(1)  //.  IX"  (2)  //.  iX.»  Scoi  2, 
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APPENDICE  AL  §   18. 

Sopra  la  retostone  delle  eorde  di  due  archi  e  della  corda  del  terzo 
arco  eguale  alla  eomma  o  differenta  de*  primi  due» 

I." 

11  teorema  Vili®  di  qa«8to  S  18  ci  mette  io  istato  di  troftre  an'e- 
qoatione  fra  le  corde  de'  dae  archi  AD^  CD  (6g.  130],  la  carda  del- 
l'arco ADC  egoale  alla  loro  somma,  ed  il  raggio  del  circolo;  al  qaalo 
oggetto  ai  tira  per  D  il  diametro  DB^  da  B  a*  panli  A  e  C  %ì  conda- 
cono  le  corde  BA  ^  BC ,  e  il  congionge  AC  io  modo  che  ne  risolti  il 
quadrilatero  DABC  iscritto  oel  circolo,  che  dà  la  oota  egoagliania 
ACxBD^ADXBC  +  ABXCDiì). 

si  soppooga  per  maggiore  semplicità  la  corda  AD'^b,  CD^d,  AC'^c, 
ed  il  diametro  0iD  — 2r,  e  la  mercè  de'  due  triaogoli  rettaogoli  BAD, 

BCD{2)  ai  esprimaoo  i  valori  delle  altre  due  corde  AB'^x/ÌBD  —  ill>')(3) 

-.V/(4r«— 6«)„BC-\/rfiì>'— ^')-\/(4r*  — d*)  ;  per  lo  che  sosli- 
toeodo  tatti  questi  Talori  nell' equazione  di  sopra»  si  ottiene 

(A)  2cr-  6v/(*»"«  —  d«J  +  d V/  (  4r*  —  6» }, 
ch'é  la  richiesta. 

II.*» 

L'eqoaiione  (A)  serTe  a  risoWere  il  segoenie  quesito  :  date  le  corde 
b,  d  di  due  archi,  definire  la  corda  e  della  somma  degli  itesti,  al  quale 
quesito  soddisfa  il  valore  seguente 

C-—  |/(4r«— d«)-f— V/C^J-'-ft*); 
2r  2r 

e  sopporti  eguali  gli  archi  dati  cioè  fr  — cl(4),  si  ha  la  corda  dell'arco 

d 
doppio  così  espressa  e—  -  V^(4r*  — d'),  ch'é  la  formala  (C)  del  o.  ir 

dcll*i4/)pendic0  al  $  ^K-  Se  poi  data  la  eorda  e,  ii  vuole  quella  d  dei- 
Varco  metà,  si  eleva  a  quadrato  T anzidetta  equazione  che  dà 

d» 

c'-— (4r»  — d»),  c'r«-4rM»  — d^,  d^— 4r»d»- — c'r«; 

e  risolveDdo  questa  eqaaziune  derivativa  di  2^  grado  (Algebra  num.  146), 
si  deduce  d  —  i/(2r*±\/(4r4 — c^r*)) 

.     ,     ->^2r'  +  cf       ^•-2r»  —  cr 
o  sia  d— f^  — 2 =*=  V 2^ —  (Algebra  num.  147);  il  quale  va- 
lore, prendendo  il  segno  inferiore  —  del  2^  radicale  é  quello   stesso  da 

:i)  /.5.   Vinr  (2)  «.  //."  cor.  4.  (3)  1$,  Jl.*  Cor.  S.  (4)  /.  ///.'* 
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Doì  segoato  (B)  nel  nani.  IP  della  citata  appendice.  Qaest'altimo  quesito 
per  ragione  del  doppio  segno  del  radicale  »  che  dà  posili? i  tatti  e  dae 
i  valori  di  d,  è  suscettibile  di  dae  soloiioni ,  le  qaali  si  riferiscono  ai 
due  archi  sottesi  dalla  stessa  corda  AC^-^e ,  V  uno  ADC  minore  della 
semicirconferenza  e  F altro  ABC  maggiore;  e  siccome  Tarco  metà  di  ABC 
resulla  minore  della  semicirconferenza  e  più  grande  dell*  arco  metà  di 
ADCy  così  il  segno  +  dà  il  valore  più  grande  d*|/(2r* +v/^-)  P^>' 
la  corda  della  metà  di  ABC,  ed  il  segno  —  il  minore  d— v^(2r>— \/ec.) 
per  la  corda  della  metà  di  ADC  (ì).  Questo  ultimo  valore  compete  ai- 
nostro  caso,  perchè  in  geometria  s'incende  sempre  parlare  dell'arco  mi- 
nore della  semicirconferenza;  ed  un  sì  fatto  valore  si  è  trovato  nel  su- 
mero W  deiV  AppendiàB  al  S  15,  essendosi  nella  costruzione  della  par- 
ticolare figura  tenuto  conto  della  metà  dell*  arco  minore  della  semicir- 
conferenza. 

HI.* 

La  stessa  equazione  (A)  ci  fa  risolvere  un  altro  quesito  cosi  enanciato: 
da/f  le  corde  AG  — e,  AD— b  di  due  erchi ,  trovare  la  corda  CD  — d, 
delVarco  eguale  alla  loro  differenza.  Ed  in  veto  messa  l'equazione  (01^ 
sotto  la  forma  2cr — dt/(4r» — 6»)  —  6v/(4r»^d*),  se  ne  fa  il  qua- 
dratole si  ottiene  4cV— 4crdv/(4r»  — 6*)  + dM4r'  —  6*  )  —  *•(♦»*'  — d>), 
cbe  si  ricuce  alla  forma  ("JVj  4r»d»  —  4crdv/(*»** — 6*)— 46«r*  —  4c«r», 

ed 
e  dividendo  per  4r»  si  trasforma  In  d« \/  (4r»  —  6»)  — 6*— c«  ,  la 

qaale  risoluta  col  metodo  del  T  grado  (Algebra  num.  137)  ci  somministra 

d-^  V/(4r«— 6»)d:l/(6»  — e>-f.  ^  (.|r«— ò«)).  Ridacendo  l'espres- 
2r  4r»  '  "^ 

,  ^„     ^.    ,       .  ^   46V*-r4c»r«+4c*r*— 6-c«     4ò»f*— 6*c' 

sione  dentro  al  2°  radicale,  si  ha — ; 

4r»  4r» 

«  -1  (4r»— ««j,  e  quindi  si  sUbilisce  d  —  ^\/(4r'— 6*)=t  -  v/l4r>  — e*). 
4r»  2r  2r 

Qui  di  nuovo  si  presenta  il  doppio  segno  del  radicale,  che  dà  le  due 
soluzioni  poaiiive,  che  ai  devono  al  certo  riferire  a'  due  archi  sottesi  da 
ciascuna  delle  date  corde  AC,  AD.  Ora  se  si  considerano  i  due  archi 
ADC,  AD  minori  della  semicirconferenza,  si  ha  la  difTerenza  ADC  — 
AD  —  CD,  e  questa  stessa  è  la  differenza  degli  archi  ABC,  AB  CD  mag- 
giori della  semicirconferenza,  essendo  ABCD — ABC  "CD;  se  però  si 
considera  un  arco  minore  della  semicirconferenza  per  es.  ADC  ed  no 
arco  maggiore  ABCD,  si  ha  la  differenza  ABCD^-ADC  -^  ABC  -^  CD 
—  {AD-^CDì'^ABC^AD  come  nel  cabo  de'  due  orchi  ABC,  AD  sog- 


(1)  /.  IV.' 


f 
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geni  alla  stessa  condizione.  FratUoto  la  differensa  ABC-^AD  è  pia 
grande  della  diflerenia  CD  proveoienle  da  ADC^^ADt  esseodo  giusu 
l'ipotesi  ABOADC;  per  lo  che  si  defe  prendere  il  segno +  ,  eoi  va 
annesso  il  valore  più  grande,  nel  easo  che  i  dna  arshi  siano  1*  ano  mag- 
giore e  r  altro  minore  della  semieirconferenia ,  ed  il  segno  —  ,  che  dà 
il  valore  più  piccolo,  quando  gli  archi  sono  tatti  e  doe  minori  o  pare 
maggiori  della  semicirconferenza,  e  si  è  precisamente  questo  secondo  valore 

e  b 

^Uy  d— -  V/(4r* — 6*)  — r- 1/(4'"'  —  e»),  che  compete  al  nostro  caso  degli 

archi  minori  della  semicirconferenza. 

La  formala  (B)  ci  dà  il  lato  del  pentadecagono  regofare  (1),  sosiiiaen- 

r  10r'  +  2r*V/B 

dovi  e -r,  6-x(l/5  — 1),  4r»  — 6*-       -      --^— (Àpp€ndice  al  g  15 

Z  4 

numeri  I'^  e  III*)  ;  e  si  ottiene  d  «  '/«  V^i ^4  — ^  )  - 

'(V/5  — l)v/(*r*— r»)-^  V/(10  + 2^/5)  —  ^  (V/*  -  ^  )  V/3« 
**  4  4 

^ V/ (10+21/5)— ;  (v/15  — i/3)  (Algebra  num.  123),  cioè  rf- 
4  4 


^^^/(10  +  2v/5)-l/15-f■^/3.j 


Finalmente  la  stessa  equazione  (A)  ci  fa  tro\are  il  %alurc  di  r,  quando 
si  conoscono  le  tre  curde  AC-^e,  Jl>»6,  CD^d,  il  che  si  riduce  a  ri- 
solvere il  seguente  problema  :  dati  i  tre  lati  e,  b,  d  del  triangolo  CAD, 
determinare  il  raggio  r  del  circolo  circogcritto. 

Messa  l' equazione  ("ìA^  sotto  la  forma  (W  4r'd'  —  4crd  \/ (  4r^  — *  6*  ) 

—  àb^r* — àe^r^  come  in  principio  del  num.  IIP  precedente,  ed  isolato 

il  leroiine  del  radicale  con  iscrivere  4crdV/(4r' — 6*)  — 4r*(d*-+-c«— 6»), 

si  eleva  di  nuovo  a  quadrato  per  ottenere 

16c*r*iiM4r«  — ò'i-lCrMd'  +  c»— 6»}»,  che  divisa  per  16r«  diviene 

4c«d>r'— c»6'd'-»rMd«+c'— à«}S  da  cui  si  ricava 

c*b*d* 
f  •  —  - — — ; — j — -   e  quindi  r  — 

cbd 

i/"(2c'rf'^rf^"^::?v+2à«d^26^c.-6^)'  ''•'*°^"  ^*  ^"'^^"'"  '"^'^'•'*^ 

al  denominatore  e  riduccodo.  Questa  formala  è  simmetrica  rispetto  a'  tre 
lati  e,  b,  d  del  triangolo,  percbè  il  numeratore  resulta  dal  prodotto  di 

(1)  1S,  Probi.  4,  4.  caso. 

17 
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latti  •  Ut,  od  il  dtoottiioatora  è  ao  radicale»  cha  compreodc  i  doppi  dei 
quadrati  della  cooibloaiiODl  a  doe  cioè  còf  ed,  bd  col  segno  +  e  le  qoarle 
poteoie  dei  semplici  lati  col  aegoo  — . 

Se  il  dato  iriaogolo  CAD  è  rettangolo,  fa  d'aopo  cbe  aia  D  l'angolo 
retto  come  opposto  al  Iato  maggiore  AC  (1) ,  nel  quale  caso  AC  è  dia- 
metro del  circolo  circoscritto  (2)»  per  lo  che  il  raggio  è  la  metà  di  AC 

«  ala  ^—4-  Questo  atesso  resultameoto  si  poò  dedarre  dal  ?alore  supe* 

riera  di  r,  teneodo  preseate  l'equatione^  —  2Ì>'  +  C^'  cioè  e*— ò«+d> 
del  triangolo  rettangolo  (3) ,  cbe  de  pare  e* — et* —  6*:  imperciocché  f 
primi  tre  termini  sotto  il  radicale  Se'd*— d^  —  e^  sono  quelli  del  qua- 
drato di  c> — d*  Doga  li  va  mente  presi  (Algebra  num.  85),  e  cbe  equiraN 
gooo  a  — M,  onde  la  quantità  sotto  il  radicale  può  rappresentarsi  da 
»»d»+16V  — 26A-26'd«+26*(c*— è")-.2èV  +  26M*  per  ragione  di 
e«~.è*>-d*  e  quindi  da  4è*d\  di  cui  la  radice  esalta  è  26d;  ai  otiicne 

ebd      e 
adunque  r»— .«- -,  eh' è  il  valore  testé  indicato.  Dunque  t(  raggio 

dal  ejroolo  ctrcoicrtrfo  al  triangolo  r^Uatigolo  eguaglia  la  metà  della 
tpofentiaa.  La  nota  costruzione  (4)  dà  ancora  il  mexjro  dell'  ipotenusa 
come  centro  di  tale  circolo ,  dovendo  ivi  concorrere  le  perpendicolari  ai 
meni  de'  Iati  di  cui  ciascuna  é  parallela  all'altro  lato  (5),  e  come  tale 
divide  ripotenusa  in  parti  eguali  (6). 

PARTE  SECONDA 


DELLA    GEOMETRIA    SOLIDA    O    A    TRE    DISIENSIONI 


Dovendo  in  questa  seconda  parte  considerare  tulle  e  tre  le  dimeoaionl 
dell' estensione,  cominciamo  dal  piano  (7),  riferendovi  le  rette  fuori  dello 
atesso  0  pure  altri  piani,  in  modo  cbe  il  loro  aggregalo  lo  spaik)  com- 
prenda a  tre  dimensioni  ;  e  poi  limitando  per  tutti  i  versi  lo  spazio ,  ci 
verrà  fatto  di  formare  le  figure,  che  comunemente  si  dicono  iolide,  come 
quelle  cbe  sono  fornite  di  lunghezza,  di  larghezza  e  di  altezza,  mentre 
le  figure  piane  hanno  semplicemente  lunghezza  e  largbeiza.  La  difilcollà, 
che  d'ordinario  incontrano  I  priocipìBnti,  quella  si  è  di  dovere  ravvisare 
le  figure  a  tre  dimensioni  nella  Tavola  che  ne  ha  due  ;  onde  sarà  cosa 
ottimamente  fatta  di  presentarne  loro  da  principio  1  modelli,  aflioché  li 
confrontino  colle  figure  della  Tavola.  Facendo  cosi,  vengono  essi  acqui- 
li) 9.  //.•  Cer.  2.  (2)  8.  Y^  Seal  (3)  44,  A7.*  Cor,  S.  (4j  7.  /.• 
(5)  6.  /.'•  (6)  44.  MI."*  (7)  4.  Def.  «, 
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stando  l' abito  di  darò  la  giosta  posiiiona  alle  linee  ed  a*  piani  secondo 
l'enuociaiione  de*  teoremi ,  e  ben  presto  si  mettono  in  Istato  di  conee- 
pire  le  figure  più  complicate  senza  ricorrere  a'  modelli.  Comincia  adesso 
la  sposizione  de'  snccessiTJ  paragrafi,  e  de'  teoremi,  che  vi  si  comprendono. 

§  19.   db'  FIANI  e   delle  rette  che   ti  si  RIPEBlSCO^rO. 

TtoTBtni, 

1.'  Per  una  ritta  ed  un  punto  fuori  della  sua  diretione  non  può  pai- 
sare  che  un  iolo  piano,  o  sta  tre  punti  nello  tpasio  non  situati  in  linea 
retta  determinano  la  posisions  del  piano, 

S'immsgini  on  piano  ed  ana  retta  presa  nello  stesso,  Intorno  alla  qoale 
considerala  come  immobile  si  faceia  girare  il  piano;  egli  è  chiaro  dofere 
questo  piano  prendere  nello  spaslo  delle  snccessiTe  posizioni  che  sono  In- 
finite di  nomerò,  e  quindi  esistono  iofioiti  piani ,  che  tutti  passano  per 
la  stessa  retta.  Or  se  fuori  della  direzione  della  retta  si  stabilisco  un 
pooto,  allora  non  vi  ha  che  un  solo  piano,  il  qoale  passi  per  la  retta  e 
per  quel  ponto,  cioè  resta  assol  ola  mente  definito  il  piano;  e  siccome  la 
retta  è  determinata  da  due  punti  (1} ,  cosi  ne  conseguita  che  tre  ponti 
non  situati  io  lioea  retta  determinano  la  posiziono  del  piano,  la  qnale 
condizione  è  perfettamente  identica  alla  prima  della  retta  e  del  punto  al 
di  faori.  Lo  che  ec. 

Corollario  4.^  Se  ai  congiuogono  tre  punti  qualunque  presi  nello  spa- 
zio con  linee  rette,  ne  reaulta  in  forza  di  questo  teorema  la  figura  piana 
conosciuta  sotto  11  nome  di  triangolo.  Inoltre  due  rette,  che  ai  secano 
nello  spazio,  sono  determinate  dai  tre  punti  non  poeti  in  linea  retta,  cioè 
dal  punto  d'incontro  e  da  un  punto  preao  aopra  ciascuna  retta;  come 
tali  dcTono  sempre  esistere  nel  medesimo  pieno,  eh* è  quanto  a  diro  ne 
definiscono  la  posizione. 

Corollario  ^.°  Neil* incontro  di  due  piani  la  loro  comune  sezione  devo 
essere  una  linea  retta  ;  perchè  se  fra  i  punti  comuni  ad  ambidue  I  piani 
tre  n'esistessero  non  disposti  in  lioea  retta,  i  due  piani  si  confondereb- 
bero in  on  solo,  come  quelli  che  dovrebbero  avere  la  medesima  posi* 
zione;  qoiodi  è  giocoforza  che  tatti  i  punti  comuni  ai  appartengano  alla 
stessa  retta,  per  cui  possono  passare  1  due  piani  diversi. 

Scolio.  Sebbene  due  perpendicolari  a  doe  punti  della  stessa  retta  ai- 
tuale  in  qnalooque  modo  nello  spazio  non  possano  incontrerai ,  pore 
non  si  dicono  per  questo  parallele ,  essendosi  conrenuto  di  chiamare 
parallele  le  doe  perpendicolari  alla  stesaa  retta  poste  nel  medesimo  pia'> 
no  (2).  Quando  adunque  ai  danno  per  ipotesi  due  rette  perallele,  s'in- 
clude implicitamente  la  condizione  di  essere  nello  stesso  plano,  ed  in 

(I)  1.  Dtf.  4.  (3)  d.  Def, 
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qaesto  msso  si  dice  che  due  rette  paralUle  determinano  la  p^iixione  di 
un  piano ,  cioè  se  vi  si  tira  ooa  tecante ,  il  piano  determinato  da  ont 
delle  parallele  e  dalla  secante  è  qoello  stesso  in  coi  si  trora  1*  altra  pa- 
rallela. 

IL*  La  retta  AB  (fig.  137)  perpendicolare  alle  due  rette  EH,  CD,  che 
ii  tagliano  nel  suo  piede  B,  é  ancora  perpendicolare  a  tutte  le  altre  rette 
esiitenti  nel  piano  determinato 'da  EH,  CD  e  che  ptLssano  per  fi,  e  la 
retta  AB  dieesi  perpendicolare  al  piano  anzidetto. 

Nel  piano  delle  rette  ÈH^  CD,  che  possiamo  sopporre  quello  della 
Tavola,  si  tiri  per  B  una  retta  qualunque  IL,  e  noi  proveremo  essere 
AB  perpendicolare  ad  IL.  A  quest'oggetto  si  prendano  le  parti  eguali 
EB^BH,  CB^BD  a  piacimento;  si  congiongano  i  punti  C  ed  C,  I> 
ed  B  eolle  rette  C£,  DH,  coi  occorre  IL  ne'  punti  /,  £  ;  e  dal  punto 
A  a'  sei  punti  segnali  nel  piano  si  guidino  le  rette  AC,  AI,  AE,  AD, 
AL,  AH.  Avendo  preso  dal  ponto  d'intersetione  B  le  parti  eguali  sopra 
EB,  CD,  ne  conseguita  dover  essere  CE  e  DB  lati  opposti  del  paralle- 
logrammo (1),  di  cui  EH,  CD  esprimono  le  diagonali  e  B  il  centro  (2); 
si  formano  dunque  eguali  i  triangoli  opposti  al  vertice,  che  sommini- 
strano CE^DH,  CI^DL,  BI-^BL.  Inoltre  la  medesima  costruzione 
ci  dà  egoali  le  oblique  AE,  ^4/7 equidistanti  dalla  perpendicolare  AB  sopra 
EH  (3),  e  le  oblique  AC,  AD  equidislanii  dalla  slessa  AB  perpendicolare 
a  CD;  giacché  sebbene  il  sistema  della  perpendicolare  o  delle  oblique  si 
consideri  nello  spazio,  pure  i  tre  punii  E,  A,  H  da  una  parip,  e  i  tre 
punti  C,  A,  D  dall'altra  determinano  on  piano  (4),  e  quindi  si  può  «p- 
plieare  il  teorema  citato  della  prima  parte,  che  suppone  la  figura  de- 
scritti nel  piano.  Siamo  ora  in  istato  di  considerare  in  primo  luogo  i 
iriang.  ACE^  ADH,  che  sono  eguali  come  rispettivamente  equilateri  (5),  e 
danno  l'apg.  ACE  «  ADH;  in  secondo  luogo  i  triang.  ACI,  ADL  seno  egoa* 
li  (6)  per  ragione  di  4C— iD,  CI-^DL,  e  deirangolo  compreso  ACI-^ADL, 
e  se  ne  deduce  AI^aL\  in  terzo  Inogo  i  triaog.  ABI,  ABL  rispetti?a- 
mente  equilateri  e  però  egualt  danno  Tang.  ABI^aBL,  e  quindi  si  con- 
chlnde  essere  AB  perpendicolare  ad  IL  (7),  come  per  altro  è  chiaro  indi- 
pendentemente dalla  considerazione  di  questi  due  ultimi  triangoli,  avendo 
riguardo  ai  due  punti  A  e  B  aquidistaoii  dagli  estremi  /  ed  i:  di  IL  (8)- 
Questa  dimostrazione  vale  per  quale nque  retta  condotta  per  B  nel  piano 
ec.  Lo  che  ec. 

Scolio.  D'ordinario  si  premette  la  delìnizione  della  retta  perpendico- 
lare al  piano,  qaal'é  appunto  la  perpendicolare  a  tolta  le  rette  condotte 
nel  piano  pel  suo  piede;  ma  questa  definizione  non  è  ben  collocata  ,  do- 
vendosene prima  provare  la  possiblliii.  Dietro  la  sposisione  del  teor.  Il** 
essa  diviene  legittima,  perchè  basta  essere  la  retta  perpendicolare  a  due 
fra  le  infinita  rette  del  piano  per  esserlo  a  tutte  e  quindi  al  piano. 

(i)  /i.  /.«  (2)  12,  V^  {li) .).  //.  "  ,4)  /."  (.«i)  //.  F."  (6)  //.  ///."  (7)  :i.Dcf,  2, 
(8)  S.  III.''  Cor.  1. 


133 

111."  Tulle  le  rttle  f  che  sono  nello  spazio  perpendicolari  allo  stesso 
punto  B  della  retta  AB,  esistono  nel  medesimo  piano  (fi^.  138). 

Siano  le  tre  perpendicolari  BD,  BIÌ,  BE,  duo  delle  quali  per  es.  BD, 
BH  defono  necessariamente  formare  on  plano  (l),  che  può  sapporsi  quello 
della  Tavola  ;  noi  proveremo  dovere  la  terza  perpendicolare  BE  esistere 
in  questo  piano.  Imperciocché  si  conceda  BE  fuori  del  piano  di  BD  e 
B/T»  e  si  faccia  per  BA  ,  BE  passare  un  pinno  ,  che  incontri  il  primo 
JID/T  secondo  la  retta  BF{^)\  allora  la  retta  40  perpendicolare  alle  due 
rette  BD^  BH  nel  punto  B  de« 'essere  perpendicolare  a  BF  esistente  nel 
loro  piano  (3),  e  rosi  ^40  resulta  perpendicolare  alle  due  rette  BE,  BF, 
il  che  è  assurdo  {%),  essendo  le  (re  retle  AB,  BE^  BF  nello  stesso  piano 
secante.  Dunque  è  giocoforza  che  la  terza  perpendicolare  0^  si  trovi  nel 
piano  DBÌI  delle  prime  due,  e  cMIo  stess**  metodo  si  poò  prnvare  l*as- 
sunto  per  la  quarta,  quinta,  ec,  perpendicolare  al  punto  0  di  i0. 

Corollario.  Se  il  triangolo  rettangolo  ABC  (fig.  139)  gira  intorno  al 
cateto  AB  come  immobile,  deve  l'altro  cateto  BC  descrivere  un  piano; 
perctoè  la  retta  BC  rimane  io  tutte  le  successive  posizioni  BD,  BE,  ec, 
costantemente  perpendicolare  allo  stesso  punto  0  di  AH,  che  devono  come 
tali  formare  un  solo  piano,  coi  saie  perpendicolare  il  cateto  Gaso  i40  (5). 
É  poi  evidente  che  l'ipotenusa  AC  forma  in  tutte  le  successive  posizioni 
un  angolo  costante  col  cateto  fisso  i0,  eh* è  appunto  l'angolo  acuto  A 
del  triangolo  rotlan^rolo  ABC. 

ly,"  Da  un  punto  preso  fuori  o  dentro  di  un  piano  non  può  allo  stesso 
condursi  che  una  sola  perpendicbUtre,  come  pure  per  lo  stesso  punto  di 
una  retta  non  può  condursi  che  unico  piano  perpendicolare  alla  retta. 

Se  dal  punto  A  (fìg.  140)  considerato  fuori  del  piano  della  Tavola  si 
potessero  sopra  lo  stesso  condurre  due  perpendicolari  AB  ,  AC,  tirando 
BC  si  formerebbe  il  triangolo  ABC  coi  due  angoli  retti  (6)  in  0  e  C,  ciò 
eh'  è  assurdo  (7).  Né  si  possono  dal  ponto  A  { 0g.  141  )  preso  sopra  il 
piano  innalzarvi  due  perpendicolari  AB,  AC;  perchè  facendo  passare 
per  esse  un  piano,  questo  \a  ad  incontrare  II  piano  della  Tavola  secondo 
la  retta  AD  (8),  e  ciascuna  delle  rette  AB  ,  AC  come  perpendicolare  al 
piano  anzidetto  resulta  perpendicolare  ad  ill>(9),  il  che  è  assurdo  (10), 
esistendo  le  tre  rette  AB,  AC,  AD  nello  stesso  piano  secante,  rioalmente 
concedendo  due  piani  perpendicolari  allo  stesso  punto  0  della  retta  AB 
(6g.  142),  si  fa  passare  per  i!l0  un  piano  qualunque,  che  seca  il  primo 
piano  giu:»ta  la  retta  BC  ed  il  secondo  giusta  BD;  egli  è  chiaro  che  la 
retta  il0  resulta  perpendicolare  alle  due  BC  ,  BD  (11),  come  quella  che 
lo  è  ai  rispettivi  piani,  in  cui  esistono  le  rette ,  e  questa  conseguenza  è 
assurda  come  sopra-  Dunque  ec. 

(1)  /.*»  Cor.  4,  (2)  /.•  Cor.  2.  (3)  //.«  (4)  3.  /."  (5)  //.•  Sco(.  (6)  idem 
(7)  9.  1//."  Cor.  3.  (8)  /."  Cor,  2.  [9)  II.''  Scoi.  (10)  3.  /"  (11^.  1/." 
Scoi. 
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V.^  S$  dól  punto  A  (fig.  113)  pr9So  fuori  del  piano ^  eho  può  supporti 
quello  eolia  Tavola ,  <t  (tri  allo  tiotso  la  porponéieoUtro  AB  o  vario 
oblique:  i**  la  porpondieolare  AH  è  la  più  corta  di  tuUo ,  •  eomt  tato 
misura  la  distanza  del  punto  A  al  piano:  3*  lo  obliquo  equidistanti  dai 
piede  B  della  perpendicolare  sono  eguali;  9^  le  oblique  più  distanti  re- 
sultano più  lunghe. 

Siccome  la  perpeodicoltre  al  piano  è  pure  perpeDdicolare  atle  retle  del 
piano  condotte  pel  ano  piede  (1),  coaì  le  tre  parti  di  qneato  teorema  sono 
alate  dimostrate  per  le  perpendicolari  ed  oblique  poste  nello  stettso  pia- 
no (2),  e  qoi  ai  tratta  di  eatcndere  la  dimostrazione  a  qaelle  situate  nello 
spasio  cioè  in  piani  diversi ,  il  che  rende  generale  il  teorema  riguardo 
alle  perpendicolari  ad  una  retta  o  ad  un  piano.  Ed  in  yero  per  la  prima 
parte  regge  la  atessa  dimostrazione  del  citato  teorema,  perché  la  perpen- 
drcolare  AB  e  qualunque  obliqua  come  per  eaempio  AC  formano  sempre 
un  piano  (3).  Tenendo  alla  seconda  parte  ,  si  descriva  nel  piano  col 
centro  B  ed  un  raggio  qualunque  BC  il  circolo  CDE^  e  dal  punto  A  ■ 
vari  punti  della  circonferenza  si  guidino  le  rette  AC,  AD,  AE ^  ec  che 
rappresentano  le  oblique  equidistanti  nello  spazio,  essendo  eguali  fi  raggi 
BC  ,  HD,  B£,  ec.  Ora  ae  si  considerano  due  triangoli  qualunque  per 
esempio  ABC^  ABD,  questi  hanno  il  lato  comune  AB,  fi  Iato  BC  —  Btì , 
e  l'angolo  retto  ABC  —  ÀBD  (4)  ;  dunque  I  triangoli  sono  eguali  (5),  è 
se  ne  deduce  AC  »  AD.  Io  riguardo  alla  terza  parte  ai  prolunghi  BC 
in  F,  e  ai  tiri  JF;  essendo  AB,  Ad  AF^  nello  stesso  piano,  si  stabilisce 
AF  >  AC,  e  per  ragione  di  AC  —  AD  si  ottiene  AF  >  AD.  Lo  che  ec. 

Scolio.  Alle  tre  parti  di  questo  teorema  corrispondono  le  seguenti  prò- 
posizioni  inverse  :  1*  se  la  retta  AB  è  la  più  corta  fra  quello  condotte 
da  A  sopra  il  piano,  dev'essere  perpendicolare  al  piano  ;  altrimenti  la 
perpendicolare  dovrebbe  essere  piò  corta  di  AB,  2.*  Le  oblique  eguali 
AC,  AD  ec*  devono  essere  equidistanti  dal  piede  B  della  perpendicolare 
AB:  perchè  I  triangoli  ABC,  ABD  hanno  il  lato  AB  comune,  i  lati  e- 
gnali  AC,  AD,  e  gli  angoli  eguali  ABC,  ABD  comt  retti;  dunque  que- 
sti triangoli  aono  egoali  (6),  e  danno  BC  —  BD.  S""  Fra  le  oblique  di- 
suguali AP,  AD  dev'essere  la  maggiore  AF  più  distante  dalla  perpendi- 
colare AB;  perchè  nel  caso  di  BF  eguale  o  minore  di  BD ,  si  avrebbe 
AF  eguale  o  minore  di  ^O  contro  Tipotesi. 

YI.*  Se  dal  punto  A  (fig.  144)  fuori  del  piano,  che  si  suppone  quoUo 
della  Tavola ,  vi  si  conducono  la  perpendicolare  AB  e  V  obliqua  AC,  a 
ti  oongiungono  nel  piano  i  loro  piedi  B,  C  colla  retta  BC;  la  retta  DE,  cho 
si  tira  nel  piano,  perpendicolare  a  BC  nel  punto-  C,  dei)*euere  pure  per- 
pendicolare alVobliqua  AC. 

Si  prenda  CD—  CB^  e  si  tirino  le  rette- FD,  BE,  ADy  AE;  siceome 

(1)  //.  Scoi,  (t)  S.  iV.^  (3)  /.•  Con  /.  (4)  //.•  Scoi.  (»)  //.  ///•• 
(6)  44.  f/.*  4.  caso. 
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le  obliqoe  •qoidisUnli  dalla  perpendicolare  aia  ad  una  retta  sin  ad  an 
piano  resultano  sempre  eguali  (1),  cosi  si  ha  da  prima  BD  -*  BE  e  quindi 
AD  —  AB.  In  questa  guisa  i  triangoli  ACi),  ACE  sono  eguali  (2)  e  danno 
Tangolo  ACD-^  ACÉ;  queall  djue  angoli  sono  adunque  retti  (3),  e  ì%  DE 
è  perpendicolare  ad  AC. 

Corollario»  La  retta  DE ,  essendo  perpeodicolara  alle  due  rette  CB^ 
CAf  è  pure  perpeodicolara  al  piano  ACB  dalle  stesse  determinato  (4). 

VII.®  Se  due  rette  AB,  CD  (Og.  145)  fono  parallele^  ed  una  di  e$te  AB 
è  perptndicvlare  al  piano  MN  ,  che  può  iupponi  quello  dilla  Tavola^ 
Vaitra  CD  dev'essere  perpendicolare  allo  itetso  piano. 

Dopo  di  aver  congiunto  i  punti  B  t  D  colla  retta  BD  si  tiri  l'obliqua 
AD ,  e  nel  placo  MN  la  retta  EF  perpendicolare  a  BD>  Partendo  dal 
principio  che  le  paralielc  AB,  CD  esistono  in  unico  piano  (5),  egli  è  fa- 
cile intendere  che  le  rette  BD ,  AD  si  comprendono  Ìo  questo  stesso 
piano,  col  quale  hanno  due  pjunti  comuni  (6).  In  simile  guisa  le  quattro 
rette  AB,  BD,  AD,  CD  danno. origine  ad  un  solo  piano,  e  la  retta  £F, 
ch'è  perpendicolare  al  piano  ABD  (7),  lo  sarà  pure  a  CD  nel  medesimo 
esistente  (8).  Di  più  l'ipotesi  di  AB  perpendicolare  al  piano  MN  ci  dà 
AB  perpeodicolare  a  BD  (0);  e  siccome  le  parallele  hanno  corooni  le  per- 
pendicolari (10),  così  ne  resulta  CD  aneora  perpeodicolare  a  BD.  Dunque 
CD  come  perpendicolare  alle  due  rette  BD,  FÉ  che  si  tagliano  nel  suo 
piede  Df  dev'essere  perpendicolare  al  loro  piano  (11),  ch'ò  HiV;  lo  che  ec. 

Vili.®  Le  due  rette  AB ,  CD  perpendicolari  al  medesimo  piano  MN 
devono  essere  parallele. 

Se  si  nega  essere  CD  parallela  ad  AB ,  dal  punto  D  si  guidi  la  pa- 
rallela ad  AB,  cht  dev'essere  perpendicolare  al  piano  ilfiV  (12) ;  o  così  allo 
stesso  punto  D  esisterebbero  due  perpendicolari  al  piano  JlfiV,  ciò  ch'è 
assurdo  (13).  Dunque  ec. 

Corollario,  Due  rette  parallele  ad  una  tersa  sono  parallele  fra  loro. 
Questa  pro|)osizione  già  dimostrata  nel  caso  delle  tre  rette  poste  nel 
medesimo  piano  (14)  si  estende  alle  tra  rette  nello  spazio;  giacché  imma- 
ginando un  piano  perpendicolare  alla  terza  retta,  devono  le  due  rette  es- 
sere perpendicolari  a  questo  piano  (15),  o  come  tali  resultano  parallele. 

IX.^  Se  la  retta  EH  é  parallela  ad  AC,  dev'essere  EU  pure  parallela 
a  qualunque  piano  MN  condotto  per  AC  (fig.  146). 

Imperciocchò  le  due  parallele  EB ,  AC  esistono  nello  stesso  piano 
il&(16),  di  cui  la  retta  AC  denota  la  comune  sezione  col  piano  MN  cioè 
l'aggregato  dei  punti  comuni  ai  due  piani;  e  quindi  se  la  retta  EU  del 
plano  AH  potesse  incontrare  il  piano  MN,  dovrebbe  ciò  accadere  in  un 

(1)  F."  (2)  yy.  V.«  ^3)  2.  Def,  t  (4)  U."  (5)  /.^  Scoi.  (6)  /.  Def.  3. 
(7)  VL""  Cor.  (8)  //.»  Scoi.  (9)  Idem.  (10)  6.  II.''  Scoi,  (li;  //.*  (12)  F/i-* 
(J3)  IV.''  (U)  e.  ili.''  (15)  YII."  (16)  /.•  Scoi. 
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punto  Mia  retta  AC,  il  che  è  impossibile,  essendo  Bff  ed  AC  parallele. 
Donqae  ec 

X.®  1  due  piani  UH,  PQ  perpendicolari  alla  steua  retta  AB  sono  pa- 
ralleli ,  cioè  prolungati  a  qualunque  distanza  ed  in  qualsisia  verso  non 
potsono  mai  incontrarsi  (fig.  147)  • 

Giacché  se  ci  piacesse  di  supporre  od  paoto  d*incootro  O  dei  due  piani, 
tirando  le  doe  rette  ÒB,  OA,  la  retta  AB  perpendicolare  per  ipotesi  al 
piani  MN,  PQ  lo  sarebbe  ancora  ad  ambedue  le  rette  OB,  OA,  che  vi  si 
comprendono  (1);  il  che  è  assordo  (2).  Dunque  ec. 

XI.°  Le  comuni  sezioni  AB,  CD,  dei  due  piani  paralleli  PQ ,  MN  con 
un  terso  piano  AD  sono  due  rette  parallele  (fig.  148). 

Imperciocché  le  doe  rette  AB,  CD  sono  poste  nel  medesimo  piano  se- 
cante ADy  e  non  possono  incontrarsi,  come  quelle  ch'esistono  nei  due 
piani  paralleli  ;  e  queste  appunto  sono  le  due  condizioni ,  che  si  richie- 
dono per  lo  parallelismo  di  doe  rette.  Dunque  ec 

XII.®  Se  i  due  piani  PQ,  MN  sono  paralleli,  e  la  retta  AB  è  perpen- 
dicolare al  piano  PQ,  de^* essere  questa  retta  AB  ancora  perpendicolare 
al  piano  UN ,  o  sia  i  piani  paralleli  hanno  comuni  le  perpendicolari 
(fig.  149). 

Tirando  una  retta  qualunque  BD  nel  piano  ATiV,  si  faccia  per  AB  e 
BD  passare  un  prano  (3),  che  seca  il  piano  PQ  secondo  la  retta  AC  pa- 
rallela a  I^D  (4).  Ora  la  rette  itB,  ch*é  perpendicolare  al  piano  PQ, 
dev'esserlo  pure  alla  retta  j4C  (tt)  e  per  conseguente  a  BD  parallela  ad 
AC  (6);  dunque  la  retta  AB  come  perpendicolare  a  qualsisia  retu  eoD- 
dotta  per  B  nel  piano  MN  resulta  perpendicolare  al  piano  anzidetto  (7j. 
Lo  che  ec. 

Corollario.  Per  un  solo  punto  ed  anche  per  una  data  retta  AC  non 
può  condursi  che  un  solo  piano,  parallelo  al  dato  piano  MN;  perché  nel 
caso  di  due  piani  paralleli  la  perpendicolare  AB  abbassata  da  un  punto 
qualunque  A  di  AC  sopra  il  piano  JlfiV sarebbe  perpendicolare  agli  stessi, 
e  ne  nascerebbe  l' assurdo  di  due  plani  perpendicolari  allo  stesso  punto 
A  dì  AB  (8). 

Xill.*  Le  due  rette  parallele  AC,  BD  comprese  fra  i  due  piani  paral- 
leli PQ,  HN  sono  eguali  {?ì^,  148). 

Imperciocché  il  piano  delle  parallele  AC ,  BD  seca  i  piani  paralleli 
PQ,  MN  secondo  le  rette  AB,  CD,  che  sono  parallele  (9} ;  io  questa 
guisa  il  qnadrilatoro  ABDC  é  un  parallelogrammo  ,  e  quindi  si  ottiene 
AC  «  i?D(10).  Lo  che  ce. 

Corollario,  Due  piani  paralleli  sono  sempre  ad  eguale  distanza;  giac- 
chù  le  perpendicolari  comuni  ai  due  piani  (11),  che  ne  niisurano  le  di- 
stanze,  sono  fra  loro  parallele  (12)  e  perciò  egoali. 

(1)  //.*'  Scoi.  (2)  5,  /."  (3]  1.»  Cor,  4:  (H)  X/.°  (5)  //.'»  Scoi.  (6)  €,  II.'' 
Scoi.  [1)11."  Scoi    (8)  /r.**  (9)  XL'^iìO)    4t.  il.''  (11}  X/f.M12)   Vili'' 
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XIV.*  Gli  angoli  BAC,  IDH,  9h§  hamn»^  i  Ioli  KM  §  DI,  AC  e  DH  n- 
$p$ttivatMnt9  paralleli  e  diretti  nel  medeeim»  verto ,  quantunque  etano 
situati  in  piani  diverei^  resultano  eguaUy  e  i  du9  piani  da  questi  angoli 
determinati  (1)  sono  paralleli  (fig.  ItfO). 

Si  prenda  AB  -^DI,  AC  ^^  DH,  e  si  goìdÌM  le  rette  BC ,  IH,  AD, 
BI,  CH.  fisseDdo  le  dae  rette  AB  e  DI  eguali  e  parallele»  è  giocoforza 
che  AD  e  BM  reaaltino  poro  egaali  e  parallele  (2);  e  nello  atesso  modo 
Tegaaglianza  ed  il  parallelismo  di  AC  e  DH  serfono  ad  argomentare  l'e- 
guaglianza ed  il  parallelismo  di  AD  e  CH.  Le  rette  adanqne  BI  e  CH, 
che  sono  egaali  e  parallele  ad  ana  terza  AD,  sono  egaali  a  parallele  (3) 
fra  loro  ;  il  che  dà  le  rette  BC  ,  IH  roroile  della  stessa  proprietà  (4). 
In  questa  gaisa  i  dae  triangoli  JBC,  DIH  sono  rispettivamente  equilateri 
•  però  egoali  (5),  da  cai  ai  deduce  l'angolo  BAC  —  IDH 

Il  parallelismo  poi  dei  piani  BAC  e  IDH  è  coosegaenza  dell'eguaglianza 
delle  rette  parallele  AD,  BI,  CH:  perchè  se  ci  piacesse  di  negarlo ,  po- 
trebbe per  A  passare  un  piano  parallelo  ad  IDH,  che  Terrebbe  ad  incon- 
trare le  rette  BI  e  CH  in  ponti  diversi  da  B  e  C ,  di  coi  le  porzioni 
comprese  fra  questi  punti  d'incontro  ed  i  punti  /  ed  iT  dovrebbero  essere 
egoali  ad  AD  (6);  il  che  sarebbe  assordo,  posta  l'eguaglianza  di  BI  e  CH 
con  AD,  Dunque  ec. 

Scolio,  Dimostrala  rogoagliaoza  degli  angoli  BAC,  IDH  coi  lati  diretti 
nel  medesimo  verso,  si  può  rendere  generale  renunciazione  a  somiglianza 
degli  angoli  nello  stesso  piano  (7),  estendendo  1'  eguaglianza  al  caso  dei 
lati  in  verso  contrario,  e  dicendo  supplementari  gli  angoli  con  due  lati 
nello  stesso  verso  e  gli  altri  due  lati  in  verso  contrario.  Si  rifletta  poi  che 
esiste  una  specie  di  proposizione  inversa ,  quando  si  suppoogòtio  eguali 
gli  angoli  BAC,  IDH  posti  in  piani  paralleli  coi  lati  AB,  DI  paralleli; 
allora  è  giocoforza  che  siano  pare  paralleli  gli  altri  due  lati  AC,  DH: 
perchè  qualunque  altra  parallela,  che  ci  piacesse  d'immaginare  in  uno 
dei  piani  per  esempia  nel  superiore,  condotta  per  A  a  DH  dovrebbe  fare 
con  AB  un  angolo  differente  da  BAC  e  quindi  da  IDH,  il  che  è  un  as- 
surdo. 

XV.°  Se  le  tre  rette  AD,  BI,  CH  non  situate  nel  medesimo  piano  sono 
eguali  e  parallele,  congiungendo  le  loro  estremità,  si  formano  i  due  trian- 
goli eguali  ABC,  DIH,  di  cui  i  piani  sono  paralleli. 

Imperciocché  i  tra  quadrilateri  ADIB,  BIHC,  CHDA  con  due  lati  op- 
posti egoali  e  paralleli  giusta  l'ipotesi  sono  parellelogrammi  (8),  e  danno 
egaali  e  paralleli  gli  altri  due  lati  AB  e  DI,  BC  ed  IH,  CA  e  HD;  dun- 
que i  dqe  triangoli  ABC ,  DIH  resultano  rispettivamente  equilateri  e 
quindi  eguali  (9),  e  per  ragione  di  due  qualunque  degli  angoli  eguali  cnì 

Ci)  |.*»  Cor,  4,  (2)  4%.  ir.»  (3)  F///.^  Cor,  (4)  4t,  /F."  (3)  4^.  F.» 
((J)  JUL"*  (7)  6,  riL"*  (S)  n.  IV,''  (9)  41,   F.** 
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lati  paralleli,  come  p«r  esempìn  di  BAC  ed  tDH,  i  due  piani  ilBC  e  DiH 

sono  parai  leti  {i)  Lo  che  ec. 

Corollario,  Éshtendo  un  ffoUgono  ABCDE  (fiff.  151)  posto  ptr  titmipio 
nel  piano  dilla  Tavola,  se  dai  suoi  vsrUci  A,  B,  C,  D,  E  fi  tirano  n§U& 
spazio  te  rttts  parallele  ed  eguali  Aa ,  Bb,  Ce,  Dd,  Be,  evngiungemdone 
i  punti  estremi  e,  h,  e,  d,  e ,  fi  viene  a  formare  in  un  piano  parallelo 
a  quello  della  Tavola  il  poligono  eguale  abcde  :  impercioechè,  condotte 
le  diagonali  nel  dne  poligoni,  dietro  la  dimostraziofie  di  sopra  si  hanno 
le  coppie  dei  triangoli  egaali  co'  piani  paralleli  dea  e  0£J,  dah  e  DAB, 
dbe  e  DBC  ;  e  quindi  I  piani  dea,  dab,  dbe,  che  passano  per  Io  stesso 
ponto  d  e  sono  paralleli  al  piano  ABCDE  della  Tavola ,  defono  dare 
origine  ad  on  solo  piano  (2).  resaltandone  il  poligono  abede  rlspeitiva- 
nienle  eqoilatero  ed  equiangolo  al  dato  ABCDE  e  però  egnale. 

Xyi.**  /  piani  paralleli  secano  le  rette  in  parti  proporzionati. 

Consideriamo  in  primo  luogo  (6g.  152)  le  rette  Ac ,  Ah,  che  partono 
dallo  stesso  punto  A  e  traversano  i  piani  paralleli  PQ,  9t^,  BS;  allora 
il  piano  cAh  delle  due  rette  determina  le  tre  comuni  sezioni  bd,  ef,  eh 
parallele  (3),  e  ne  proTiene  la  serie  dei  rapporti  eguali  Ab:  (e :  ee  ::  Ad 
:  df:  fh  (4).  Siccome  una  di  esse  rette  si  può  comparare  con  qualunque 
altra,  che  parte  da  A,  così  si  conchiude  che  ogni  retta  condotta  da  il  è 
divisa  in  parti,  xhe  conservano  in?ariabilroente  gli  stessi  rapporti. 

Consideriamo  in  secondo  luogo  f6g.  153)  due  rette  qualunque  ac,  df 
non  situale  nel  medesimo  piano,  e  si  tiri  la  retta  af,  lì  piano  eaf  fa  le 
due  comuni  sezioni  parallele  bg,  cf,  e  no  deriva  la  proporzione  ab  :  bc 
''  og  :  gf{ìi);  come  pure  il  piano  afd  determina  altre  due  comuni  sezioni 
parallele  ad,  gè ,  da  cui  ha  origine  la  proporzione  ag  :  gf  ::  de  :  ef;  e 
comparando  queste  due  proporzioni,  no  resulta  la  terza  ab  :  bc  ::  de  :  ef 
cioè  a  dire  le  parti  di  una  retta  proporzionali  alle  parti  dell'altra.  Lo 
che  ec. 

Corollario.  Il  rapporto  delle  parti  sussiste  ancora  per  gl'interi  formati 
dallo  stesso  numero  di  parti;  cosi  essendo  per  esempio  (fig.  152)  Ab  :  be 
::  Ad  :  df,  si    ha   Ab -h  be  :  Ab  ::  Ad  +  df  :  Ad  cioè   Ae  :  Ab  ::  Af  : 
Ad,  ec;  e  posta  l'altra  proporzione  (fig.  153)  ab  :  be  ::  de  :  ef,  si  deduce 
ac  :  ab  :*  df  :  de,  ec 

§  20.    DEGLI    ANGOLI    FORMATI    DA   DLK    PIANI 
O    SIA    DEGLI    ANGOLI    DIEDRI 

Definizione 
Quando  due  piani  come  per  esempio  (fig.  iM)  CÀltì).  rhc  può  essere 

(1)  J/F.«  (2)  Xri.»  Cor,  (3)  Jr/.«  (4)  44,  Ili'*  Cor.  (5)  44.  ///." 
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il  piano  della  Tavola»  ed  SÀB  a' loeoDtraDo,  vìodo  a  liniUrai  lo  apasio 
Del-  aolo  fervo  della  loro  esienaioDe,  ed  il  rapporto  di  posiiione  dei  dna 
piaoi  costitoiace  TaDgelo,  ehe  dicesi  dUdro  o  aia  a  dae  facce  piane  dalle 
parole  greche  &>o  dw,  ed  fòpa  t$d9f  che  dai  geometri  greci  fu  usala  nel 
senso  di  /accia  piana  ;  la  comune  sezione  AB  dei  due  piani  si  può  ri- 
guardare a  guisa  di  Tcriice  dell'angolo  diedro,  che  s'indica  per  meno  di 
quattro  lettere»  mettendo  in  principio  ed  in  fine  uni  lettera  di  ciascun 
piano  e  nel  mezzo  le  due  lettere  della  comune  sezione,  eioè  si  dice  Tan- 
golo  diedro  EABD.  Ora  se  da  un  ponto  qualunque  m  della  cornane  se* 
zinne  AB  si  tira  In  ciascon  piano  una  retta  perpendicolare  ad  AB  cioè 
mn  nel  plano  CABDtà  me  nell'altro  EAB,  si  forma  1* angolo  rettilineo 
costante  nme;  perché  replicando  questa  costruzione  per  un  altro  punto  di 
AB,  un  angolo  ne  proviene  coi  Iati  rispettivamente  paralleli  ad  mn^  ma, 
e  perciò  eguale  all'angolo  nm$  (1).  Gli  angoli  rettilinei  cosi  formati  rap- 
presentano gli  angoli  diedri ,  come  quelli  che  conservano  lo  stesso  rap- 
porto; il  che  sarà  sviluppato  nei  seguenti  teoremi. 

Teoremi 

I.®  E$istano  i  due  angoli  diedri  EABD,  TQPR,  nei  quali  $i  formino 
giuila  la  definizione  di  topra  gli  angoli  reuilinei  nme,  bgt;  io  dico  ehe 
nel  caso  degli  angoli  rettilinei  eguali  devono  essere  egfsali  gli  singoli 
diedri,  cioè  i  piani,  nella  posizione  in  cui  si  trovano,  possono  coin- 
cidere. 

Imperciocché  la  comune  sezione  AB  come  perpendicolare  alle  due  rette 
mn ,  me  (2)  è  perpendicolare  al  loro  piano  nme  (3),  e  per  la  stessa  ra- 
gione QP  è  perpendicolare  al  piano  hgt  ;  per  lo  che  facendo  coincidere 
gli  angoli  eguali  nme,  hgt,  e  per  conseguente  i  loro  piani,  è  giocoforza 
che* si  confondano  le  dae  perpeodlculari  AB,  QP  allo  etesso  piano  nel 
medesimo  ponto  (4)  cioè  nel  vertice  comune  dei  due  angoli.  E  siccome 
le  due  rette  AB,  mn  determinano  il  plano  CABD  (5),  e  le  due  rette  QP, 
gh  il  piano  SQPR,  cosi  In  coincidenza  delle  prime  due  rette  colle  seconde 
due  ci  dh  quella  dei  due  piani  CABD,  SQPR,  come  pure  coiocidcndo  le 
i-ette  AB,  me  con  QP,  gt,  deve  il  piano  EAB  coincidere  con  TQP.  Dun- 
que 1  due  angoli  diedri  ;  che  perfettametite  coincidono ,  sono  eguali  ;  lo 
elle  ec. 

Corollario.  Se  nell'angolo  diedro  PRQM  ifìg,  155)  si  forma  l'angolo 
rettilineo  ABC  (6)  retto,  prolungando  dair altra  parte  della  comune  se- 
zione RQ  uno  dei  due  piani  per  esempio  MRQt  la  retta  compreaa  CB, 


(I)  i9.  Jr/r."  (2)  Def.  (3)   /».  //."  (4)    19,  iV.''  (5)  19.   /.•    Cor.    /. 
{6}  Def. 
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nasce  il  secondo  angolo  diedro  PBQN  adiacente  al  primo  ceirangolo  rel- 
Iflioeo  ABC  retto  (1),  e  per  ragione  degli  angoli  egaili  ABCt  ABC  re- 
soltano  eguali  i  doe  angoli  diedri  PBQ9Ì,  PBQN.  Giascano  degli  angoli 
diedri  eguali  dicesi  r$Uot  ed  nno  qualunque  dei  piani  per  esempio  PQ 
pirpwdieolaf  all'  altro  Jlf/V ,  le  quali  deoominaiioni  resultano  analoghe 
a  quelle  stabilite  per  le  rette  (2) ,  perché  richiamano  la  medesima  idea 
degli*angoU  adiacenti  eguali. 

li.*  Due  angoli  dièdri  qualunque  9ono  nello  sUsmo  rapporto  degli  an^ 
goli  réilUinei  formati  giutta  la  definizione. 

Facendo  coincidere  nel  piano  CABD  (fig.  itf6)  doe  faceie  qualooque 
degli  angoli  diedri ,  si  possono  le  altre  due  facce  esprimere  dai  piani 
KB,  BB^  in  modo  che  gli  angoli  diedri  resultino  KABD ,  HABD;  dal 
punto  tn  della  loro  comune  sezione  AB  si  conducano  perpendicolari  ad 
AB  la  retta  mn  nel  piaoo  BC,  mh  nel  piano  BH,  mh  nel  piaoo  /rJT,  le 
quali  tre  perpeodicolari  si  compfendono  nello  stesso  plano  (3)  ;  e  si  deve 
provare  che  gli  angoli  diedri  KABD,  HABD  stanno  come  gli  angoli  reu 
tillnei  kmny  hmn. 

Sia  in  primo  luogo  commensurabile  il  rapporto  degli  angoli  rettilinei 
kmn,  hmn,  e  si  esprima  per  esempio  da  quello  dei  numeri  tt  :  3;  per  lo 
che  procedendo  alla  divisione  dell*  angolo  kmn  in  cioque  parti  eguali  hmg, 
gmh,  hmf,  fme,  emn,  tre  di  queste  parti  formano  l*angolo  hinn,  e  le  rette 
mg,  mff  me  comprese  nel  piano  kmn  resultano  tutte  perpendicolari  ad 
AB  (4).  Ora  ae  per  AB  e  ciascuna  di  queste  rette  si  coodoce  un  piaoo, 
si  hanno  I  tre  nuovi  piani  BG,  BF,  BB  ed  i  cioque  angoli  diedri  eguali 
KABG,  GABHf  BABF,  FABE ,  EABD  per  ragione  dei  cinque  angoli 
rettilinei  eguali  kmg,  gmh,  ec.  (tt);  e  siccome  tutti  e  cinque  compongono 
l'angolo  diedro  KABD  e  tre  i*altro  HABD,  cosi  il  rapporto  di  queaii  due 
angoli  diedri  è  di  5  :  3,  ch'è  appunto  il  rapporto  supposto  dei  due  angoli 
rettilìnei  kmn,  hmn. 

Sia  in  secondo  luogo  incommensurabile  il  rapporto  dei  due  angoli  ret- 
tilinei kmn,  hmn;  allora  ai  prova  col  noto  metodo  (6)  che  il  primo  angolo 
diedro  ata  ai  secondo  come  il  primo  angolo  rettilineo  ad  un  quarto  prò- 
porsionale,  che  non  può  essere  piò  grande  o  più  piccolo  del  secondo  an- 
golo rettilineo.  Ed  in  vero  dietro  di  aver  concesso  (6g.  157)  il  quarto 
proporzionale  Imn  >  hmn  cioè  la  proporzione  (1)  KABD  :  HABD  ::  kmn 
:  Imn ,  si  divida  1*  angolo  kmn  in  parli  egoali  di  grandezza  minore  di 
Imh,  in  modo  che  cada  una  retta  di  divisione  per  esempio  mt  fra  mh  e 
«U,  e  si  conduca  il  piano  Bl  per  AB  e  mt.  Allora  giusta  la  dimostra- 
zione di  aopra  deve  aussistere  la  proporzione  (ft)  KABD  :  lABD  ::  kmn 
:  imn  ,  che  comparata  colla  precedente  (4)  dà  la   terza   assurda  HABD 

(1)  %.  Def.  J.  (2}  Idem.  (3)  49.  Ui.'^  (4)  49.  II.""  (5)  1.^  6)  44.  ///.• 
Scoi. 
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:  iABD  ::  Imn  :  tmfi.  Lo  stesso  ha  luogo  nel  esso  del  qnarto  proporiio- 
nalo  minore  delPaogolo  hmn;  danqoe  ec 

Scolio.  La  misora  degli  angoli  diedri  ai  rìdaee  a  quella  degli  angoli 
rettilinei ,  che  conservano  Io  atesso  rapporto  ;  e  stabilendo  per  onilà  di 
misara  la  90™'  parte  del)' angolo  diedro  retto  a  somiglianza  di  quella 
degli  angoli  rettilinei  (1),  ai  dica  in  modo  compendioso  che  Vangolo  die- 
dro i  misurato  daW  angolo  rettilineo  delle  due  perpendicolari  condotte 
nei  rispettivi  piani  al  medesimo  punto  della  comune  sezione. 

In  questa  guisa  per  effettuare  la  misura  al  descrive  od  circolo  nel 
piano  deirangolo  rettilineo  col  centro  al  ?ertice  e  con  un  raggio  qualun- 
que, e  ai  prende  l'arco  compreso  frs  i  sooi  lati,  di  cui  il  numero  dei 
grsdi  denoterà  i  90°*'  sì  dell'angolo  rettilineo  che  del  diedro  in  riguardo 
all'  angolo  retto  rettilineo  o  diedro.  La  specie  poi  degli  angoli  diedri  è 
definita  da  quella  degli  angoli  rettilinei ,  che  li  misurano  ;  già  abbiamo 
chiamato  retto  l'angolo  diedro,  che  comprende  l'angolo  rettilineo  retto  (2), 
e  si  dice  parimente  acuto  o  ottuso  l'angolo  diedro  secondocbè  l'angolo 
rettilineo  è  acuto  o  ottuso.  Ed  in  generale  lotte  le  proprieià  degli  angoli 
reililinei  convengono  ai  diedri,  come  si  vedrà  nei  seguenti  teoremi. 

111.*  Se  il  piano  PQ  incontra  il  piuno  MN  secondo  la  retta  CB,  V  la 
somma  dei  due  angoli  diedri  adiacenti  PCBN ,  PCBH  ,  è  eguale  a  due 
retti  j  cioè  a  dire  gli  angoli  diedri  adiacenti  sono  supplementari;  2*  la 
somma  dei  quattro  angoli  diedri  suecsssivi  PCBN,  PCBM,  QBCM,  QBCN 
é  egtuile  a  quattro  retti;  S°  gli  angoli  diedri  opposti  al  vertice  come  per 
esempio  PCBN,  QBCM  sono  eguali  {^^.  158). 

Per  un  punto  qualunque  m  della  comune  aezione  CB  ai  guidi  un  piano 
perpendicolare  a  CB^  che  seca  il  piano  MN  secondo  la  retta  ab  ed  il  piano 
VQ  secondo  hk.  In  simile  guisa  si  ha  la  retta  CB  perpendicolare  alle 
rette  ah,  hk  (3),  e  gli  angoli  delle  stesse  hmÒ,  hma,  ec.  jnìsarano  gli  an- 
goli diedri  che  li  comprendono  (4)  ;  per  lo  che  in  forza  delle  noto  pro- 
prietà degli  angoli  formati  dall'incontro  di  due  rette  (5)  si  argomentano 
le  tre  parti  della  proposizione  già  enunciate.  Lo  che  ec. 

Corollario»  Se  vari  piani  incontrano  il  .piano  MN  secondo  la  stessa 
retta  CB,  la  somma  dei  successivi  angoli  diedri  dalla  stessa  parte  di  UN 
è  costantemente  eguale  a  due  retti ,  mentre  la  somma  di  tutti  gli  angoli 
diedri  da  una  parte  e  dalValtra  i  eguale  a  quattro  retti;  e  ciò  non  al- 
trimenti di  quello  che  avviene  per  gli  angoli  delle  rette  (6). 

1V*°  inverso.  Se  i  due  piani  MCB,  NCB  incontrano  il  terzo  piano  PQ 
secondo  la  stessa  retta  CB ,  e  fanno  gli  angoli  diedri  adiacenti  PCBM. 
PCBN  supplementari,  o  gli  angoli  diedri  opposti  al  vertice  PCBN,  QBCM 
eguali^  io  dico  che  i  due  piani  anzidetti  MCB,  NCB  davono  formare  unico 
piano  MN. 

(1)  2.  //.•  Scoi.  (2)  /.•  Cor.  (3)  19.  IL''  Scoi.  (4)  //.°  Scoi.  (5)  2,  II!.*' 
/K*  K.'»  (6)  t.  UL^  lY."*  Cor. 
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Tirando  per  m  il  pUno  perpendicolare  a  CB,  si  formano  le  conanl 
•extooi  am  nel  piano  MCB,  mb  nel  piano  NCB,  hk  nel  piano  PQ,  e  CB 
resolu  perpendicolare  alle  stesse;  onde  gli  angoli  reltilinei  amh,  hmb,  ee. 
mis orano  i  rispettivi  angoli  diedri,  e  dietro  l*noa  o  l'altra  ipotesi  sì  cod- 
cbiode  formare  am  ed  mfr  Tunica  retta  ab  (1).  Daoqoe  il  piano  MCB  de- 
terni inaio  ób  CB  e  ma  è  quello  stesso  determinato  da  CB  ed  mb,  cioè 
a  dire  si  ridacono  qoesti  due  plani  airanico  piano  definito  da  CB  ed 
ab  (2);  lo  che  ee. 

V.""  JV«it'tticon(ro  det  du9  piani  paralleli  PQ,  MN  con  un  terzo  ES  »i 
formano  1°  gli  angoli  diedri  ditemi  ^interni  PÀÌD,  NDCA  o  alterni 
—  eitemi  RABQ,  SDGM  eguali,  2^  gli  angoli  diedri  eorriepondenti  BABQ. 
ACDN  eguali,  S""  gli  angoli  di$dri  intemi  QBAG,  NDCA  o  estemi  RABQ, 
SDCN  dal  medesimo  lato  del  piano  secante  sono  supplementari  (fig.  159). 

Poste  le  due  comuni  sezioni  AB,  CD  parallele  O),  si  liti  pel  pnnlo  m 
di  AB  un  piano  perpendicolare  ad  AB ,  che  seca  i  due  piani  paralleli 
PQ,  MN  secondo  le  rette  parallele  oò,  ed  (4),  ed  il  piano  ii5  secondo  la 
retta  hmnk;  fucenJo  ciò,  si  ottiene  AB  |>erpcndico!are  alle  due  rette  afr, 
AA(  (5) ,  e  la  retta  CD  con^e  parallela  ed  AB  è  pure  perpendicolare  al 
pinno  condono  per  m  (6)  e  quindi  alle  due  rette  ed,  knmh  nello  stesso 
comprese.  Onde  gli  angoli  rettilinei  delle  due  parallele  aò,  ed  colla  se- 
cante hk  misurano  i  rispettivi  angoli  diedri,  e  cosi  le  note  proprietà  dei 
prillai  (7)  si  estendono  ai  secondi  giusta  T enunciazione  di  sopra;  lo 
che  ec. 

Scolio.  Trattando  delle  rette  parallele ,  abbiamo  dimostrato  la  verità 
delle  proposizioni  inverse  (8),  ma  queate  affatto  non  han  luogo  nel  caso 
dei  plani ,  non  essendo  le  proprietà  enunciate  nel  teorema  esclasive  pei 
piani  paralleli.  E  siccome  tutte  le  anzidette  proprietà  dipendono  dalTo-, 
guaglianza  degli  angoli  alterni  —  interni,  cosi  basta  provare  che  i  piani 
lì'^n  paralleli  possono  formare  eguali  gli  angoli  alterni  -—  interni  onde 
c&ncbiodere  poter  loro  convenire  le  altre.  Ed  In  vero  sì  abbia  (fig.  160; 
I  angolo  dìeiiro  RCDN  dai  due  plani  BS,  MN^  in  cui  sì  tirino  le  rispet- 
tive perilendicolari  ne,  nd  alla  comune  sezione  CD  per  formare  l'angolo 
rettilineo  end  che  lo  misura.  Nel  piano  BS  si  guidi  una  retta  AB  non 
parallela  a.C/>,  e  cosi  le  due  rette  AB,  CD  poste  nel  medesimo  piano 
BS  safiìcieotemcnte  prolungate  devoosi  incontrare;  di  più  si  tiri  per  un 
qualsisia  punto  m  di  AB  un  piano  perpendicolare  ad  AB,  che  seca  il 
piano  RS  nella  retta  mA,  ed  in  questo  piano  perpendicolare  si  faccia  al 
punto  m  di  mh  l'angolo  miA  — crtcl;  si  tiri  in  Gne'per  le  due  rette  AB, 
mr  il  piano  ATB  die  dà  origine  air  angolo  diedro  TABD  misurato  dal- 
l'angolo rettilineo  rmA  e  come  tale  eguale  all'angolo  diedro  BCDN.  in 

(1)  «.  Fi.*»  (2)  49,  //  Cor.  4.  (3)  49.  XL"*  (4)  Wcm.  (»)  49.  //."  Si^ol. 
(6)  49,  X//.«  (7)  6,   F.°  (8)  6.   F/.» 
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qaesu  guisa  i  dae  piani  TB,  MN  intersecali  dal  Uno  M  fanno  eguali 
gli  angoli  diedri  alterni  —  interni  TABI),  RCDN,  e  frattanto  non  sono 
paralleli;  perchè  l'incontro  delle  dae  rette  AB,  CD  denota  un  punto  co- 
mune ai  due  piani,  nei  quali  si  comprendono. 

VI."  $•  la  ritta  AB  i  perpendicolare  al  piano  HN,  qualunque  piano 
PQ  condotto  per  la  stessa  dev'esser  e  perpendicolare  al  piano  MN  (Gg.  155). 

Per  il  punto  B  nel  piano  JfiV  si  tiri  la  retta  BC  perpendicolare  alla 
cornane  sezione  Jì(^  dei  piani  PQ^  MN,  e  la  reità  AB  resulta  perpendi* 
colare  alle  due  retta  BC,  RQ  comprese  nel  piano  MN  (i);  quindi  l'angolo 
rettilineo  ABC  retto  è  la  misura  dell'angolo  diedro  PBQM,  che  dev'es- 
sere pure  retto  (2),  e  cosi  il  piano  PQ  resulta  perpendicolare  ad  MN.  Lo 
che  ec. 

Corollario,  Se  le  tre  rette  AB,  BC,  BR  sono  rispettivamente  perpen- 
dicolari nel  medesimo  punto  B,  ciascuna  di  esse  relte  è  perpendicolare 
al  piano  detcrminato  dalle  altre  due  (3);  ed  i  tre  piani  definiti  da  duo 
qualonqoe  di  quesle  rette  resultano  perpendicolari  fra  loro,  cioè  a  dire 
il  piano  di  AB  e  BC  è  perpendicolare  al  piano  dì  AB,  e  BR  ed  a  quello 
di  BC  e  BR ,  passando  il  primo  per  AB  perpendicolare  agli  aliri  due 
piani ,  ec.  ec.  Le  tre  anzidette  rette  prendono  il  nome  di  cusi  ortogo  - 
noli  ed  i  tre  piani  diconsi  anche  ortogonali;  di  questi  assi  e  piani  or- 
togonali si  fa  uso  nella  geometria  sublime  e  nelle  meccaniche  per  fissare 
la  posizione  di  un  punto  qoalanque  nello  spazio. 

VII."  Se  il  piano  PQ  è  perpendicolare  al  piano  Mfi,  e  nel  primo  si 
tira  la  retta  AB  perpendicolare  alla  comune  sezione  BQ  ;  io  dico  dover 
essere  AB  perpendicolare  al  secondo  piano  MN. 

Tirando  pel  punto  B  nel  piano  IffN  la  reità  BC  perpendicolare  a  RQ, 
si  forma  l'angolo  ABC  retto,  come  quello  che  misura  l'angolo  diedro 
retto  de'  due  piani  perpendicolari;  e  quindi  AB,  eh* é  perpendicolare  alte 
due  rette  RQ,  BC,  resulta  perpendicolare  al  loro  piano  AriV(4).  Lo  che  ec. 

Vili.**  Se  il  piano  PQ  è  perpendicolare  al  piano  MN,  e  da  qucUtisia 
punto  B  della  comune  sezione  RQ  s'innalsa  la  retta  BA  perpendicolare 
al  secondo  piano  MN,  io  dico  che  questa  perpendicolare  deve  compren- 
dersi nel  primo  piano  PQ. 

Se  ciò  si  nega,  puossi  nel  piano  PQ  condurre  una  perpendicolare  ai 
pnnio  B  sopra  RQ,  ch'è  ancora  perpendicolare  al  piano  ÌfiV(5);  e  quindi 
nello  Slesso  punto  B  esisterebbero  due  perpendicolari  al  piano  MN,  lì 
che  è  assurdo.  Dunque  ec. 

)X."  Se  due  piani  PQ  RS  sono' perpendicolari  ad  un  terzo  piano  MN, 
la  loro  comune  seziofie  AD  dev^  essere  perpendicolare  al  terzo  piano  MN 
(fig.  161). 

Imperciocché  la  porprndìcolare  elevata  da  B  al  piano  MN  deve  com- 

(i)  49.  U.^  Scoi.  C2)  /."  Cor.  (3/  19.  Il  ""  (4)  idem.  (5)  VII.'' 
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prendersi  ia  ambidae  I  pimi  PQ^  AS(1),  che  tetto  gintu  r  ipotesi  per- 
peodicoisri  ad  Mlff  che  vai  qaiDto  dire  qoests  perpeodieoUre  forme  la 
loro  comnne  setiooe.  Lo  che  ce. 

X.^  Se  du§  piani  PQ,  MN  sono  perpenilicolar»  ad  un  terzo  pioAo  AD, 
e  le  rùpelltve  comuni  tettont  AC,  BD  renUtano  pofaUeie,  devono  i  du9 
piani  PQ,  MN  eteere  fra  loro  paralleli  (ig.  149}. 

Si  conduce  Del  lene  piaoo  AD  one  perpeod {colare  qoahmqae  AB  alla 
comune  seiione  iC,  che  resolta  pare  perpendicolare  all'altra  BD{1).  la 
qneata  gaisa  si  hsnoo  dna  coppie  di  pieni  perpendicolari,  che  sono  AD 
t  PQf  AD  ed  HNt  e  la  retta  AB  compresa  nel  pieno  AD  è  perpendico- 
lare alla  cornane  seiione  di  ogni  coppia  cioè  ad  AC,  BD;  donqae  AB  deve 
essere  perpendicolare  sì  al  piano  PQ  che  ad  JfiV(3},  il  che  dà  il  paral- 
lelismo de'  dae  plani  aoiidetti  PQ,  MN(A). 

S31.    PEGLI    AXtiÒLt   SOLIDI  O   POLIEDRI. 

Definizione 

Se  più  di  dae  piani  concorrono  nel  medesimo  ponto,  il  loro  rapporto 
di  posizione  è  indicato  In  generale  col  nome  di  angolo  eolido  o  meglio 
coir  altro  di  angolo  poliedro  cioè  di  angolo  a  molte  facce  piane,  e  il 
ponto  di  concorso  si  chiama  verliee.  L'angolo  solido  prende  il  nomn 
particolare  dal  numero  de'  piani  o  sia  delle  facce  :  cosi  V  angolo  formato 
in  S(rig.  162,  nuro.  1}  da*  tré  piani  SAB,  SAC,  SCB  si  dice  Iriedro; 
l'angolo  5(Gg.  162,  nam.  2)  de'  quattro  piani  SDC,  SDA^  SAB,  SBC 
tetraedro  t  facendo  uso  della  parola  greca  Texpèic  ,  qualtro;  l'angolo  5 
(fig.  162,  nam.  3)  de'  cinqae  piani  SAB,  SBC,  SCD,  SDE,  SEA  si  dico 
pentaedro,  ec.  In  qualunque  angolo  solido  si  distinguono  gli  angoli  ret- 
tilinei delle  comuni  sezioni  col  vertice  comune  in  5  e  gli  angoli  diedri 
de'  successivi  piani ,  di  cui  il  numero  eguaglia  sempre  quello  delle 
facce:  in  questa  guisa  l'angolo  diedro  S  (fig.  162,  num.  1]  presenta  I 
tre  angoli  rettilinei  ASB ^  ASC,  CSB ,  ed  i  tre  angoli  diedri  dei  piani 
SAB  ed  SAC,  SAC  ed  SCB,  SCB  ed  SAB;  l'angolo  tetraedro  S  (figo- 
ra  162,  n.  2)  ne  presenta  quattro  dell'una  e  l'altra  specie,  d'angolo  pea- 
«  taedro  5  (fig.  162,  num.  3)  cinque,  ec.  In  generale  due  angoli  poliedri 
si  dicono  eguali,  quando  soprapposti  coiocidono  in  tutte  le  pani  e  si 
confondono,  ciò  ch'esige  l'eguaglianza  rispettiva  degli  angoli  rettilinei  e 
diedri,  e  la  loro  disposizione  nel  medesimo  ordine.  Finalmente  si  chiama 
conveeto  l'angolo  poliedro,  quando  ciascuna  delle  sue  facce  prolungate 
non  incontra  le  altre,  chiamandosi  rientrante  io  caso  diverso  ;  ma  nella 
geometria  si  considerano  i  cun vessi  e  non  già  i  rientranti. 

(I)  r///."  (2)  6.  IL't  SeoL  (3)  Vii,"  (4)  49,  X« 
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Teoremi 

I.*  PfelV angolo  triedro  la  somma  di  due  qualuuqw  degli  angoli  reiti- 
lihei  è  maggiore  del  terso. 

Siano  {dg.  163}  SA^  SC,  SB  le  tre  comani  sezioni  dei  tre  piani  for- 
manti l'angoio  triedro  S,  da  cui  resoltano  i  tre  angoli  rettilinei  ASC, 
CSB,  ASB;  ed  io  dico  che  doe  qaalanqae  di  essi  sono  maggiori  del  terzo. 
Basta  che  fra  i  due  angoli  uno  ce  ne  abbia  maggiore  del  terzo  per  es- 
sere a  fortiori  la  loro  somma  maggiore  del  terzo  angolo,  e  quindi  la 
prova  deve  aver  luogo  nel  caso  che  ciascuno  dei  doe  angoli  sia  minore 
del  terzo,  come  si  soppongooo  di  fatto  gli  angoli  ASC,  e  CSB  rispetto 
ad  ASB. 

Essendo  l'angolo  ASB  >  BSC,9ì  faccia  net  suo  piano  l'angolo  BSD-^ 
BSC,  e  vi  si  tiri  a  piacere  la  retta  ADB;  in  segaito  si  prenda  SC-^SD, 
e  si  guidino  le  rette  CA,  CB.  I  due  triangoli  SBD,  SBC,  che  hanno  il 
lato  SB  comune,  il  Iato  5D—  SC,  e  l'angolo  compreso  BSD -^ BSC,  sono 
egoali(i);  e  se  ne  doloce  BD^BC,  Ora  se  dalla  noia  inegoagUanza 
AC  +  BC  >  AB [2)  si  sottraggono  le  quantità  eguali  BC,  e  BD,  si  ottiene 
AC>  AD,  e  cosi  i  due  triangoli  SAC ,  SAD  resultano  Tol  lato  SA  co- 
mone,  col  lato  SC^SDt  e  col  terzo  lato  AC>AD\  sarà  dunque  l'an- 
golo ASC  >  ASD  (3)t  la  quale  ineguaglianza  mercè  raggiunta  degli  an- 
goli egnali  BSC,  e  BSD  si  converte  neiraltra  ASC-h  BSC>aSD  +  BSD 
cioè  •  dire  ASC  +  BSC>ASB^  Lo  che  ec. 

CfiToUario.  La  proposiiione  di  due  angoli  qualunque  maggiori  del  terzo 
si  esprime  in  altra  gnisa,  dicendo  che  qualunque  angolo  dev* estere  mi- 
nore della  somma  e  maggiore  della  diffsrenia  degli  altri  due  Di  fatto 
se  si  stabilisce  l'altra  ineguaglianza  ASB -h  BSC  >  ASC,  trasponendo  BSC, 
ne  proviene  ASB>  ASC-^BSC. 

Lemma  avanti  11.*^ 

Eiistendo  la  retta  AD  fuori  del  piano  delle  due  rette  AB,  AC,  che  pud 
supporti  quello  della  Tawday  ed  AD  al  di  sopra,  è  impossibile  che  un'al- 
tra retta  condotta  da  A  dalla  stessa  parte  del  piano  cioè  al  di  sopra 
faccia  rispettivameme  i  medesimi  angoli  di  AD  con  AB  ed  AC.  Una 
tede  retta  si  può  solamente  condurre  dalV  altra  parte  del  piana  BAG 
ctoé  al  di  eotto,  che  si  determina  con  abbassare  da  un  punto  qualunque 
m  di  AD  la  perpendicolare  mi  sopra  il  piano  BAG,  prolungandola  al  di 
sotto  sino  ad  id  — mx;  allora  la  retta  Ad  farà  l'angolo  dAB  — DAB  e 
dAC  — DAC(6g.  164,  N«  1). 

Sapponendo  tatti  e  due  acati  gli  angoli  DAB ,  DAC ,  si  guidino  dfft 
poDlo  m  le  doe  perpendicolari  mi  sopra  AB,  mr  sopra  AC,  e  s'immagini 
la  rivolozione  dei  due  triangoli  rettangoli  mM,  mr^l  intorno  ai  rispettivi 

(I)  44.  ìll^  (2)  4    Def.  1.  '3)  //.   K//!." 
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cateti  At,  Ar,  Aveodo  riguardo  al  primo  Iriaogolo  raUaogolo  mlA,  il  ca- 
lato tm  deacrife  od  circolo  di  centro  t  e  raggio  ttn ,  e  ripotaonsa  Am 
iD  latte  le  soccesaive  posizioni  farà  con  At  V  angolo  costante  filile  (1); 
dunque  fra  le  rette,  che  si  possono  da  ^' tirare  in  ogni  verso  nello  spa- 
zio, quelle  sole  condotte  ai  ponti  della  circonferenza  del  circolo  di  cen- 
tro t  e  raggio  tm  fanno  con  AB  l'angolo  determinalo  DAB.  Della  stessa 
maniera  si  prova  che  la  proprietà  di  formare  1*  angolo  costante  DAC 
si  appartiene,  discorrendo  sempre  del  sistema  delle  retta  goidate  per  J, 
a  quelle  sole  che  si  possono  condurre  ai  punti  della  circonferenza  di  cen- 
tro r  e  raggio  rm.  Per  lo  che  ne  conseguita ,  che  per  formare  con  ana 
retta  diversa  da  AD  gli  angoli  rispettivamente. eguali  a  DAB,  DAC  è 
giocoforza  che  vada  questa  retta  ad  un  punto  comune  delle  due  circon- 
ferenze anzidette;  e  noi  veniamo  provando  esservi  soltanto  due  punti  co- 
muni, che  sono  precisamente  m  e  d. 

Ed  in  vero  essendo  At  perpendicolare  al  circolodi  raggio  (m  ed  ilral* 
Taltro  di  raggio  tm  (2),  si  argomenta  dover  essere  il  piano  BAC  perpen- 
dicolare a  tulli  e  dne  i  piani  circolari  (3),  e  quindi  la  loro  comune  se- 
zione resulla  perpendicolare  al  piano  BAC  (4;;  la  quel  cosa  indica  che 
la  perpendicolare  mxd  dell'ipotesi  è  la  comune  sezione  dei  due  circoli, 
non  potendosi  dal  ponto  m,  ch*ò  comune  giusta  la  costruzione,  abbas- 
sare un'altra  perpendicolare  al  piano  BAC  (5).  Ora  qualunque  retta  gui< 
data  da  A  ad  un  punto  comune  delle  due  circonferenze  dev'essere  della 
lunghezza  Am^  ch'esprime  propriamente  la  distanza  eguale  di  tolti  i  pumi 
di  ambe  le  circonferenze  da  A;  e  sopra  la  comune  sezione  mxd  non  può 
condorsi  dal  punto  A  che  la  sola  Ad  eguale  ad  Am,  Imperciocché  per 
ragione  del  piano  BAC  perpendicolare  ad  mxd  qualunque  retta  di  questo 
piano  condotta  per  x  come  per  esempio  quella  che  congiunge  i  punti  J, 
Xy  resulta  perpendicolare"  ad  mxd  (6)  nel  suo  mezzo  a?;  e  quindi  il  solo 
punto  d  può  somministrare  Ad  —  ^m  (7),  ch'è  quanto  a  dire  1  soli  due 
punti  m,  d  sono  comuni  alle  due  circonferenze. 

Si  conchiude  adnnqu^  non  esistere  al  di  sopra  del  piano  BAC  alcuna 
retta,  che  possa  formate  i  medesimi  angoli  di  AD  con  AB  ed  AC  ma  si 
bene  al  di  sotto;  e  la  stessa  è  Ad  determinata  giusta  l'enoneiaziona  del 
lemma. 

Questa  dimostrazione  vale  pel  caso  degli -angoli  DAB,  DAC  acati 
(6g.  165),  qnante  volte  la  perpeadicolare  mx  cade  fuori  dell'angolo  BAC. 
Sossiste  ancora  pel  caso  degli  angoli  DAB\  DAC,  tutti  e  due  ottoai 
(fig.  164  n-  1  e  165),  considerando  in  vece  di  B'AC*  ^'angolo  opposto  al 
vertice  BAC:  perchè  la  retta  AD,  che  sola  può  formare  gli  angoli  acuti 
DAB,  DAC,  farà  casa  sola  ancora  i  rispettivi  angoli  supplementari  ottoai 

(1)  49.  Ili.*  Cor.  (J)  Id$m.  (3)  $0.  Vi.*  (4)  $0.  iX.*  (8)  19.  /F.* 
(6)  49.  IL*  S$ol  (7)  r  ir.''  Cor. 
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DÀB\  DàC  M  Tiene  a  caogiare  per  Taltro  caio  direrso  di  qoo  dagli 
angoli  per  esempio  DÀB*  oltaso  e  di  DAC  acoto ,  perchè  prolangando 
AB*  in  ABy  sassiste  rispetto  ali*  angolo  BAC  la  stessa  dimostrazione,  e 
qoiodi  dalla  proprietà  esclasiva  di  AD  per  formare  l'angolo  acato  DAB^ 
qaelta  ne  conseguita  pare  esclusiva  di  formare  1*  angolo  sapplementario 
DAB*  ottuso.  Se  poi  gli  angoli  DAB,  DAC  sono  ambidue  retti,  la  prò- 
posizione  è  evidente,  resaltando  AD  perpendicolare  al  piano  BAC  (1),  e 
per  lo  stesso  ponto  A  non  può  condarsi  un'altra  perpendicolare  al  pia. 
no  (2).  In  tutti  i  casi  adunque  si  può  concbiudere  cb*  esistendo  la  retta 
AD  fuori  del  piano  di  AB,  AC,  ec. 

11.^  Se  due  angoli  triedri  resultano  da  angoli  rettilinei  rispettivamente 
eguali,  io  dico  dover  essere  eguali  gli  angoli  diedri  dei  piani ,  in  eui 
esistono  gli  angoli  rettilinei  eguali, 

/.*"  Caso,  Siano  i  due  angoli  triedri  A  ,  a  (fig.  164  N.  1  e  If.  S)  coi 
piani  degli  angoli  egaali  disposti  nel  medesimo  ordine,  cioè  situando  so- 
pra la  Tavola  i  piani  degli  angoli  eguali  BAC,  haCf  corrispondano  egaali 
gli  angoli  DAB,  e  dab  dalla  sinistra,  e  gli  angoli  DAC,  e  dac  dalla  drit- 
ta; in  questo  caso  può  aver  luogo  la  coincideora  dei  due  angoli  triedri, 
e  quindi  ne  proviene  l'eguaglianza  ennociata  degli  angoli  diedri.  A  que- 
st'oggetto non  si  deve  praticar  altro  che  la  soprapposlzione  dell'angolo 
rettilineo  bac  al  suo  eguale  BAC,  In  modo  che  coincidano:  perchè  la 
retta  ad  posta  al  di  sopra  del  piajo  BAC  deve  necessariamente  confon- 
dersi con  AD ,  come  quella  che  parte  da  ^à  e  fa,  giusta  V  ipotesi ,  gli 
stessi  angoli  di  AD  colle  rette  AB ,  AC  (3)  ;  il  che  importa  la  perfetta 
coincidenza  degli  angoli  triedri  A,  a,  e  precisamente  coincidono  i  piani 
degli  angoli  egaali.  lo  simile  guisa  si  ottiene  l'angolo  diedro  DABC ^ 
dabe,  DACB  —  dacb,  BADC  —  bade,  lo  che  ec. 

Se  venisse  a  cangiare  la  specie  di  tatti  e  due  gli  angoli  DAB,  DAC, 
0  di  uno  di  essi,  sussisterebbe  sempre  la  dimostrazione  a  tenore  del  vari 
casi  contemplati  nel  lemma. 

2.^  Caso.  Siano  ora  i  piani  degli  angoli  egnali  disposti  in  ordine  in- 
verso, cioè  situando  come  nel  primo  caso  sopra  la  Tavola  i  piani  degli 
angoli  egaali  BAC,  cab  (fig.  164  N.  1  e  N.  3),  corrisponda  l'angolo  DAB 
dalla  sinistra  eguale  all'angolo  dab  dalla  dritta,  e  l'angolo  DAC  dalla 
dritta  eguale  all'aogalo  dac  dalla  sinistra.  Avendo  luogo  una  tale  dispo- 
sizione inversa,  non  possono  i  due  aogoK  triedri  A,  a  coincidere;  giacché 
sebbene  potesse  effettuarsi  la  coincidenza  degli  angoli^  eguali  BAC,  bac, 
soprapponendo  ae  ad  AB  ed  ab  ad  AC,  pure  ad  non  si  confonde  con  AD, 
come  quella  che  non  fa  con  AB  ed  AC  gli  stessi  angoli  DAB,  DAC  di  AD, 
facendo  ad  con  AB  l'angolo  eguale  a  DAC  e  con  AC  l'angolo  eguale  a 
DAB.  Se  poi  si  rovescia  l'angolo  triedro  a,  in  guisa  cho  ad  corrisponda 

(1)  i9.  /!.•  (2)  49.  IV*.  (3)  Lemma. 
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•I  di  soUo,  e  si  pratica  U  coiocidcDia  delPaogolo  eqb  cod  CAB,  so- 
vrapponendo ao  ad  AC  ed  ab  ad  4^;  allora  Tango  lo  bad  al  di  sotto  del 
piano  BAC  viene  dallo  alesso  lato  di  BADàX  di  sopra,  e  dac  dallo  slesso 
lato  di  DAC.  Si  verifica  adonqoe  T  altro  c«so  del  lemma,  ch*é  quanto  a 
dire  la  retta  ad,  parlando  da  A,  deve  passare  per  d  posto  nella  perpen- 
dicolare mx  abbassata  da  on  paolo  qaalaoque  m  ài  AD  sopra  il  piano 
BAC  e  prolongata  fino  ad  xd  —  mx,  e  così  l'angolo  iriedfo  acdb  si  rap- 
presenta da  ACdB  ;  e  noi  veniamo  provando  a  tenore  dell'  enunciazione 
del  teorenna  l'angolo  diedro  DB  AC  —  dBAC  cb'è  lo  stesso  di  dbac,  e  Taltro 
DCAB  —  dCAB  cb*è  lo  slesso  di  dcab. 

Qui  fa  d'uopo  distinguere  i  vari  casi  relativi  alla  specie  degli  an- 
goli DABt  DAC  già  considerati  nel  lemma;  e  noi  riga  ardiamo  come  caso 
fondamentale  quello  di  si  falli  angoli  lutti  e  due  acuti  colla  perpendico- 
lare mx  dentro  all'angolo  BAC.  Si  tiri  adunque  nel  filano  BAC  la  retta 
xt  perpendicolare  ad  4B ,  e  ai  conducano  le  due  oblique  mt  nel  piano 
BADt  dt  nel  piano  dAB^  le  quali  devono  tulle  e  due  corrispondere  per- 
pen'licolari  ad  AB  (1),  cb'è  Ja  comune  sezione  dei  due  piani  BAD,  dAB\ 
in  questa  gnisa  1'  angolo  rettilineo  mix  è  la  misura  dell'  angolo  diedro 
DBAC,  e  dix  lo  è  dell'altro  dBAC  (2).  i  quali  angoli  rettilinei  mix,  dtx 
sono  eguali*  Impercioccbè  i  due  triangoli  txm ,  txd  rettangoli  in  x  per 
ragione  di  mxd  perpendicolare  al  piano  BAC  (3)  banno  tguali  i  lati  mx, 
dx,  e  il  lato  tx  comune;  dunque  gli  anzidetti  triangoli  sono  eguali  (4), 
a  danno  l'angolo  mix  '^dtx,  il  cbe  importa  l'eguaglianza  dei  due  angoli 
diedri  DBACt  dBAC»  Né  dÌ¥erso  è  il  metodo  per  provare  l'angolo  die- 
dro DCAB  —  dCAB;  al  qaale  oggetto  si  guidino  xr  perpendicolare  ad 
4C  e  le  due  obbliqoe  mr,  dr  che  corrispondono  perpendicolari  ad  AC, 
e  la  considerazione  dei  triangoli  rettangoli  eguali  rxm,  rxd  dà  l'angolo 
rettilineo  mrx  —  drx,  ec. 

Questa  dimostrazione  sussiate  per  gli  altri  casi  del  presente  teorema, 
passando  a  tenore  della  particolare  circostanza  dall'eguaglianza  di  due 
angoli  diedri  acuti  a  quella  dei  loro  supplementi  ottusi.  Ed  in  vero  se 
restando  acoli  gli  angoli  DAB ,  DAC  (Gg.  165) ,  la  perpendicolare  mx 
cade  fuori  dell'angolo  BAC,  allora  si  replica  la  slessa  dimostrazione  di 
sopra,  ma  l'angolo  rettilineo  mtx  misura  1'  angolo  diedro  adiacente  di 
DBAC  cioè  11  supplemento  acuto  di  DBAC  ottuso  (5) ,  verificandosi  lo 
stesso  per  l'angolo  rettilineo  dtx  rispetto  all'angolo  diedro  dBAC;  e  così 
dall'eguaglianza  dei  due  supplemcoii  si  argomenta  l'altra  dei  due  angoli 
diedri  DBAC,  dBAC.  Se  gli  angoli  sono  tulli  e  due  ottusi  DAB\  DAC 
(fig.  164.  N.  1  ,e  165),  si  prolungano  i  loro  piani  al  di  là  della  comune 
sezione  AD,  e  così  si  forma  l'angolo  diedro  JBiiDC  opposto  al  vertice  d, 
B'ADC  analogo  all'angelo  rettilineo  BAC  opposto  al  vertice  di  B'AC: 

ii)  19,  VI*  (2)  %0.  //.»  Scoi  (3)  19.  //.*>  SqoI,  (4)  14,  IIL''  (5)  XO.  ///.• 
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allora  l'angnlo  reUiliiuio  mtx  misura  l'angolo  diedro  DBÀC  acuto,  che  é  Io 
atesso  di  DB'ACt  cui  comesapplemeolo  corrisponde  DB'^C  ottuso;  mentre 
l'angolo  rettilineo  eguale  dtx  misura  l'angolo  diedro  dBAC  o  aia  dBAC 
che  ha  per  supplemento  dB*AC  ^  il  che  importa  Teguaglianza  dei  due 
angoli  diedri  supplementari  DB*AC\  dB*AC*.  Nella  stessa  guisa  si  passa 
dagli  angoli  diedri  DCAB^dCAB  eguali  al  loro  supplementi  DCUB*,dCAB* 
pure  eguali.  Se  poi  ai  ha  uno  degli  angoli  per  esempio  DAB*  ottuso  e 
DAC  acuto,  si  prolunga  il  plano  DAB*  al  di  li  di  AD,  e  viene  l'angolo 
rettilineo  BAC  supplemento  di  B*AC:  in  simile  caso  l'angolo  diedro  DABC 
è  lo  stesso  di  DAB'C ,  e  dABC  di  dAB*C  ma  DACB  é  supplemento  df 
DACB\9  dACB  dì  dACB*;  quindi  si  coochiude  l'eguaglianza  di  DACB\ 
d4CB\ 

S'intende  infine  come  si  possa  collo  stesso  metodo  dimostrare  l'egua- 
glianza dei  terzi  angoli  diedri  BADC,  bade  (fig.  164.  N.  1  e  N.  3),  fa^ 
cendo  coincidere  due  degli  altri  angoli  rettilinei  eguali  per  esemplo  BAU 
e  bad  con  mettere  ba  sopra  BA  e  da  sopra  DA;  allora  ao  ed  AC  corri- 
spondono da  parti  opposte  rispetto  al  piano  BAD,  e  si  prova  col  solito 
metodo  l'eguaglianza  degli  angoli  diedri  dallo  slesso  lato   BADC ,  bade. 

Qualunque  sia  adunque  la  disposizione  degli  angoli  rettilinei  rispetti* 
vamente  eguali  nei  due  angoli  triedri,  si  verifica  sempre  l'eguale  inclina- 
zione dei  piani  contenenti  gli  angoli  rettilinei  eguali;  il  che  ec. 

Scolio.  Questo  teorema  offre  due  casi  ben  distinti  di  eguaglianza  di  an- 
goli triedri  ,  non  ostante  che  sempre  abbia  luogo  l' egoaglianza  di  tutte 
le  parti  cosiiloenti  ;  nel  primo  caso  per  la  disposizione  delle  parti  nel 
medesimo  ordine  succede  la  coincidenza  degli  angoli  triedri,  e  questa  è 
impossibile  nel  secondo  caso,  attesa  la  disposizione  delle  stesse  parti  in 
ordine  inverso.  M.  Le  Gendre,  cui  si  appartiene  questa  scoperta  sfuggita 
alla  mente  di  tutti  i  geometri  anteriori,  disse  eguogliansa  assoluta  quella 
della  coincidenza  (1),  ed  eguaglianza  per  simtnetria  l'altra  in  cui  non  può 
aver  luogo  la  coincidenza  ;  onde  secondo  lui  sono  eguali  assolutamente 
gli  angoli  triedri  nel  prinào  caso ,  ed  eguali  per  simmetria  o  semplice- 
mente simmetrie!  nel  secondo.  E  la  denominazione  di  simmetrici  si  estende 
in  generale  a  tutti  i  solidi,  che  resultano  da  parti  rispettivamente  eguali 
ma  disposte  in  ordine  inverso.  Sembra  a  prima  vista  che  l' eguaglianza 
per  simmetria  debba  pure  verificarsi  nelle  figure  piane ,  quando  le  loro 
parti  rispettivamente  eguali  corrispondono  in  ordine  contrario;  ma  a  dire 
il  vero  le  figure  piane  si  possono  rivolgere  in  ogni  verso  cioè  da  dritta 
a  sinistra  e  da  sinistra  a  dritta,  di  sotto  in  sopra  e  di  sopra  in  sotto, 
e  quindi  le  parti  si  possono  sempre  ridurre  nello  stesso  ordine,  eh' è 
quanto  a  dire  l'eguaglianza  per  simmetria  si  riduca  all'assoluta.  Non 
cosi  pei  solidi  cioè  per  le  figure  a  tre  dimensioni ,  in  cui   per  lo  rove* 

(1)  Def. 
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iclamtDto  la  tana  dfmentloDa  prenda  nn  ferio  differeota ,  caogiaodosi 
r  altezza  ìd  profoodiUi  o  all'ioverso,  e  qaesta  circostanza  impedisce  la 
loro  coincidenza,  allorché  le  parti  sono  ridotte  nel  medesimo  ordine  corno 
si  avvera  nei  dae  angoli  triedri  il,  a  del  secondo  caso  rappresentali  da 
ABDC,  ABdC  colle  terze  dimensioni  mx,  dx  dirette  in  verso  contrario. 

Corollario.  Se  Vangolo  triedro  A  (Gg.  164  n.  il  comprende  due  angoli 
rettilinei  eguali  per  esempio  BAD  e  CAD ,  devono  i  piani  degli  angoli 
eguali  avere  la  tteesa  inclinazione  al  terxo  piano  BAC,  o  eia  i  due  art- 
goli  diedri  DABC,  DACB  resultano  eguali.  Questa  proposizione  è  evidente 
nel  caso  degli  angoli  BAD ,  CAD  retti ,  corrispondendovi  i  due  angoli 
diedri  DABC ,  DACB  pure  retti  (i);  e  noi  la  dimostriamo  pel  caso  de- 
gli angoli  acoti.  Supponendo  la  costruzione  del  secondo  caso  del  teoro- 
ma,  fa  d'uopo  dimostrare  Teguaglianza  degli  angoli  rettilinei  mix,  mrx; 
il  cbe  è  conseguenza  deiripotesi  atabilita.  Ed  in  vero  i  due  triangoli  ret- 
tangoli mtA,  mrA  coir  ipotenusa  mA  comune  divengono  eguali  nel  caso 
delPangolo  tAm  —  rAm  (2) ,  somministrando  mf  —  mr,  alò  che  produce 
Teguaglianza  degli  altri  due  triangoli  rettangoli  mxt,  mxr  col  cateto  mx 
comune  (3),  da  cui  si  deduce  l'angolo  mix  ^  mrx.  Questa  dimostrazione 
vale  per  l'ipotesi  dei  due  angoli  ottusi  eguali  B*AD,  CAD,  essendo  gli 
angoli  diedi  i  DABC  e  DACB  i  rispettivi  supplementi  di  DAB'C  e  DACB*; 
per  lo  che  dall'eguaglianza  già  provata  di  DABC  e  DACB  segue  quella 
di  DAB'C*  e  DAC*B\  Ora  posta  questa  proposizione ,  si  può  stabilire 
l'altra,  che  nel  caso  di  un  angolo  triedro  composto  da  tre  angoli  retti' 
linei  eguali  devono  pure  essere  eguali  i  tre  angoli  diedri  dei  iuoi  trt 
piani, 

III.^  In  ogni  angolo  poliedro  convesso  la  somma  degli  angoli  rettilinH 
formali  dalle  comuni  sezioni  dei  piani  dev*essere  sempre  minore  di  quat- 
tro angoli  retti. 

Secando  l'angolo  poliedro  5  (fig.  156)  con  un  piano  qualunque,  nasce 
an  poligono  ABCDE;  e  se  da  un  punto  0  del  piano  secante  preso  den- 
tro al  poligono  si  conducono  le  rette  OA,  OB,  OC,  ec.  ai  suoi  succes- 
sivi vertici,  vengono  a  formarsi  col  vertice  in  0  un  numero  di  triangoli 
OAB,  OBC,  OCD,  ec.  eguale  a  quello  dei  triangoli  SAB,  SBC,  SCD,  ec. 
col  vertice  in  S;  per  io  che  la  somma  degli  angoli  dei  triangoli  col  ver- 
tice in  S  dev'essere^  eguale  alla  somma  degli  angoli  dei  triangoli  col  ver- 
tice  in  O  (4).  Intanto  avendo  riguardo  agli  angoli  triedri  in  A,  B,  C,  ec. 
si  stabilisce  (5)  la  somma  dei  due  angoli  SAE  +  SAB  >  EAB,  SBA  + 
SBC  >  ABC,  SCB  +  SCD  >  BCD ,  ec.  eh'  é  quanto  a  dire  la  somma 
degli  angoli  alle  basi  dei  triangoli  col  vertice  in  5  resulta  maggiore  della 
somma  degli  angoli  alle  basi  dei  triangoli  col  vertice  in  0  cioè  degli 
angoli  del  poligono  ABCDE;  onde  per  eompensaiione   la   somma   degli 

ii)  io.   F/.°  (2)  14.  IV.»  Scoi  (3)  //.   F/.'  4.  caso  (4)  9.  ìli.'*  (»)  /.• 


angoli  ìd  5  è  mioore  della  somma  degli  angoli  in  O,  la  qnale  uUima 
somma  equivale  a  quattro  angoli  reltì  (1).  Dunque  ec. 

Seolio.  La  considerazione  dei  triangoli  col  vertice  in  O  non  è  essen- 
lille  alla  dimostrazione;  giacché  chiamando  n  il  numero  delle  facce  del- 
l'angolo solido,  si  formano  n  triangoli  in  5,  di  cui  la  somma  degli  an- 
goli si  esprime  da  ISO"*  x  n  -  ISO"*  X  n  —  360»  +  360"*,  da  cui  sot- 
traendo la  somma  degli  angoli  alle  basi^  ch'é  maggiore  della  somma  de* 
gli  angoli  del  poligono  cioè  di  180°  (n  —2) -180"  X  n  —  360''  (2),  resta 
come  residuo  le  somma  degli  angoli  in  5  mioore  di  36Q% 

Corollario.  Conoscendo  il  valore  dtfgll  angoli  dei  poligoni  regolari  (3j, 
reniamo  definendo  i  casi  in  cui  si  possono  costruire  angoli  solidi  per 
mezzo  di  piani  contenenti  angoli  di  poligono  regolare.  Si  può  formare 
l'*  un  angolo  triedro  con  tre  plani  di  triangolo  equilatero,  di  cui  Taogolo 
ó  60**,  e  la  somma  dei  tre  angoli  rettilinei  180°;  2°  on  angolo  tetraedro 
con  quattro  piani  di  triangolo  equilatero,  essendo  la  somma  dei  quattro 
angoli  240°;  3°  tm  angolo  pentaedro  con  cinque  degli  auzidetti  piani, 
che  danno  la  somma  300°  dei  cinque  angoli;  ma  non  so  ne  possono  jinire 
sei  per  ragione  della  somma  360°  dei  sei  aoguli ,  ed  a  fortiori  un  nu^ 
mero  maggiore.  4°  Si  può  formare  ti  solo  angolo  triedro  con  tre  piani 
di  quadrato,  di  cui  l'angolo  ò  90®,  e  la  somma  dei  tre  angoli  270°;  5°  il 
solo  angolo  triedro  con  tre  piani  di  pentagono  regolare,  che  ha  l'angilj 
di  108°,  e  di  321°  per  la  somma  dei  tre  angoli;  perchè  quattro  angoli 
di  quadrato  somministrano  la  somma  360°,  quattro  di  pentagono  la  som- 
ma 432°,  e  tre  di  esagono  regolare  la  somma  360^,  essendo  120^  il  suo 
angolo,  ec 

S  22.   IMSI    POLIEDRI 
DefiniMioni 

*t.*  Li  Itgura  foltda,  che  dicesi  anche  il  iolido,  è  una  parte  dello  spa- 
ilo con  tutte  e  tre  le  dimensioni  limitata  e  racchiusa  per  ogni  verso  da 
superficie  ;  e  due  figuro  solide  seno  assolatamente  eguali ,  quando  so- 
prapposte coineidono  io  tutta  la  loro  estensione.  Se  poi  le  figure  solide 
senza  potere  coincidere  comprendono  lo  stesso  spazio ,  cioè  sono  delta 
medesima  capacità,  o  volume,  o  come  d'ordinario  ai  dice  della  stessa 
soliditè,  allora  queste  figure  si  chiamano  semplicemente  equivalenti* 

2."  Il  solido  poliedro  o  semplicemente  il  poliedro  è  una  figura  solida 
limitata  da  molte  superficie  piane,  che  diconsl  facce;  le  loro  comuni  se- 
zioni, che  devono  essere  linee  rette  (4) ,  si  chiamano  lati  o  ipigoH  o  co- 
stole ;  ed  i  vertici  degli  angoli  solidi  sono  i  vertici  del  poliedro.  Onde 
due  poliedri  seno  certamente  eguali,  allorché  i  vertici  deiruou  si  coofon- 

(1)  i.  /F.'^  Cor.  {%)  40,  li/*  (3)  iS,  l.°  SeoL  {4}  49.  /.«  Cor,  t. 


dono  coi  Tettici  deri'altro.  In  particolare  si  dice  i9traedro  il  solido  a  (toat- 
tro  facce,  esaedro  quello  à  9ei,or(aedro  quello  adotto,  dodeeaedro  lì  to- 
Udo  a  dodici  Tacce ,  giusta  le  Dote  etimologie  greche  (1)  ed  icosaedro 
quello   a   feoti   dalla   parola  greca  ttxoot,  venti. 

3/  Se  aa  quarto  piano  viene  a  secare  i  tre  componenti  l'angolo  trie- 
dro  5  (6g.  162,  num.  1),  si  forma  il  solido  più  semplice  eh' è  il  tetrae- 
dro, di  ^cui  le  quattro  facce  ÀSB,  ASC,  CSB^  ACB  sono  piani  triango- 
lari, e  dicesi  ancora  piramide  triangolare.  Secando  con  un  piano  i  quattro 
piani  deir angolo  tetraedro  S,  (fdem  n.  2}  si  forma  il  solido  colle  qaattro 
facce  laterali  triangolari  SAD,  SAB,  SBC,  SCD,  e  colla  base  quadrilatera 
DABC,  che  dicesi  i^iramide  quadrangolare;  ed  in  generale  allorché  si  secano 
con  un  piano  gli  n  piani  di  un  angolo  p(^iedro,  ne  nasce  an  solido,  di  cai 
le  facce  laterali  sono  sempre  triangolari,  e  la  base  un  poligono  di  n 
lati,  che  chiamasi  piramide  poligona^  di  cai  il  vertice  è  quello  dell'an- 
golo poliedro,  indicandosi  la  piramide  con  iscrivere  prima  la  lellera  del 
vertice  e  poi  quelle  della  base.  In  altra  guisa  se  da*  vertici  di  un  trian- 
golo 0  di  un  poligono  qualunque  si  tirino  delle  rette  ad  un  punto  si- 
tualo fuori  del  suo  piano,  e  si  guidino  i  successivi  piani  per  due  rette 
contigue,  si  forma  un  solido  della  classe  delle  piramidi,  che  tutte  con- 
vengono nella  proprietà  di  a\ere  le  facce  laterali  triangolari,  differendo 
soltanto  nella  base,  che  può  essere  un  poligono  qualunque.  La  parola 
piramide  ha  avuto  origiue  dalla  greca  H^paiAic,  la  quale  è  derivata  dalla 
voce  IIup,  Tcopà^,  fuoco,  fiamma,  di  cui  la  piramide  imita  la  forma  acu- 
minata. 

4.*^  L'altezza  della  piramide  è  la  perpendicolare  condona  dal  vertice 
sopra  il  piano  della  base;  e  la  piraitiide  è  retici,  quando  la  base  è  un 
poligono  regalare,  e  la  perpendicolare  auzidetta  cade  nel  ceuiro  del  cir- 
colo iscritto  0   circoscriito  ai  poligono  (2). 

5.*  Esistendo  un  triangolo  o  un  quadrilatero  o  in  generale  un  poligono 
qualunque,  che  serve  di  base,  si  conducano  delle  rette  parallele  ed  eguali 
da'  vertici  fuori  del  suo  piano,  di  cui  congiungendo  Testremitè,  si  formt 
UQ  polìgono  eguale  e  parallele  a  quello  della  base  (3);  e  si  considerino 
inoltre  i  piani  determinali  dalle  rette  parallele  contigue  prese  due  a  due. 
Questa  costrosiooe  dà  un  solido  con  due  basi ,  che  sono  i  due  poligoni 
eguali  co*  piam  paralleli,  e  tutte  le  facce  laterali  devono  essere  paraille- 
logrammi,  ed  un  tale  solido  si  dioe  prisma.  Cosi  nel  caso  del  triangolo 
ABC  e  delle  rette  parallele  ed  eguali  Aa,  Bb,  Cc^  ee.  (6g.  167}  si  ottiene 
il  prisma  triangolare,  che  ba  per  basi  i  due  triangoli  eguali  e  paralleli 
ABC,  ohe,  e  di  cui  le  tre  facce  laterali  corrispondono  a'  parallelogrammi 
AabB,  BbcC,  CcaA  par  ragione  de'  due  lati  opposti  di  ogni  quadrilatero 
eguali  e  paralleli  (4)^  nel  caso  del  quadrilatero  ABDC  (fig.  16B)  si  forme 

(!)  40.  Def.  /  e  20  Ùef.  (2)  4S,  il."*  (3)  (9.  Xr.°  Cor.  (4)  /2.  IT.» 


il  prisma  fuadrilatero  co*  da«  quadrilateri  egoali  e  paralleli  come  basi 
e  colle  qQaUro  facce  laleraJi,  che  seno  I  parallelogrammi  ABhoj  BDdb, 
DCedf  CAae\  nel  caso  del  pentagono  ABCDE  (ig.  16f  ]  nasce  (1  pritma 
pentagono^  ec.  ee.  In  altra  gnisa  esistendo  dne  piani  paralleli,  si  de- 
seriva  In  nno  di  essi  il  poligono  ABCDB,  da'  cni  vertici  si  guidino  delle 
rette  parallele  alTaltro  piaoo,  che  rincontrano  ne*  ponti  a,  b,  e»  d,  e. 
I  piani  di  ogni  coppia  di  doe  rette  contigne  Ti  determinano  colle  loro 
comuni  sezioni  il  poligono  àbede  eguale  el  primo;  perchè  i  lati  ah,  he,  ec. 
resaltano  paralleli  (i)  ad  AB,  BC ,  ec.  e  quindi  i  quadrilateri •  ABha^ 
BCehf  ec.  sono  parallelogrammi  (2) ,  che  danno  eguali  i  lati  opposti  ah 
ed  AB,  he  e  BC,  ec.  e  gli  angoli  a  ed  il,  fr  e  B,  ec.  coi  lati  paralleli 
sono  pure  eguali  (3).  Onde  la  unione  di  tutti  i  piani  di  origine  al  pri- 
sma poligono ,  che  si  qualifica  poi  nel  caso  particolare  col  nome  della 
base.  Si  possono  ancora  descrivere  nei  doe  piani  paralleli  i  poligoni  «- 
guali  ABCDE,  abeds  eoi  Iati  eguali  rispettivamente  paralleli,  congfungere 
i  tertici  oidologhi  colle  rette  Aa^  Bh,  Ce,  Dd,  £e,  ed  immaginare  al  so- 
lito i  piani  per  due  rette  contigue;  giacché  in  questo  caso  lo  facce  late- 
rali ossieno  t  quadrilateri  Ahha,  BCcb,  ec.  sono  parallelogrammi  (4),  a- 
vendo  i  lati  opposti  AB  ed  ab,  BC  e  ho,  ec.  eguali  e  paralleli.  I  prismi 
adunque  formano  una  classe  di  solidi ,  che  tutti  convengono  nelle  pro- 
prietà di  avere  due  poligoni  eguali  coi  piani  paralleli  come  basi,  e  piani 
parallelogrammi  come  facce  laterali,  e  non  differiscono  che  nelle  basi, 
per  le  quali  può  servire  qualunque  poligono,  che  dà  il  nome  al  prisma. 
La  parola  prisma  è  la  alessa  voce  greca  Ii^\a\ux,  con  cui  piacque  ai  greci 
di  denotare  questa  figura,  e  la  derivarono  da  IIpl^cx),  gego ,  forse  perchè 
un  tale  solido  può  recidersi  dal  masso  la  mercè  della  sega ,  avendo  ri- 
guardo alle  sue  facce  piane. 

6/  VaUsxsa  del  prisma  è  la  perpendicolare  abbassata  da  un  punto  della 
base  superiore  sopra  il  piano  dell'inferiore,  cioè  a  dire  la  distanza  dei 
•due  piani  paralleli  delle  baci  (5).  il  prisma  dicesi  retto,  quando  le  sue 
costole  Aa  ^  Bb  ,  ec-  sono  perpendicolari  ai  piani  delle  besi  ABCDE, 
ahcde;  e  basta  che  una  sola  costola  lo  sia  per  esserlo  tutte  le  altre  (6), 
essendo  le  costole  parallele  fra  loro,  nel  quale  caso  una  costola  qualun- 
que esprime  l' altezza  del  prisma  ,  ed  i  parallelogrammi  laterali  ABba, 
BCcbf  ec.  divengono  rettangoli  (7).  Ma  se  le  costole  sono  oblique  ai  piani 
delle  basi,  allora  le  faccio  laterali  sono  propriamente  parallelogrammi,  ed 
il  prisma  dicasi  obliquo.  Nel  caso  del  prisma  retto  i  piani  delle  facce 
laterali  sono  perpendicolari  al  piano  delia  base  (8),  ma  in  quello  del 
prisma  obliquo  non  si  possono  dare  due  facce  contigue  perpendicolari 
alla  base  ;  perchè  dietro  simile  ipotesi  la  loro  comune  sezione  cioè  uno 

(1)  19.  Xf."  (2)  1t.  IL''  (3)  19.  JTir.»  (4)  4S.  /K.'  (5)  19.  XUL*  Cor. 
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spigolo  ftarebbo  perpeodicoUre  al  piada  della  base  (1),  e  lo  sarebbero  par# 
gii  aliri  spigoli  (2) ,  cioè  il  prisma  reauUerebba  reno.  Onde  nel  caso  del 
prisma  triangolare  obliquo  non  può  esistere  che  una  sola  faccia  perpen* 
dicolare  alla  basa. 

7.*  Se  la  base  del  prisma  è  un  parallelogrammo,  le  sei  facce  dello 
stesso  sono  tntte  parallelogramme,  e  prende  il  nome  dì  paralltlepipeda, 
di  cai  esìstono  differenti  specie  relative  alle  diverse  specie  de'  paralle- 
logrammi. 1**  Se  il  parallelogrammo  ABDC  (fig.  168),  che  serve  di  basa, 
è  rettangolo  (3) ,  e  gli  spìgoli  Aa ,  Bb,  Ce ,  Dd  sono  perpendicolari  »l 
piano  della  base ,  le  sei  facce  del  solido  sono  tutte  rettangole,  e  dicesi 
faralUlepipedo  rettangolo,  2^  Se  la  base  ABDC  è  un  quadrato  (4)  (tìg.  171) 
cogli  spigoli  perpendicolari  come  sopra  ed  eguali  al  lato  AB  del  qua- 
drato, le  sei  facce  si  riducono  a  sei  quadrati  eguali»  e  Aìeesì  parellelepi- 
pjtdo  quadrato  o  semplicemente  jcuòo.  3^  Se  la  base  è  un  rombo  (5),  a 
gii  spigoli  sono  obliqui  al  suo  piano  ed  eguali  al  lato  del  rombo,  le  sei 
facce  corrispondono  tutte  a  rombi  formati  sullo  stesso  iato ,  e  il  paral- 
lelepipedo dicesi  romboidale  o  semplicemente  romboide. 

8.*  Due  poliedri  si  dicono  stmt(t,  allorché  hanno  lo  stesso  numero  di 
facce  rispettivamente  simili,  che  sono  le  omologhe,  •  gli  angoli  solidi 
omologhi  uj^uali  assolutamente4  il  che  imporla  dover  essere  le  facce  si- 
mili cioè  la  omologhe   poste  similmente  e  colla   stessa   inclinazione  fra 

loro. 

Jeorimt. 

I.*  in  qualvnque  prisma  le  sesioni  fatte  dai  piani  paralleli  sono  po- 
ligoni eguali. 

Sia  ABCDE  la  base  del  prisma  (fig.  172),  e  pei  due  punti  M,  m  presi 
nello  stesso  spigolo  Aa  si  conducano  due  piani  paralleli  fra  loro ,  che 
per  mezzo  delle  comuni  sezioni  toWe  facce  laterali  determinano  i  due  po- 
lìgoni MNPQRt  mnpqr  eguali.  Imperciocché  le  comuni  sezioni  JfiV,  «in 
dei  due  piani  paralleli  col  terzo  AabB  sono  parallele  (6),  ed  essendo  gli 
spigoli  Aa,  Bb  pure  paralleli  (7),  il  quadrilatero  MmnN  è  un  parallelo- 
grammo, che  dà  JifiV-*  mn  (8);  e  la  stessa  ragione  vale  per  gli  altri  lati 
AP  ad  tip,  PQ  e  pg,  ec.  DI  più  gli  angoli  JRf  ed  m,  iV  ed  n,  JP  e  p,  ee. 
coi  lati  rispettivamente  paralleli  resultano  eguali  (9);  e  cosi  i  due  poli- 
goni MNPQRf  mnpqr  sono  rispettivamente  equilateri  ed  equiangoli  cioè 
a  dire  eguali.  Il  che  ec. 

Coronario.  Ogni  sezione  futia  in  %tn  prisma  da  un  piano  parallelo 
alla  sua  base  è  eguale  a  questa  base,  tenendo  in  tale  caso  la  base  luogo 
del  secondo  piano  secante. 

11.*  Due  priemi  sono  eguali,  allorché  hanno  eguali  le  basi  ABCDE, 

(i)  XO.  iX»  (2)  49.  ni.''  (3)  42.  r//»  (4)  42,  yiL*  (tt)  4M.  VUL* 
(fi)  19.  TU''  (7)  Def.  9.  ($)  42.  //.«  (9)  49,  XIV.* 


GFlHKf  i  li  facce  latirali  per  eiimpio  Àa$B ,  GgkK  pure   $guQli,  si- 
milm9nt$  potte,  ed  egualmente  inclinate  sopra  le  rispettive  hcui  (6g.  170). 

Facendo  coincidere  le  dae  basi  eguali ,  è  giocoforza  che  coincidaDO  i 
piani  EAae ,  KGgh,  come  qnelli  che  sulla  stessa  retta  EÀ  formano  an- 
goli diedri  egnali  colla  base;  e  coincidendo  i  piani,  si  confondono  i  pa* 
rallelogrammi  egnali  e  similmente  posti  »  o  sia  gli  altri  due  Tertici  g, 
k  cadono  sopra  a^  e.  Or  siccome  i  due  lati  e  l'angolo  compreso  deter- 
minano il  parallelogrammo  (i)  ;  così  la  coincidenza  di  GF  con  AB  e  di 
Gg  con  Aa  ci  dà  quella  del  parallelogrammo  GFfg  con  ABba;  mentre 
la  coincidenza  di  FI  con  BC  •- di  Ff  con  Bb  ci  dà  l'altra  dei  due  pa^ 
rallelogrammi  FKf  e  BCcb;  ec.  ec.  In  simile  guisa  i  Tertici  ft,  g,  f^  te. 
e,  a,  6,  ec.  delle  basi  superiori  si  confondono ,  e  confondendosi  tatti  i 
▼ertici,  i  dne  prismi  si  riducono  ad  un  solo  (2);  dunque  ec. 

Scolio.  Nel  caso  dei  prismi  retti  per  reguagliania  delle  facce  la» 
terali  EAae,  KGgk  rettangole  basta  quella  degli  spigoli  Aa,  Gg,  che  ne 
rappresentano  le  altezze  (3),  supponendo  per  altro  eguali  le  basi;  e  que- 
ste facce  sono  egoalmente  inclinate  sulle  basi,  facendovi  retti  gli  angeli 
diedri  (4)  Quindi  si  dednce  che  due  prismi  retti  sono  eguali ,  quando 
hanno  eguali  le  basi  ed  eguali  le  altezze, 

IIl.^  In  ogni  parallelepipedo  le  {accie  opposte  sono  eguali  e  parcdlele, 
9  gli  angoli  diedri  opposti  cioè  formati  da  due  piani  rispettivamente  op- 
posti sono  eguali. 

Essendo  le  basi  i  due  parallelogrammi  ABDC^  abde  egnali  e  paralle- 
li  (5)  (Bg.  168},  la  prima  parte  del  teorema  si  deve  provare  per  due  facce 
laterali  qoalnoque  come  per  esempio  ACca,  BDdb. 

Ed  in  vero  ai  ha  per  ragione  del  parallelogrammo  ACDB  il  lato  AC 
aguale  e  parallelo  a  £D  (6)  ,  e  per  ragione  dell'altro  parallelogrammo 
ABba  il  lato  Aa  eguale  e  parallelo  a  Bb,  Da  ciò  conseguita  1*  che  l'an- 
golo aAC  è  eguale  a  bBD(7),  la  qoal  cosa  dietro  l'eguaglianza  dei 
lati  contigui  serve  a  farci  argomentare  Teguagilanza  dei  parallelogrammi 
ACea,  BDdb  (8)  ;  2^  i  piani  di  questi  due  parallelogrammi  sono  paral- 
leli (9).  Inoltre  gli  angoli  diedri  opposti  come  per  esempio  aACD,  Bbdc 
resultano  eguali;  perchè  hanno  come  supplemento  lo  stesso  angolo  diedro 
Aacdi  atteso  11  parallelismo  dei  piani  opposti  AD  ed  ad,  Ao  e  Bd  (10). 
II  che  ec. 

Corollario  4.^  Fra  le  sei  facce  del  parallelepipedo  due  qualunque  op- 
poste si  possono  prendere  come  basi,  essendo  sempre  due  parallelogrammi 
eguali  e  paralleli ,  e  le  altre  quattro  corrispondono  a  facce  laterali. 

Corollario  9.^  11  parallelepipedo  è  assolutamente  determinato  dalle  tre 
costola»  che  coDCorrono  al  medesimo  punto,  cioè  essendo  date  le*  tre  retto 

{i)  4%.  /F.»  Scoi.  %.  (t)  Def.  %.  (3)  Def.  8:  (4)  tO.  VI.''  (5)  Def.  7. 
(6)  4%.  11.^  (7)  4h  XIV.''  (8)  4%.  /F."  Scoi  t.  (9)  49.  X/F.»  (10)  tO.    V^ 


Aqj  ab  f  AC  posti  ìd  piani  difcrsl  ed  i  loro  angoli  riapetilTi,  al  poi 
sempre  costruire  un  solo  parallelepepido.  Conclossiacbè  essendo  deBoitl 
I  tre  piani  delle  rette  Aa  ed  AB,  Aa  ed  AC,  AB  ed  ACy  se  dall' estremità 
di  ogni  retta  si  tira  un  placo  parallelo  a  qoeilo  delle  altre  due,  si  ven- 
gono colle  rispettile  intersezioni  di  questi  sei  piani  a  determinare  le  sei 
facce  parallelogramme  del  solido,  di  cui  le  opposte  sono  egoali  e  paral- 
lele; e  per  ogoi  ponto  estremo  delle  tre  rette  non  paò  passare  che  on 
solo  piano  parallelo  ad  on  altro  (1).  O  pare  In  altra  guisa  dopo  di  afere 
costruito  i  tre  parallelogrammi  aABb,  aACe,  AC  DB  delle  tre  rette  date 
prese  due  a  due  si  compiano  il  primo  parallelogrammo  eCDd  delle  rette 
eCf  CDf  U  secondo  bBDd  delle  rette  hB,  BD^  il  tereo  ahde  delle  rette 
ab,  oc;  la  unione  dei  sei  parallelogrammi,  di  coi  gli  opposti  sono  eguali 
e  paralleli,  dà  il  parallelepidedo  richiesto,  che  suole  indicarsi  colle  let- 
tere dei  vertici  oppo8.ti,  cioè  a  dire  Ad. 

Corollario  7.°  Nel  parallelepipedo  rettangolo  il  quadrato  di  qualungv 
diagonale  condotta  fra  i  vertici  opposti  come  per  esempio  Cb  è  eguale 
alla  iomma  dei  quadrati  dei  tre  spigoli  Aa,  AB,  AG,  e^  lo  determi- 
nano. 

Imperciocché  il  triangolo  CBb  rettangolo  in  B  dàTà*  —  ]iò*  +  CS'  (2) 

— -  •      -^— * 
—  Jla   +  CB  ;  ma  per  ragione  dell'allro  triangolo  CAB  rettangolo  in  A 

si  ha   pure   CB*  ^  AB  +  AC*"  ;  dunque   si   ottiene    Cb*  —  ^a  +  AB 

+  AC*. 

IV.**  In  ogni  parallelepipedo  le  diagonali  condotte  dai  vertici  opposti 
si  secano  nel  medesimo  punto ,  e  ciascuna  vi  resta  divisa  in  due  parti 
eguali. 

Imperciocché  le  due  rette  AB ,  ba  (fig.  173)  parallele  ed  eguali  alla 
terza  CD  sono  parallele  (3)  ed  egoali  fra  loro,  e  ne  provieoe  il  paralle- 
logrammo ABab  (I),  di  col  le  diagonali  Aa ,  Bb  s' intersecano  In  parti 
eguali  nel  punto  O  (0) ,  easendo  queste  due  diagonali  quelle  dei  vertici 
opposti  A  eda,  B  e  6  del  parallelepipedo.  Ora  la  diagonale  Aa  si  sppar- 
tiene  al  parallelogrammo  delle  rette  AC,  ca,  e  la  seconda  diagonale  Ce 
dello  stesso  deve  psssare  pel  meizo  0  della  prima  Aa,  restandovi  divisa 
io  mezzo  (6);  mentre  Taltra  diagonale  Bb  per  ragione  del  parallelogrammo 
delle  rette  BD,  db  determina  il  passaggio  della  seconda  diagonale  Dd 
pel  9U0  mezzo  O  e  la  divisione  di  Dd  in  due  parli  egoali.  Donqoe  le 
qoaitro  diagonali  Aa^  Bb,  Ce,  Dd  dei  vertici  opposti  del  parallelepipedo 
si  secano  ciascona  lo  parti  egoali  nello  stesso  ponto  O;  Il  che  ec. 

Seolio,  Qualunque  retta  condotta  pel  punto  d' intersetione  O  delle 
diagonali  anzidette  e  terminata  dalVuna  e  V  altra  parte  alla  superficie 

(i)  49.  XW  Cor.  (2)  U.  XI.*  Cor.  9.  (3)  49.  YUh*  Cor.  (4)  4fi.  IV.* 
(5)  49.  V.*  (d)  Idem. 
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del  paralMtpipedo  come  per  estmpio  la  retta  MOm  é  diviea  in  due  parti 
eguali;  giacché  tirando  un  piano  per  Jlfm  e  per  la  diagonale  Aa,  ai  de- 
UrmlnaDo  le  comuni  sezioni  MA  ^  ma  parallele  (1),  e  quindi  i  triangoli 
egoali  OMA ,  Orna  (2),  che  danno  09i  —  om.  Sotto  questo  riguardo  si 
può  11  punto  O  considerare  come  centro  del  parallelepipedo,  che  è  ana- 
logo al  centro  del  parallelogrammo  (3) ,  essendo  a  dire  il  vero  il  paral- 
lelepipedo nello  spazio  ciò  ch'ò  il  parallelogrammo  nel  piano* 

V.®  Il  piano  ,  che  sempre  può  eondurei  fra  due  spigoli  opposti  come 
paralleli  (4),  divide  il  parallelepipedo  in  due  prismi  triangolari  di  basi 
eguali  ed  altezze  eguali,  che  possono  soltanto  coincidere,  quando  sono 
prismi  retti. 

Tirando  per  due  spigoli  opposti  per  esempio  Bb ,  Ce  (fig.  174.  N.  i) 
ì\  piano  BbcC  egli  è  evidente  che  il  parallelepipedo  Ad  si  divide  nei  due 
prismi  triangolari  ABCàbc ,  DCBdeb ,  che  hanno  egoali  le  basi  ABC^ 
DCB  (5),  e  r  altezza  in  tutti  e  due  corrisponde  alla  distanza  del  piani 
paralleli  AD,  ad  {fi).  All'oggetto  poi  di  tentare  la  loro  soprapposizione 
si  distacchi  per  esemplo  il  primo  prisma  ABCabc ,  e  si  situi  come  nel 
nnm.  2  cioè  colla  base  CBA  posta  nel  verso  da  poter  coincidere  colla 
base  eguale  BCV  del  secondo  prisma  DCBdeb.  In  questa  disposizione 
la  base  CBA  coincide  colla  base  BCD  (fig.  174.  N.  2,  e  N.  1)  o  sia  il 
lato  AC  con  DB,  CB  con  BC,  e  BA  con  CD;  ma  l'angolo  diedro  aACB 
non  può  in  generale  coincidere  col  diedro  dDBC ,  essendo  supplemen- 
tari (7)  per  ragione  dei  piani  paralleli  Ac  e  Bd  del  numero  1*  (8),  e  quindi 
la  loro  coincidenza  è  limitata  al  caso  di  essere  ambidue  gli  angoli  diedri 
retti.  Nello  stesso  modo  si  discorre  per  la  coincidenza  dei  due  angoli 
diedri  aABC,  dDCB;  e  la  medesima  condizione  sussiste  per  gli  altri  due 
angoli  diedri  eCBA,  cCBD,  che  sono  i  due  angoli  adiacenti  formati  dal 
piano  secante  bBCe  sopra  la  baae  AD  del  numero  1^  (9).  Per  lo  che  si  sta- 
bilisce che  la  coincidenza  dei  due  prismi  ha  luogo  quando  le  tre  faccio 
di  ciascuno  sono  perpendicolari  alle  rispettive  basi,  cioè  a  dire  quandb 
i  due  anzidetti  prismi  sono  retti,  non  potendo  i  prismi  triangolari  obliqui 
avere  che  una  sola  faccia  perpendicolare  (10);  e  queata  coincidenza  dei 
due  prismi  retti  con  basi  eguali  ed  altezze  eguali  ci  è  per  altro  nota  (11). 

Quando  poi  si  riflette  che  nel  parallelepipedo  gli  angoli  diedri  opposti 
corrispondono  eguali  (12),  s' intende  che  dar  angoli  diedri  alla  base  su- 
periore abe  del  primo  prisma  resultano  egoali  a  due  alla  base  inferiore 
DBC  del  secondo  (fig.  174.  N.  1>,  cioè  Aacb  —  dDBC,  Aabc  -.  dDCB; 
ed  il  terzo  angolo  Ccba  eguaglia  il  terzo  cCBD  (13),  essendo  questi  due 
angoli  alterni  —  Interni  del  piani  paralleli  ad,  AD{ié).  Può  nascere  adun- 

(!)  19.  XL*  (2)  //.  /F.'»  13)  n.  r.*  (4)  49.  /.«^  Scoi.  (5)  /2.  //.* 
(6)  49.  .  X/i/.*  C9r.  (7)  10.  F .*  (8)  ///.'»  (9)  $0.  ///.•  (ÌO)  Def.  6. 
(11)  II.''  Cor,  (12)  111.""  (13)  10.  r.^  ri4)  ///.• 
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qiM  l'idea  df  eipoTolgera  il  primo  pritma  per  Ctr  coincidert  fa  alla  baae 
mke  colla  baso  cgnalo  DCB  del  secondo;  ma  ae  al  pone  come  do!  nom.  3*, 
cb'è  appuDlo  la  disposizione  necessaria  onda  OTcr  loogo  la  coincidenza 
degli  angoli  diedri  egnali  Aaeb,  e  dDBC  (fig.  174.  N.  3,  e  N.  1),  allora 
'  I  d«a  lati  ab  t  he  ritpetlo  ad  ae  non  hanno  la  stessa  sitoazlona  dei  lati 
rispettiramente  egaali  D€  e  CB  rispetto  a  BD,  cioè  a  dire  non  poasono 
coincidere  le  coooni  setioni  ossieno  i  Tertici  degli  angoli  diedri  agnoli. 
Lo  stesso  aTfiene,  dando  alla  basa  ahe  nn'altra  disposizione  conTcnianle 
alla  eoincideoza  di  altri  dne  angoli  diedri ,  perchè  sempre  gli  altri  due 

« 

angoli  del  primo  prisma  corrispondono  in  parti  direrao  dei  doe  angoli 
rispettirarocDte  egoili  del  secondo;  e  quindi  impossibile  ancora  riesce  la 
coincidenia  dei  dae  prismi  in  qaesta  sitnazione.  Dnnqoe  oc. 

Scolio.  Nel  parallelepipedo  esistono  dodici  spigoli ,  ed  in  sei  maniero 
diverse  si  poò  lo  slesso  scomporre  in  dao  prismi  la  mercè  dei  piani  degli 
apigoli  opposti.  Se  il  parallelepipedo  è  rettangolo  (1)»  i  doe  prismi  sono 
sempre  retti,  e  come  tali  possono  coincidere.  So  il  parallelepipedo  ha  le 
doe  bisi  parallelogrammo  e  le  quattro  facce  laterali  rettangole,  che  po- 
trebbe a  somiglianza  del  prisma  dirsi  retto  {^)j  due  fra  le  sai  setioni 
danno  prismi  retti,  e  son  quelli  colle  bssi  triangolari  nei  parallelogrammi, 
mentre  le  altre  quattro  sezioni  somministrano  prismi  obliqui  colle  basi 
triangolari  nei  rettangoli ,  che  non  poasono  coincidere.  Negli  altri  oaai 
poi  tutte  le  sei  setioni  dinno  prismi  obliqui.  I  due  prismi  obliqui,  in 
cai  si  scompone  il  parallelepipedo,  hanno  gli  angoli  triedri  simmetri- 
ci (3)  (fig.  174.  N.  1)  cioè  ìA  e  tf,  C  a  6,  B  0  e,  e  gli  altri  formati  dalie 
atcsse  lettere  col  aemplice  cangiamento  di  grandi  in  piccole  ed  all' in- 
verso; per  lo  che  resoltsno  da  parti  rispettiramente  egnali  doè  da  piani 
eguali  ed  egualmente  inclinati  fra  loro  ma  non  posti  similmente,  e  si  è 
quest'ultima  circostania  che  ne  impedisce  la  coiocidenia.  Questi  prismi 
dietro  la  nomenclstura  introdotta  da  H .  Le  Gendre  si  dicono  eguali  per 
iimmetria  o  semplicemente  simmefrtet. 

VI.*  /  due  pritmi  triangolari  obliqui  titnmetriei  ABGabc,  DCBdcb  , 
tfi  cui  fi  tcompone  il  parallelepipedo  Ad  per  metto  del  piano  secante 
BbcG,  Bono  equivalenti  (4)  fra  loro  (fig.  174  òit ). 

Si  conducano  pei  Tcrtici  B,  b  due  piani  perpendicolari  allo  atesso  spi- 
golo Bb ,  che  r<:Sul(ano  paralleli  (li);  il  primo  incontra  gli  altri  tre  spi- 
goli prolungati  dalla  parte  di  aotto  nei  ponti  À\  C%  D\  ed  il  aecondo 
gli  stessi  spigoli  nei  ponti  a\  e\  <l\  i  quali  spigoli  detono  essere  per- 
pendicolari ai  due  piani  (6).  In  qnesta  guisa  per  mezzo  delle  comuni  ao- 
tieni  del  doe  piani  paralleli  eolle  quattro  facce  laterali  del  dato  paralle- 
lepipedo Ad  si  viene  a  determinare  il  prisma  retto  B^'C'D'òaVd',  cb'è 

(1)  Def.  7.  (2)  Def.  S.  (3)  %f.  //.«  Scoi  (4)  Def.  4.  (6)  19.  !.•  («)  19. 
¥!!.•  e  XtL" 
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Dn  parallelepipedo  retto  (1)  ;  giacché  la  sua  base  BÀ'C'D'  ha  I  lati  op- 
posti parilleli  (2) ,  che  sodo  propriamente  le  comuni  sezioni  delle  facce 
opposte  parallele  (3)  col  piano  condotto  per  £,  e  quindi  il  quadrilatero 
BA'CD*  é  un  parallelogrammo  (4).  Inoltre  il  piano  secante  BbcC  divido 
questo  parallelepìpedo  retto  ^'d'nei  due  prisoii  triangolari  retti  BA*C*ba*e\ 
BD'Cbde',  che  possono  coincidere  iti),  e  sono  per  quesia  ragione  eguali; . 
e  noi  veniamo  provando  dover  essere  ciascuno  di  questi  prismi  retti  e- 
quivaleote  al  prisma  obliquo  di  Ad  posto  dalla  medesima  ptrte,  cioè 
BA'Cba'c*  equivalente  a  BACbae,  e  BD*Cbd*e'  a  BDCbdc  per  iodi  con- 
chiudere l'equivalenza  fra  loro  dei  due  prismi  obliqui  BACbac^  BDCbdc^ 
A  quesfoggeito  si  rifletta  avere  i  primi  duo  prismi  BA'CbaVy  BACbae 
la  parte  solida  comune  BACba*e*  ^  perciò  T  eguaglianza  dei  loro  volumi 
dipende  da  quella  dei  dna  solidi  BAA'CC,  ba'ace\  che  sono  veramenta 
eguali,  come  quelli  che  possono  coincidere.  Ed  in  vero  questi  due  solidi 
hanno  eguali  le  basi  triangolari  BA'C\  ba*o*  (6),  che  sono  le  basi  opposto 
del  prisma  retto  BA*C'ba*o\  Hanno  di  più  eguali  le  rispettive  perpeo- 
dicolari  ai  punti  A*  ed  a',  Ce  c\  cioè  A'A^a^Oy  C'C^e'o;  perchè  es- 
sendo Bb  spigolo  comune  ai  due  prismi  BAX*ba*c\  BACbae ,  ne  censo* 
guita  r  eguaglianza  di  tutti  gli  altri  spìgoli  (7),  e  si  ha  A*a'^aa^  da 
cui  togliendo  la  parte  comune  Aa%  si  deduce  i4'A  — a*a,  come  pare  C*e' 
^Co  mediante  la  sottrazione  di  Ce*  dà  Ce^e'c,  Ora  se  si  fanno  co- 
incìdere la  basi  eguali  dei  due  solidi ,  ponendo  per  esempio  ba:e*  sopra 
BAX\  le  due  perpendicolari  a'a.  A" A  allo  stesso  punto  A*  della  base  si 
devono  confondere  (8),  e  posta  la  loro  eguaglianza»  il  punto  a  deve  ca- 
dere sopra  A;  lo  stesso  avviene  per  le  due  perpendicolari  eguali  e*6, 
ce,  cadendo  il  ponto  e  sopra  C.  Ter  lo  che  ì  cinque  vertici  6,  a\  c\ 
a,  e  di  OQ  solido  si  confondono  coi  cinque  vertici  B,  A\  C\  A,  C  del- 
l'altro, eh* è  quanto  a  dire  i  dna  solidi  coincidono  e  sono  eguali  (9),  ciò 
che  importa  reguaglianza  di  volume  dei  due  prismi  BA*C*ba*e,  BACbae. 

Così  e  non  altrimenti  si  dimostra  la  coincidenza  dei  due  solidi  BCCD*D^ 
bce'd'd,  che  determina  1*  eguaglianza  di  volume  degli  altri  due  prismi 
BIfC*bd*ey  BDCbde  per  ragione  della  parte  solida  comune  BDCbd*e"- 
Laonde  ai  conchinde  ec. 

Corollario*  Ogni  prifma  triangolare  ABGabc  é  la  metà  d9l  paraileU- 
piptdo  Ad  formato  sullo  stuso  angolo  tritdro  A  e  eogli  itesti  spigoli 
AC,  AB,  Aa,  cto^  del  parallelepipedo  definito  d^i^lle  tre  costole  anzidet- 
te (10);  perchè  formandosi  il  parallelepipedo  Ad ,  ne  proviene  il  prisma 
triangolare  BDCbde  equivalente  al  primo ,  e  questi  due  prismi  irisngo- 
lari  compongono  sppnnto  il  parallelepipedo  Ad. 

Seolio.  Questa  elegante  dimostrazione  sopra  i  prismi  equivalenti ,  in 

(i)  K^  Seol  (2)  49.  !/.•  (3)  ///.•  (4)  iH.  //.•  (»)  F."  Seol.  (6)  Def.  S. 
(7)  Idem,  (8)  i9.  ir.""  (9)  Def.  2,  (10)  ///.•  Cor.  t. 
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.  eoi  fti  seompone  il  ftrallelepipedo  •  ha  fatto  svaDira  on  difetto  della 
feometria  degli  aottelii,  ebe  ha  indotto  fa  errore  qoalehe  autore  moder- 
ao,  e  ooi  la  dobbiamo  all'ìDgegoo  di  M.  Le  Gendre.  Eoclide  si  era  cod- 
teauto  di  dire  nella  definizione  x  del  libro  a  eguali  i  solidi,  ebe  sono 
terminati  dallo  stesso  nomerò  di  piani  rispettiTamente  egoali,  dietro  di 
ebe  disse  egoali  nella  proposizione  Mirat  i  dne  prismi,  che  soddìsfaco- 
vano  alla  aoodiziooe  aazIdeUi;  ma  questa  definizione  si  dere  più  presto 
rfgoardare  come  on  teorema  da  dimostrarsi ,  perchè  si  diano  dei  aolidi 
con  facce  egoali  non  disposte  nel  medesimo  Terso,  eome  sono  In  ispecie 
I  doe  prismi  obliqoi  del  pirallelepipedo,  che  non  possono  coincidere,  e 
mancando  la  coincidenza,  maaca  la  ragione  per  dirli  egoali. 

Il  P.  Tacqoet,  trascorala  la  definizione  di  Eoclide,  renne  nell'idea  di 
profare  la  coincidenza  dei  doe  prismi  senza  distingoere  alena  caso,  afa 
reramente  pietà  il  soo  discorso  tendente  a  dimostrare  la  coincidenza  della 
basi  triangolari  si  superiori  che  inferiori,  facendo  astraxione  delle  facee 
laterali.  Wbisioo  conobbe  V  errore  di  Tacqoet ,  e  nelle  soe  note  ecrisne 
convenire  quella  dimoslraxione  ai  parallehpipedi  retti  nel  senso  da  noi 
definito  (1),  e  forte  a  qualche  specie  di  parallelepipedi  obliqui;  né  eoa! 
dicendo  ei  colse  il  vero,  perchè  la  coiacidenza  nel  caso  del  parallelepi- 
pedo retto  ha  luogo  per  doe  sole  sezioni ,  e  non  poò  giammai  apparte- 
nere ai  prismi,  che  derirauo  da  qoalsisia  parallelepipedo  obliqoo. 

VII.*  Le  sezione  falle  in  una  piramide  qualunque  da  piani  paralleli 
sono  poligoni  iimili ,  di  cui  i  perimetri  resultano  proporzionali  aUe  di- 
stanze dei  loro  piani  dal  vertice  della  piramide  e  le  aree  ai  quadrati 
dette  distanze  anzidette» 

Sta  5  il  vertice  ed  ÀBCD  ec.  la  base  della  piramide  (fig.  175):  pei  ponti 
M,  m  dello  stesso  spigolo  SA  si  goidino  doe  piani  paralleli  fra  loro, 
che  per  mezzo  delle  comoni  sezioni  colle  faccie  laterali  danno  origine 
ai  doe  poligoni  MNPQ  ec,  mnpq  ec,  di  coi  si  deve  in  primo  loogo 
provare  la  si  milito  dine.  Ed  in  vero  esseado  parallele  le  comool  sezioni 
MNf  mn  dei  due  piani  paralleli  col  terzo  SAB  (2),  ne  derivano  i  trian- 
goli simili  SMNt  Smn  (3)  e  la  proporzione  MN  :  mn  ::  SN  :  Sn  (4) ,  e 
per  ragione  delle  altre  due  comoni  sezioni  parallele  NP^  np  si  ha  paro 
NP:  np  ::  SN  :  Sn;  per  lo  che  si  ottiene  la  terza  proporzione  MN  :'mn 
::  NP  :  np,  e  collo  slesso  metodo  si  cootiooaoo  i  rapporti  egoali  degli 
altri  lati  paralleli  dei  dae  poligoni ,  che  sono  apponto  gli  omologhi. 
Inoltre  questi  poligoni  hanno  egoali  gli  aog<^i  MNP  ed  mnp,  NPQ  ad 
npq  ec.  coi  lati  rispettivamente  paralleli  (5);  e  quindi  si  concbiode  che 
i  due  poligoni  MNPQ  ec,  nmpq  ec  sono  simili  (6).  In  secondo  loogo 
si  abbassi  dal  vertice  5  della  piramide  la  perpendicolare  SO  sopra  il  piano 

(t)  Vr  Scoi.  (2)  49.  X/.'»  (3)  //.  /.•  Scoi.  (4)  14.  V,^  (»)  49.  XIY.* 
(6)  47.  Def. 
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coadotto  per  M,  lo  quale  incontra  in  o  fl  piano  condotto  per  m  e  dev'es- 
sergli perpendicolare  (1),  in  modo  che  SO,  So  esprimono  le  distarne  dei 
due  piani  paralleli  dal  vertice  5,  e  snssiste  la  proporzione  SO:  So::  SPf 
i  Sn  (2).  Ora  il  rapporto  dei  lati  omologhi  MN,  mn,  ch'è  atato  provato 
egoale  a  quello  delle  rette  SN,  Sn,  resulta  pure  eguale  al  rapporto  delle 
distanze  SO ,  So  ;  ma  i  perimetri  dei  poligoni  slmili  stanno  come  i  lati 
omologhi  (3)»  e  le  aree  come  1  quadrati  degli  stessi  (4);  dunque  ec. 

Corollario.  Se  il  piano  Melante  condotto  per  m  è  parallelo  alla  baie 
della  piramide  che  possiamo  supporre  MNPQ  ec.  il  poligono  formato 
dalle  comuni  eeiioni  mnpq  ee.  è  simile  alla  base,  ec* 

Seolio,  Se  due  piramidi  qualunque  per  esempio  SMNPQ  ec.  THGK 
hanno  eguali  le  allezse  :^0,  TX,  e  vengono  eeeate  da  piani  paralleli  alle 
basi  condotti  pei  punti  o,  i,  ed  eqvidittanti^  dalle  eteeee  basi  o  dai  ver- 
tici, che  vale  la  medesima  cosa;  allora  le  aree  delle  due  sezioni  mnpq  ec 
•-  Si  bgk  —  S'  stanno  come  le  rispettive  baei  B,  IT.  Giacché  in  forza 

del  corollario  sussistono  le  due  proporzioni  S  :  B  ::  So*  :  50  ,  S*:B*:: 

Tx  :  TJl  ^  da  coi  si  deduce  la  terza  S\  B  w  S'  :  B\  a  ciò  ch'è  lo  stesso 
S:S^  ::  B  :  B\  essendo  giusta  l'ipotesi  So  ^  Tx,  td  SO  —  TX*  Laonde 
nel  caso  delle  basi  equivalenti,  rimanendo  Tìpotesi  della  stessa  altezza, 
equivalenti  reeultano  le  due  sezioni  parallele   alle  basi  ed  equidistanti. 

YIII.^  Se  le  due  piramidi  triangolari  ossieno  i  due  tetraedri  SABG, 
TMNP  hanno  le  due  facce  ABC  ed  MNP,  SAB  e  TMN  rispettivamente 
simili,  similmente  poste ^  ed  egualmente  inclinale  fra  loro,  io  dico  che 
questi  tetraedri  devono  essere  simili  (tf). 

Si  prenda  nella  prima  piramide  Bm  —  iVJI,  Bp  —  NP,  Bt  ^  Nf,  e  si 
tiri  pei  tre  punti  m^  t,  p  non  disposti  in  linea  retia  il  piano  mtp  per 
formare  la  piramide  tmBp,  ch'è  eguale  alla  seconda  TMNP,  potendosi 
le  stesse  esattamente  soprapporre.  Conciossiachè  essendo  giusta  Tipolesi 
simili  le  due  facce  ABC,  MNP,  si  ha  Tangolo  ABC  o  sia  mBp-^MSP  (6); 
e  posta  l'eguaglianza  dei  lati  Bm  ed  NM,  Bp  ed  NP,  quella  ne  conseguila 
dei  due  triangoli  mBp,  MNP  (7).  Facendo  coincidere  questi  due  triangoli 
eguali  riguardati  come  basi  delle  due  piramidi,  è  giocoforza  che  la  faccia 
TMN  cada  sopra  la  faccia  SAB,  perchè  le  stesse  dietro  1*  ipolesi  formano 
angoli  diedri  eguati  col  piano  della  base;  e  siccome  gli  angoli  ABS,  MNT 
sono  eguali  per  ragione  dei  triangoli  simili  e  similmente  posii  SAB,  TMNf 
così  il  lato  NT  deve  cadere  sopra  BS,  ed  il  punto  T  sopra  t  per  causa 
di  Bt  —  NT.  Dunque  i  quattro  vertici  M,  N,  P,  T,  di  una  piramide  coin- 
cidono coi  quattro  vertici  m,  B ,  p,  t  dell'altra,  ciò  che  basta  per  la 
perfetta  coincidenza  ed  eguaglianza  delle  due  piramidi  TMNP,  tmBp  (8); 

(i)  49.  XIL""  (2)  49.  XVL'  Cor.  (3)  47.  ir.*(4)  48.  Xr.«(K)  Def.  8. 
(6)  44.  Def.  4.  (7)  //.  ///.•  (8)  Def.  ì. 
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•  Doi  Teoieiiio  dimottrtndo  la  proprieU  eoanciau  sopra  la  piramide  tmBp 
riapeilo  all'altra  SABC. 

Posta  la  similitadina  dai  dna  triangoli  SAB,  (mB^  ch'é  qaella  dell'ipo* 
lesi,  na  aagoe  il  parallelismo  di  AS^  mt  par  rsgione  dell' angolo  SAB 
—  tmb  (1);  conne  pure  gli  altri  dna  triangoli  simili  dell'i potesi  ABC,  mBp 
danno  il  paralleliamo  di  AC,  mp.  In  qneata  goiaa  i  due  piani  SAC,  tntp 
sono  paralleli  (2},  ed  i  triangoli  SAC ,  tmp  resultano  slmili  (3)  ;  dì  più 
essendo  parallele  le  comuni  sexioni  SC ,  tp  dei  dne  piani  paralleli  col 
terso  SBC  (4),  il  triangolo  SBC  è  ancora  simile  al  triangolo  tBp  (5}  cioè 
a  dire  le  altre  dae  facce  omologhe  dei  dati  tetraedri  sono  rispettivamente 
simili.  Passando  ora  agli  angoli  triedri  omologhi ,  la  coatruziooe  già  e- 
sposta  ci  ha  dato  la  coincidenza  dei  due  coi  vertici  in  1^  ed  JV,  e  colle 
costrosioni  analoghe  si  può  proverò  la  coincidenza  degli  altri  omologhi: 
ma  ciò  non  è  necessario ,  perchè  posta  la  similitudine  delle  facce  »  doe 
angoli  triedri  omologhi  qualunque  aono  composti  da  tre  angoli  rettilinei 
rispettivamente  eguali  e  similmente  posti  ;  il  che  importa  la  loro  egua- 
glianza assoluta  (6) ,  e  quindi  le  facce  rispettivamente  simili  hanno  la 
stessa  inclinazione.  Il  che  ec. 

Corollario  1,**  I  tetraedri  simili  SABC»  TMNP  hanno  proporxionaH  gli 
spigoli  omologhi  AB  ed  MN,  BC  ed  fiV,  CS  e  PT,  ec.  che  rappreaentaoo 
i  lati  omologhi  delle  facce  triangolari  simili  {7)y  e  diconsi  ancora  loft 
omologhi  dei  tetraedri. 

Corollario  JS*°  Secando  il  tetraedro  SABC  con  un  piano  parallelo  ad 
una  delle  sue  facce,  per  esempio  col  piano  tmp  parallelo  ad  SAC,  ai  forma 
il  tetraedro  parziale  tmBp  simile  all'intero  SABC  Imperciocché  per  ra- 
gione di  mp  parallela  Bd  AC  od  mt  ad  AS  (8)  aimili  resultano  i  trian- 
goli Bmp  e  BAC,  Bmt  e  BAS  (9);  i  quali  sono  similmente  posii  ed  egual- 
mente indinatii  come  quelli  che  formano  lo  stesso  angolo  diedro  per  la 
coincidenza  dei  plani;  dunque  ec. 

Scolio,  Aveodo  riguardo  alla  proposizione  del  Corol.  1** ,  se  ne  può 
stabilire  l'inversa,  cioè  se  i  due  tetraedri  SABC ,  TMNP  Aanno  tutti  gli 
spigoli  proporzionali,  devono  essere  simili.  Ed  in  vero  le  proporzioni  del- 
ripotesi,  che  sono  AB  :  MN  ::  BC  :  NP  ::  CA  :  PM  ::  AS  :  MT  ::  BS 
:  KT  ::  CS  :  P7,  danno  simili  tutte  le  rispettive  facce  (10)  AHC  ed  MI^P^ 
ABS  ed  JlliVr,  ec;  ed  Inoltre  resultano  assolutamente  eguali  gli  angoli 
triedri  coi  vertici  in  ^  ed  Jlf,  B  ed  N,  ee.  (11)  che  comprendono  gli  an- 
goli rettilinei  rispettivamente  eguali  e  della  slessa  maniera  disposti  dei 
iriangoli  simili  e  similmente  posti,  cioè  par  la  prima  coppia  l'angolo  BAC 
^  NMP,  BAS  —  NMT,  CAS  —  P.tf r,  ec;  il  che  importa  la  similitudine 
dei  doe  tetraedri  proposti  (12). 

(1)  tf.  Ki.^  (2J  49.  17K«.  (3)  r//.**  (4;  49.  Ai.»  (5)  44.  /.*  Scoi. 
(6)  24.  //.•  (7)  44.  F.°  (8)  49.  17."  (9)  4f.  /.»  Scoi  (IO)  44.  VI.'' 
(11)  «/.  /!.•  /.  coio..  (12)  Def.  8. 
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IX.*  S$  du$  polUdri  hanno  iimili  le  basi,  %d  i  vertici  degli  emgoli 
iolidi  fìtori  delU  basi  diterminati  da  tetraedri  rispettivamente  simili  so- 
pra  una  base  eonittiif  in  ogni  )»o/te<iro,  io  dico  dover  essere  simili  i  due 
poliedri  {i). 

Si  consideri  per  esempio  il  poliedro  ABCDEKH[iìj;,  177}  formato  da 
sei  faccie,  che  sooo  il  poDlagono  ABC  DB ,  i  tre  triangoli  BAK,  ABK, 
CDB,  e  i  due  quadrilateri  BCHK,  DEKH  ;  si  riguardi  il  pentagono 
come  iiase,  ed  i  fertici  K,  H  determinati  da  dna  tetraedri  KABC,  HABC 
solla  base  cornane  ABC,  Si  consideri  di  pib  un  altro  poliedro  salta  base 
abede  simile  ad  ABCDE,  di  cai  i  verlici  k,  h  siano  determinati  dai  dae 
tetraedri  kabc ,  habe  sopra  la  base  comane  abc  ^  1  quali  si  soppoogano 
rispetti  «amen  le  simili  a  KABC,  HABC;  il  che  importa  di  essere  ABC, 
abe  due  dei  triangoli  simili,  io  coi  si  scompongono  le  basi  simili  ABCDB^ 
abede  (2).  Ammessa  questa  ipotesi,  si  deve  provare  il  poliedro  abcdekh 
simile  al  poliedro  ABCDEKH. 

Volendo  procedere  con  ordine  ci  facciamo  a  dimostrare  preliminarmenta 
la  seguente  proposisiooe:  due  rette  qualunque  i  che  uniieono  due  vertici 
omologhi  dei  poliedri,  sono  propurxionali  ai  lati  omologhi  ilB,  ab  delle 
boti*  La  proposisione  è  chiara  pei  vertici  delle  basi,  corrispondendo  le 
rette  a  diagonali  omologhe  dei  poligoni  aimili  ABC  DE,  abede  (3);  e  ci 
facciamo  a  provarla  da  prima  per  le  rette  KH,  kh,  che  uniscono  I  ver- 
tici omologhi  fuori  delle  basi.  Ed  In  vero  i  due  tetraedri  simili  coi  ver- 
tici in  Kf  k,  e  sulle  basi  ABC y  abe  danno  eguali  i  due  angoli  diedri 
KABC,  kabe  delle  rispettive  facce  omologhe,  e  per  ragione  degli  altri 
due  tetraedri  simili  coi  vertici  io  H,  h  t  sulle  medesime  basi  ABC^ 
abe  resultano  eguali  i  due  angoli  diedri  omologhi  HABC ,  habe  ;  eguali 
sono  adunque  le  rispettive  difTerenie  cioè  a  dire  gli  angoli  diedri  delle 
facce  KAB  ed  BAB,  kab  ed  hab.  Di  più  le  facce  antidette  sono  simili, 
come  omologhe  del  tetraedri  simili  deli  Ipotesi;  e  quindi  i  due  tetraedri 
HKAB,  hkab  riescono  simili  (4) ,  come  quelli  che  hanno  due  facce  ri- 
spettivamente simili  ed  egualmente  inclinate  fra  loro;  per  lo  che  sussiste 
la  proporsione  (tt)  KH  :  kh  ::  AB  :  ab. 

Venendo  poi  alle  rette,  che  uniscono  due  vèrtici  omologhi,  l'uno  fUori 
e  Taltro  dentro  alla  basi,  si  sta  hi  lisce  come  punto  di  partenza  una  della 
coppie  di  tetraedri  simili  dell'ipotesi,  per  esempio  KABC,  kabe,  e  si  con- 
siderano le  successive  coppie  di  due  tetraedri  cogli  stessi  vertici  JT,  k, 
di  cui  le  beai  sopra  I  poligoni  AB C DB ^  abede  siano  la  serie  dei  trian- 
goli simili  eoo  un  lato  comune,  in  modo  che  ogni  coppia  abbia  comune 
colla  precedente  una  faccia  laterale  e  l'angolo  diedro  della  stessa  colla 
base,  e  quindi  si  possa  argomentare  la  similitudine  dai  dna  tetraedri  di 
ciaKona  coppia.  Cosi  le  basi  delia  prima  coppia  sono  i  triangoli  simili 

(1)  Def.  8.  (2)  47.  //.•  {3)  47.  III.''  (4)  yin.''  (tt)  Vili*  Cor.  /. 
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ABEt  ak€,  i  feraci  JT,  ft,  •  le  fecce  MÀB ^  kté  reeolUno  eensni  eoi 
teirecdri  simili  deiripoiesi  MABCy  kabc  che  eone  teli  sono  fMce  simili; 
ed  etseodo  e goeli  gli  engoli  diedri  MABB,  kob;  come  ideotiei  e  KABC, 
kabc ,  M  coDsegoile  le  eimiliindioe  dei  due  tetraedri  MABE ,  tabe  {V. 
Le  eccooda  coppie  he  le  besi  trieegoleri  eioùli  AED  ^  atd  e  le  feccie 
KAE,  Aoe  eomoni  eoo  qoelli  delle  prime  coppie  e  qoiadi  simili;  e  sic- 
come gli  eegoli  diedri  KAED ,  haed  sooo  egoeli  per  l'ideoUtà  eoo 
MiAEBf  kaàb  delle  prime  coppie,  eoe!  qoesti  tetraedri  KAED^  kmcd  rie- 
SCODO  pore  simili.  Le  terza  coppie  é  quella  dei  tetreedri  EEDC,  k^dc 
colle  facce  KED ,  ked  comnoi  elle  seconda  coppie  e  cogli  eogoli  diedri 
MEDCy  Mede  identici  ad  KED  A ,  kedo;  il  che  somministrt  le  similita- 
dioe  dei  tetreedri  di  qocsu  tene  coppia.  La  qaarla  coppie  presenu  i  doe 
letreedri  KDCB,  kdeb  colle  fecce  cemani  MDC ,  ade,  ce.  che  reaaluno 
simili;  e  quindi  TicDe  la  quinte  coppia  dei  tetraedri  KCBA^  keba^  che 
henne  ser? ito  di  ponto  di  partenxe,  e  sono  eppunto  qoelli  simili  dell'i- 
potesi. Il  medesimo  resiecinto  si  serehbe  potuto  istituire  partendo  degli 
eltri  doe  tetraedri  simili  JUBC,  habe  dell' ipoteei^  che  evrebbero  doto 
le  prime  coppie  BBCD^  Kbcd,  le  seconde  HCDE,  hede^  le  tèrze  HDEA, 
hdea ,  la  qoaru  BEAB,  hcab,  e  quindi  le  quinu  degli  stessi  tetreedri 
di  partenze  BABC,  habc 

Ore  poste  le  similitudine  delle  successi  fé  coppie  di  tetraedri,  ei  ergo, 
menta  le  proporzionalità  dei  rispettif i  lati  omologhi  (3) ,  che  corrispon- 
dooo  elle  rette  compreee  fra  i  fertici  omologhi  dei  due  poliedri ,  1*  uno 
fuori  e  l'altro  dentro  «Ile  besi,  eh' è  qnento  e  dire  si  he  la  serie  delle 
proporzioni  Ab  :ab  ::  AK  :  ah  ::  BE  ;  bk  ::  EE  :  9k  ::  EH  :  eh,  ec.      . 

In  conseguenze  di  queete  proporzioni  fenlemo  dicendo  1*  la  simiUiwh 
din$  di  tutti  i  triangelif  che  tinifcono  tre  verfiet  omologhi,  come  per 
esempio  AEb  ed  aàb,  AEE  ed  aie,  BEH  ed  ekh,  ec.  (3);  il  che  importe 
VeguaglianMa  degli  angoli  nttilinoi  di  due  rtUe  qualunque  comprese  fra 
i  vertici  omologhi,  per  esempio  l'eogolo  ABK"  abk,  AEB  -^  atìf,  E  AB 
—  kob,  ee.  2^  Preei  quattro  vertici  di  uno  dei  poUedrt  ABCDBKH  non 
posti  nello  stcito  piano  e  quattro  vertici  omologhi  dellLaltrop  ei  de/Sni* 
econo  eempre  due  tetraedri  itmili,  come  quelli  che  heono  proporzionali 
totii  gli  «pigoli  (4).  E  queste  due  proprietà  serìono  di  fondamento  alla 
dimostrazione  delle  simiiitodine  dei  due  poliedri  proposti ,  ridocendoei 
tutto  e  profare  che  il  secondo  poliedro,  di  cui  si  conosce  soltenlo  le 
base  oàcde  ed  i  vertici  k,  h  dietro  le  deierminaiiene  deiripotesi,  dev'es- 
sere formato  da  facce  rispettivamente  simili  e  quelle  del  primo  con  en« 
goti  solidi  omologhi  di  sasolute  eguaglienza. 

Principiando  dalle  facce  triangolari  AEB^  AEE,  BBC  del  primo  po- 
liedro ,  non  vi  ha  dubbio  che  simili  debbano  corrispondere  nel  seconde 

li)  rnt.'*  (2)  F///.0  Cor.  f.  (J)  44.  f/.*  (4)  VIIL*  Scoi. 
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i  triangoli  ahb,  ak$,  dhc,  e  ciascuno  di  esfti  vi  forma  udì  faccia  isolala 
non  allriuenli  che  nel  primo:  perchè  rinclinaiione  di  akb  ed  mk$  egoa- 
glia  qoella  di  AKB  ed  AKB9  essendo  angoli  diedri  omologhi  dei  leiracdri 
simili  KBAE,  kbae;  lo  slesso  avviene  di  akb  rispetto  all'altro  triangolo 
eontigQo  bkh,  che  devono  fare  lo  stesso  angolo  diedro  di  AKB  e  BKO 
per  ragione  dei  due  tetraedri  simili  BKAB,  hkab ;  ed  in  generale  l'in- 
clinazione di  qualsisia  triangolo  del  secondo  poliedro  coi  piani  contigui 
triangolari  dev'eflOsere  la  slessa  che  quella  del  triangolo  simile  del  prinóio 
coi  triangoli  contigui  ed  omologhi ,  formando  sempre  quattro  vertici  ri- 
spettivamente omologhi  due  tetraedri  slmili,  che  hanno  i  piani  omologhi 
egualmente  inclinati;  dunque  ciascuno  dei  triangoli  ait6,  oAe.  dhc^  come 
quello  ch'è  inclinato  sopra  i  piani  di  tutti  i  triangoli  contigui,  deve  al 
certo  formare  una  faccia  isolata  del  secondo  poliedro. 

Consideriamo  adesso  la  faccia  quadrilatera  EKHD  composta  dai  due 
triangoli  EKH,  EDH  rispettivamente  slmili  ai  triangoli  »kh,  tdh  del  se- 
condo poliedro  ;  ed  io  dico  dovere  questi  ultimi  formare  un  solo  piano 
cioè  la  faccia  quadrilatera  %khd  simile  a  quella  EKHD  del  primo.  Giac- 
ché il  quadrilatero  del  primo  poliedro  dà  Tangolo  KHD  —  KHE  +  DEE, 
e  sostituendovi  i  rispettivi  angoli  eguali  del  secondo,,  si  ottiene  l'angolo 
khd  —  khe  +  ih9 ,  la  quale  equazione  suppone  i  tra  angoli  nello  steaso 
piano ,  dovendo  in  caso  diverso  essere  khd  <  khe  -f  dke  (1)  ;  e  siccome 
le  due  facce  resultano  da  due  triangoli. simili  e  similmente  posti,  cosi 
si  argomenta  la  loro  similitudine  (2;.  La  stessa  prova  vale  per  istabilire 
l'altra  faccia  quadrilatera  bkho  simile  a  BEBC,  ed  è  io  generale  appli- 
cabile a  qualsisia  faccia  poligona;  per  lo  che  il  secondo  poliedro  abedeMi 
'ha  lo  stesso  numero  di  facce  rispettivamente  simili  a  quelle  del  primo 
ABCDEKU. 

Resta  infine  a  provare  l'eguaglianza  assoluta  degli  angoli  solidi  ai  ver- 
tici omologhi,  la  quale  è  chiara  per  gli  angoli  triedri  (3),  che  sono  for- 
mati da  tre  angoli  rettilinei  rispettivamente  eguali  e  disposti  nel  mede- 
simo ordine:  (ali  sono  gli  angoli  triedri  coi  vertici  alle  basi  A  ed  a, 
J^  e  ò,  ec.  essendo  per  la  prima  coppia  l' angolo  rettilineo  BAE  —  fraa, 
BAK  —  bak,  EAK  —  9ak  ec.  :  tali  sono  gli  angoli  triedri  ai  vertici  H 
ed  h  per  ragione  dell'angolo  i>jErC  —  <fftc,  DHK^dhk^  CHK^chk.  Di- 
acorrendo  poi  degli  angoli  poliedri,  si  possono  gli  stessi  dividere  in  due 
o  più  angoli  triedri  rispettivamente  eguali,  che  danno  colla  loro  eelnci- 
denza  quella  degli  interi  angoli  poliedri:  cosi  gli  angoli  tetraedri  ai  ver- 
tici K  t  k  \h  mercè  dei  piani  MAH  ^  kah  si  scompongono  negli  angoli 
triedri  KABH '^  kabh,  KAEH^kaeh;  e  facendo  coincidere  i  piani  inter- 
medi KABf  kahf  vengono  a  coincidere  gli  angoli  triedri  eguali  e  quindi 
gli  angoli  tetraedri.  Che  se  vi  fossero  due  angoli  pentaedri ,  avrebbe 

(1)  91.  /.•  {2)  47.  /."  (3)  ti.  II.''  4.  caso. 
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laogo  eoo  doe  piani  iotermedi  It  scomposliione  in  trt  angoli  triedri  ri- 
spalti  va  meo  le  agnati  ec. 

Esdendo  adunque  11  secondo  poliedro  abedUh  formalo  da  facae  rispef- 
tifamente  simili  allo  facce  del  primo  ABCDBKH^  e  gli  angoli  solidi 
omologhi  essendo  eguali  in  tutti  e  due,  siamo  abilitali  a  conchiodere  la 
loro  8imilitodtne;-il  che  ec. 

Corollario.  I  poli$dri  timiU  hanno  proporMionali  gli  tpigoli  ameno  % 
lati  omologhi,  a  le  diagonali  condotte  fra  i  vertici  omologhi ,  come  re* 
sulla  dalla  prova  preliminare  del  teorema;  ed  essendo  il  rapporto  dei  iati 
omologhi  eguale  a  quello  delle  dimensioni  oa»ologbe  delle  facce  simili, 
ai  alabilisce  in  generale  avere  i  polièdri  etmili  tutte  le  dimeneioiii  ema- 
loghe  proporzionali. 

Scolio.  Per  determinare  la  similitudine  di  doe  piramidi  poligone  basta 
sopporre  simili  la  basi  ABCDE  ^  MNPQiiùg.  178).  ed  i  Tertici  5,  T 
definiti  da  due  tetraedri  simili  sopra  due  triangoli  simili  delle  stesse  per 
esempio  ABBf  MKL  Onde  te  $i  taglia  tetta  piramide  qualunque  SAUGDB 
col  piano  abcde  parallelo  alla  frase,  ei  forma  la  piramide  partiate  Sabcdo 
simile  alla  data;  perchè  simili  resultano  le  due  basi  (i)  ABCDE,  abcde^ 
ed  i  letraedì  SABE ,  Sahe  (S).  Ed  all'  inverso  paté  due  piramidi  simili 
qtuilunque,  per  esempio  SABCDE,  TMNPQI  «e  si  fanno  coincidere  gli  an- 
goli poliedri  uguali  S  •  T ,  detono  le  due  bati  corrispondere  parallele: 
perchè  elsendo  la  piramide  più  piccola  TMN  te.  rappresentata  da  Sahcde, 
le  due  facce  simili  TMN  ossieno  Sah  ed  SAB  danno  paralleli  i  lati  ofr, 
AB  (3),  ed  anche  lo  sono  1  lati  he ,  BC  per  ragione  delle  facce  aimìli 
Sbc,  SBC:  il  che  basta  per  dire  il  piano  abcde  parallelo  ad  AbCDB  (4). 

E  qui  si  noti  doversi  fra  le  dimensioni  omologhe  delle  due  piramidi 
simili  comprendere  le  loro  altesse  SO ,  TX,  che  resultano  proporsìonali 
egli  spigoli  omologhi:  giacché  nella  sopra  Indicata  coneideoza  è  giocoforsa 
che  la  perpeDdicolare  TX  si  confonda  colla  parte  So  dell'altra  perpendi- 
colare SO  y  essendo  comuni  le  perpendicolari  fra  i  plani  paralleli  (5); 
quindi  ne  conseguita  la  proporiione  SO  :  So  ::  SA  :  Sa  (6),  cli^è  quanto 
a  dire  SO  :  TX  ;:  SA  :  TM. 

X.^  Due  poliedri  simili  si  possono  scomporre  nel  medesimo  numero  di 
cofpie  di  tetraedri  eimili  e  similmente  dieposti. 

iiiaoo  i  due  poliedri  ABCDEEHy  ahcdekh  aimili  (figri77),  e  scegliendo 
i  vertici  omologhi  per  esempio  H,  h^  ni  fsceis  Is  scomposizione  in  te- 
traedri coi  vertici  comuni  H,  h.  A  quesl*  oggetto  si  suppongano  diviso 
tutte  le  facce  nei  triangoli  rispettivamente  simili  e  slmilmente  posti  (7) 
ABC  ed  abc,  ACD  ed  acd,  ADE  ed  ade,  ec.;  frs  questi  triangoli  quelli 
fuori  delle  facce  degli  angoli  solidi  B»  h  servono  di  basi  a'  tetrsedri , 

(ì)  VII.'*  (2)  FW."  Cor.  t.  (3)  i4.  IV.*  (4)  49.  X/F*  (5)  /P.  X//.* 
(6)  49.  XF/.«  Cor.  (7)  47.  /!.• 
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menire  gli  altri  eonpresi  Delle  facce  anzidette  formano  fbece  laterali  degli 
stessi-  lo  sinoile  goisa  si  ottengono  i  cinque  tetraedri  HABC ,  HACD^ 
BADE,  HABMf  JSTiff  componenti  il  primo  poliedro,  ed  altrettanti 
habcp  Kacdf  had9^  hahk^  htuk  componenti  il  secondo,  che  resnitano  simili 
rispettivamente  (1),  perchè  hanno  tutti  gli  spigoli  omologhi  proporziona- 
li ,  come  qnelli  che  corrispondono  a  dimensioni  omologhe  dei  poliedri 
simili.  E  siccome  il  metodo  della  scomposizione  è  generale  ,  cioè  poò 
applicarsi  a  qualunque  poliedro ,  così  si  dice  in  generale  che  i  poliedri 
simili  ec. 

Seolio.  Tutti  i  tetraedri,  che  hanno  le  basi  sulla  stessa  faccia ,  danno 
origine  ad  una  piramide  poligona,  come  sono  nel  nostro  caso  I  tre  te- 
traedri colle  basi  sopra  la  faccia  ABCDE,  che  compongono  la  piramide 
pentagona  BABCDE;  e  lo  stesso  avviene  de'  tre  tetraedri  rispettiva- 
mente simili  nel  secondo  poliedro,  che  compongono  la  piramide  penta- 
gona hahed9  simile  ad  HABC  DE  (2).  Onde  si  può  dire,  che  i  poliedri 
HmiH  poi$oìio  scomponi  nello  $te$to  numero  di  coppie  di  piramidi  si- 
mili e  similmente  poste  col  vertice  comune  e  eolle  basi  sopra  tutte  le 
faeco  non  concorrenti  alla  formasione  deìVangolo  solido  a  quel  vertice^ 
che  nella  particolare  figura  corrispondono  alla  coppia  delle  piramidi 
penUgono  HABCDE  ed  habede ,  ed  alle  coppie  dei  tetraedri  IIABK  ed 
habk,  HAEK  ed  ha^k. 

%  23.   DEI   SOLIDI   ROTONDI 

« 

Definizioni 

1.*  Se  il  triangolo  rettangolo  ABC  iiìg.  179}  gira  io  torno  ad  uno  dei 
cateti  AB  considerato  come  fisso,  1*  altro  cateto  BC  deve  descrivere  un 
piano  perpendicolare  ad  AB  (3),  ch'è  propriamente  il  circolo  di  centro  B 
e  raggio  BC,  e  l'ipotenusa  AC  una  superficie  curva  resultante  dalle  cir- 
conferenze descritte  dai  suoi  successivi  ponti ,  di  cui  i  raggi  sono  le 
perpendicolirt  condotte  da  questi  punti  sopra  il  lato  immobile  AB.  Il 
solido  così  formato  si  chiama  cono  retto ,  il  piano  circolare  descritto  da 
BC  dicesi  base^  la  retta  AB  asse,  il  suo  punto  estremo  A  vertice^  e  l'asse 
come  perpendicolare  al  piano  della  base  denota  Valtesza  del  cono  retto 
cioè  la  distanza  del  vertice  dalla  base.  La  parola  Cono ,  salvo  la  desi- 
nenza, è  la  greca  Kuvoc,  di  cui  si  servirono  i  greci  geometri  per  nomi- 
nare questa  figura. 

2.'  Se  il  rettangolo  ABBD  (fig.  180)  gira  intorno  ad  uno  dei  suoi  Itti 
BE  considerato  comejmmobile,  i  due  lati  i?J,  £D,  che  gli  sono  conti- 
gui, descrivono  due  piani  circolari  eguali  e  paralleli  (4),  [lerchè  ambi- 
li) r///."  Scoi.  (2)  /X.®  13)  49.  ni.''  Cor.  (4)  i9,  .Y.« 


«lue  sono  perpeDdicolari  alla  sietM  retta  BB{i),  nanlra  il  lato  opposto 
AD  descrive  ona  saper6cie  corva  formata  dall'aggregato  delle  cireoofe- 
renze  eguali  descritte  dai  saccessivi  paoti,  di  cai  i  raggi  sono,  le  per- 
pendicolari cgttali  guidate  da  questi  punti  sopra  BE,  Il  solido,  che  ne 
proviene,  prende  11  nome  di  cilindro  retto,  che  ha  due  basi  circolari  e- 
guai!  e  parallele;  il  lato  immobile  BE  si  dice  aste,  ed  esprime  Vatl$Mxa 
del  cilindro  retto  cioè  la  distanza  delle  basi  parallele.  La  parola  aUn- 
dro  tolta  la  desinenza  italiana  corrisponde  alla  greca  ÌQiXiv$poc,  eh' è  il 
nome  di  tale  solido  presso  i  greci,  e  si  deriva  da  KbXlco,  volgo,  perchè 
suole  farsi  uso  del  cilindro  per  ispianare  le  strade,  rivolgendolo  sopra 
le  stesse. 

3.'  Se  il  semicircolo  ACB  (fig  181)  gira  intorno  al  diametro  AB  im- 
mobile, ciascun  punto  darà  origine  ad  un  circolo,  che  avrà*  per  raggio 
la  perpendicoltre  condotta  dal  ponto  sopra  il  diametro,  come  per  esem- 
pio ME  pel  punto  Jf,  CO  per  C,  PT  per  P,  ec;  e  l'aggregato  di  que- 
ste circonferenze  formerà  una  superficie  curva ,  di  cui  ogni  punto  sarà 
equidistante  dal  centro  O  del  semicerchio  generatore.  Questo  solido  fu 
chiamato  dai  greci  o^aTp«,  *f^a,  e  dai  latini  glohta,  globo;  la  retta  ^^^ 
dotta  del  centro  a  qualsisia  punto  della  superficie  sferica  si  dice  raggi»; 
la  retta,  che  passa  pel  centro  e  termina  dall'una  e  l'altra  parte  alla  su- 
perficie, diametro;  e  a'intende  che  la  proprietà  caratteristica  delia  sfera 
quella  si  è  di  avere  eguali  tutti  i  raggi,  ed  ancora  tutti  i  diametri  come 
doppi  dei  raggi  « 

4.'  Il  cono  retto,  il  cilindro  retto,  e  la  sfera  sono  t  f re  eolidi  rotondi^ 
di  coi  si  tiene  conto  negli  elementi  di  geometria,  ma  si  possono  ancora 
considerare  il  cono  obliquo  ed  il  cilindro  obliquo  generati  come  qui  ap- 
presso. In  primo  luogo  esista  il  circolo  CLD  (fig.  182)  ed  II  punto  A  fuori 
del  suo  piano  e  della  perpendicolare  al  centro  B  dello  stesso,  ed  una 
retta  per  esempio  AC  si  rivolga  in  modo  che  la  sua  estremità  C  percorra 
i  successivi  punti  della  circonferenza,  mentre  è  soggetta  a  passar  sempre 
pel  ponto  fissalo  A,  ora  accorciandosi  ed  ora  allungandosi.  Questa  retta 
deve  descrivere  ona  superficie  curva,  e  cosi  prende  origine  il  cono  obliquo^ 
di  cui  il  piano  circolare  CLD  è  la  base.  Il  ponto  A  il  verftce,  e  la  retta 
AB  condotta  dal  vertice  al  centro  della  base  ne  forma  l'aite,  indicandosi 
l'allessa  del  cono  obbliquo  dalla  perpendicolare  AP  abbassata  dal  ver- 
tice A  sopra  il  piano  della  base.  Che  se  il  punto  A  (fig.  179)  è  posto 
sulla  perpendicolare  al  centro  B  della  base,  la  retta  generatrice  AC  con- 
serva sempre  la  stessa  lunghezza  (2) ,  e  cosi  ne  proviene  il  cono  retto. 
In  secondo  luogo  esista  il  circolo  ALC  (fig.  183)  ed  un  piano  parallelo 
a  questo  circolo,  e  dal  centro  B  si  guidi  al  piano  parallelo  un'obliqua 
qualunque  BE  ;  da    un  punto  A  della   circonferenza   si    tiri   allo  stesso 

(1)  49.  ///.•  Cor.  (2)  19.   ¥.• 
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piano  la  ratta  AD  parallela  a  BEf  coi  reaoHerà  eguale  (1),  e  ai  faccia 
mnorere  AD  pei  paoli  saccaasivi  della  circoofereoza,  manleoeDdola  sera* 
pre  parallela  a  BEy  o  come  dicasi  si  faccia  muovere  AD  parallelameote 
a  so  stessa.  L'eshremitè  D  di  AD  deve  sempre  compreDdersi-  nel  piano 
parallelo  (2),  descrivendovi  il  circole  di  centro  E  e  raggio  MB  eguale  al 
circolo  ALC  ;  perchè  il  piano  condotto  per  BE  e  per  qnalanqae  posi- 
zione di  AD  determtna  sempre  aa  parallelogrammo  (3),  di  coi  il  lato  AB 
è  costantemente  il  raggio  del  circolo  ALC,  e  quindi  il  ponto  D  è  sem- 
pre equidistante  da  E.  Avendo  nra  riguardo  a4ìa  superficie  curva  descritta 
da  AD,  si  viene  a  formare  il  cilindro  ohìiquo  colle  basi  circolari  ALC^ 
DHF  eguali  e  parallele;  la  retta  BE,  cbe  udImo  i  centri  delle  due  basi» 
è  il  suo  a$s9;  e  la  perpendicolare  FP  condotta  da  un  ponto  qualunque 
F  della  base  superiore  sopra  l'inferiore,  cbe  misura  la  distanza  dei  do* 
piani  paralleli,  ne  costltoisce  Valtéiza.  Se  poi  ci  piacesse  di  guidare  la 
perpendicolare  BE  al  piano  parallelo  (6g.  160),  allora  la  retta  AD^  con- 
servando sempre  il  suo  parallelismo  con  SJ?,. verrebbe  a  generare  il  e^  - 
lindro  retto. 

Teoremi 

l.^  Se  U  cilindro  retto  è  secato  da  tin  piano  condotto  per  Va$H  »  la 
comune  sezione  è  un  rettangolo;  e  se  il  piano  SBcante  è  parallelo  alka 
bascy  la  comune  sezione  è  un  circolo  eguale  a  quello  della  base» 

In  primo  luogo  si  guidi  per  Tasse  BE  del  cilindro  un  piano,  che  sec« 
i  piani  circolari  paralleli  delle  basi  secondo  1  diametri  AC  ^  Df  paral- 
leli (3),  e  la  superficie  curva  secondo  le  rette  AD ,  CF  parallele  all'asse 
BE  e  quindi  parallele  fra  loro  (4),  il  che  sì  fa  chiaro  dalla  descrizione 
medesima  del  eiliodro  (5).  In  questa  guisa  il  quadrilatero  ACFD  è  un 
parallelogrammo  (6},  ed  essendo  perpendicolari  al  piano  della  base  le  due 
rette  ADj  CF  come  parallele  a  BE  (7),  gli  angoli  DAC,  FCA  resultano 
reui  (8),  ch*è  quanto  a  dire  il  parallelogrammo  ACFD  è  un  rettango- 
lo (9),  ch'ò  il  doppio  del  rettangolo  ABED  generatore  del  cilindro. 

In  secondo  luogo  si  guidi  un  piano  qualunque  MN  parallelo  alla  base, 
cbe  resulta  perpendicolare  all'  asse  BE  (10) ,  e  produce  nella  superficie 
cilindrica  una  linea  curva  come  comune  sezione  ;  conducendo  un  piano 
per  BO  e  per  un  punto  qualunque  /  di  questa  curva,  si  forma  il  rettangolo 
BOity  che  dà  01  —  BL.  In  simile  guisa  tutti  i  punti  della  comune  se- 
zione MIN  hanno  la  stessa  dlatanza  dal  punto  O  espressa  dal  raggio 
della  base,  e  quindi  essa  comune  sezione  è  un  circolo  di  centro  O  eguale 
al  circolo  della  base.  Il  cbe  ec 

(I)  49.  Xin.''  (2)  49.  XF.*»  Cor.  (3)  49.  Xllt.''  (4)  49.  X/.*  (K)  G.  IIL* 
(«)  Def.  2.  (7)  4%.  n."*  (8)  49.  VII.''  (9)  49.  I#.»  Scoi.  (tO)  4ft.  VI'' 
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Seolio.  QoMto  Uorema  sostiste  pel  cilindro  obliquo  (flg.  183),  dicendo 
parallelogrammo  ìtt  vece  di  rettangolo  sì  neireDonciaiione  che  nellt  di- 
inoatrazione  della  prima  parte ,  eioè  a  dire  te  il  cilindro  obliquo  è  te* 
calo  da  un  piano  per  Vatte,  la  comune  teiione  è  un  parallelogrammo^  ee, 

li.*  Se  il  cono  retto  è  tecalo  da  un  piano ,  che  patta  pef  V  atte ,  la 
comune  tezione  i  un  triangolo  itotcole,  di  ari  il  piano  è  perpendicolare 
a  quello  della  bate  ;  e  te  il  piano  teeante  è  parallelo  alla  bate ,  la  co- 
fiume  testone  è  un  circolo ,  di  cui  il  raggio  decretce,  come  il  piano  te- 
eante ti  avvicina  al  vertice. 

lo  primo  luogo  si  gnidi  no  piano  per  l'asse  JB  (fig.  179),  che  seca 
la  base  secondo  il  diametro  CD,  e  la  superficie  carta  secondo  le  reue 
AC,  ADf  ciò  clie  resulta  dalla  descrizione  del  cono  (1).  Queste  rette  sono 
(guali  (2)  come  equidistanti  dal  piede  B  della  perpendicolare ,  o  sia  il 
triangolo  CAD  è  isoscele,  di  cui  il  piano ,  passando  per  JB,  dev'essere 
perpendicolare  alla  base  (3)  e  questo  triangolo  isoscele  CAD  corrisponde 
al  doppio  del  triangolo  rettangolo  generatore  ABC. 

In  secondo  luogo  si  guidi  11  piano  MN  parallelo  alla  base,  che  Incontra 
perpendicolarmente  l'asse  AB  {A),  determinando  nella  superficie  conica 
la  comune  seiiooe  linea  curva ,  che  dovrà  essere  una  circonferenza.  Im- 
perciocché conducendo  per  AB  e  per  due  punti  qualunque  If ,  /  della 
corta  anzidetta  i  due  piani  AMCB,  AlLBy  si  ottengono  parallele  le  co- 
muni sezioni  OM  e  BC ,  01 1  BL  del  piani  paralleli  CLD,  MIN  fi); 
per  lo  che  i  triangoli  simili  ABC,  JOJtf  (6)  da  una  parte  danno  la  pro- 
porzione (7)  AB  :  AO  ::  BC  :  OBf ,  mentre  I  triangoli  ABL  ,  AOI  pure 
simili  d&ono  dall'altra  parte  AB  :  AO  ::  BL  :  01,  e  da  queste  due  pro- 
porzioni ne  deriva  la  terza  BC  :  OM  ::  BL  :  0/ cogli  antecedenti  BC,  BL 
eguali  come  raggi  del  circolo  della  base;  sono  adunque  eguali  i  due 
conseguenti  OM,  Oi,  cioè  a  dire  i  due  punti  M,  I  sono  equidistanti  da 
0*  E  siccome  si  può  provare  lo  Stesso  per  tutti  gli  altri  punti  della  co- 
mune seziooe  Jlf/iV,  cosi  ne  conseguita  essere  la  stessa  una  circonferenza 
di  centro  O  e  raggio  OM;  il  quale  raggio  si  fa  pifi  piccolo  rispetto  al- 
Tallro  della  base,  come  il  piano  secante  si  avvicina  al  vertice,  essendo 
in  forza  della  proporzit>ne  di  sopra  AB  :  AO  ::  BC  :  OM  ì  due  raggi 
nello  stesso  rapporto  delle  distanze  della  base  e  del  piano  secante  dal 
vertice  A.  11  che  ec 

Corollario:  Il  rapporto  della  sezione  circolare  MIN  alla  base  CLD, 
ch*è  quello  dei  quadrati  del  raggi  OM,  BC  (8),  si  riduce  adunque  airal- 
tro  del  quadrati  delle  distanze  AO^  AB  dal  vertice  S,  non  altrimenti  dì 
ciò  che  ha  luogo  nelle  piramidi  (0). 

Scolio.  Questo  teorema  sussiste  pel  cono  obliquo  colle  due  seguenti 

> 

(1)  Def.  1.  (2)  /iT.  r.*  (3)  X0.  V/.'  (4)  19.  XIL*  (5)  49.  X/.»  (6)  //. 
/.-  Scoi.  (7)  U.  F-*»  (8)  48.  JT//.-  (9}  tJI.   VW 
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modificaiHini:  i*  la  seiiooe  del  pUoo  per  Tasse  AB  é  un  triangolo  qua- 
luoqae  ACD  (fig.  182);  2*  dod  yì  è  ragione  per  dire  il  piano  di  queslo 
triangolo  perpendicolare  alla  base,  mancando  la  condizione  di  AB  per- 
pendicolare  alla  base.  Che  ami  fra  tatti  i  piani  possibili  condotti  per 
Tasse  uno  solo  ce  ne  ha  che  può  rasaltare  perpendicolare  alta  base,  ch'è 
appunto  quello  determinato  per  AB  e  per  la  perpendicolare  AP  abbas- 
sata dal  vertice  sopra  la  base  (1] ,  dovendo  essere  gli  altri  piani  neces- 
siiriamente  obliqui.  La  parte  poi  del  teorema  rispetto  alla  sezione  circo- 
lare sassiste  intera,  e  sebbene  le  porzioni  AB,  AO  dell'asse  non  espri- 
mano più  le  distanze  dei  piani  dal  vertice  A ,  pure  il  rapporto  di  AB 
:  AO  eguaglia  l'altro  della  perpendicolare  comune  AP  :  AQ  suo  segmen- 
to; onde  si  può  dire  essere  i  raggi  dei  circoli  MIN,  CLD  proporzionali 
alle  distanze  dei  loro  piani  dil  vertice  A. 

Ma  nel  cono  obliquo  si  può  assegnare  la  posizione  di  un  altro  piano 
secante,  che  dà  od  circolo,  che  si  determina  nel  segoente  modo:  suppo- 
sto il  piano  per  Tasse  AB  e  la  perpendicolare  ilP  del  vèrtice  sulla  base, 
cioè  il  piano  del  triangolo  ^ACD  perpendicolaie  alla  base ,  vi  si  guidi 
perpendicolarmente  un  piano  secante  EHG^  in  modo  che  la  comune  ae- 
siooe  EG  non  sia  parallela  a  DC  ma  formi  il  triangolo  AEG  simile  ad 
ACD ,  il  che  importa  di  dovere  gli  angoli  eguali  corrispondere  al  con- 
trario 0  sia  AGE  —  ADCf  AEG  —  ACD;  ora  io  dico,  che  questo  piano, 
cui  si  dà  il  nome  di  antiparallelo  alla  base,  de6nisce  nel  cono  la  comune 
sezione  EHG  circolare.  Ed  in  vero  si  consideri  un  paAto  qualunque  U 
della  stessa,  da  cui  si  tiri  HE  perpendicolare  alla  comune  sezione  EG, 
la  quale  BK  resulla  perpendicolare  al  piano  ACD  (2)  ;  in  questo  piano 
ACD  si  conduca  pel  punto  K  la  retta  NM  parallela  a  DC ,  e  per  HK^ 
NM  si  faccia  passare  un  piano,  ch'è  perpendicolare  al  piano  triangolare 
ACD  (3)  e  quindi  parallelo  a  quello  della  base  CLD  (4).  In  simile  guisa 
viene  a  determinarsi  nel  cono  la  comune  sezione  circolare  NHH  del  dia- 
metro NM,  cui  è  applicata  perpendicolarmente  la  retta  HKiJS),  e  si  sta- 
bilisce HA'  media  proporzionale  fra  i  segmenti  del  diametro  iVif,  MK  (6) 

o  sia  MT*—  NKxMK.  Intanto  I  due  triangoli  NEE ,  GEM  sono  si- 
mili,  easendo  l'angolo  NEE  m^  GEM  CI)  ed  NEK^ACD  ^  GMK  {%);  % 
come  tuli  danno  la    preporzione  NE  :  EE  ::  GK  :  ME{%  cioò  a  diro 

NEX  HfE-'EEX  GK,  Per   lo   che   Teguaglianza  di  sopra  HE*^NK 

X  ME  si  converte  in  HE^'^  EEx  GÈ,  o  sìa  HE  tirata  perpendicolar- 
mente ad  EG  è  media  proporzionale  fra  i  suoi  due  segmenti  EK,  GÈ, 
ed  il  ponto  H  deve  appartenere  alla  circonferenza  di  diametro  EG  (10). 
Questa  dimostrazione  vale  per  tutti  i  ponti  della  curva  EHG  ec,  e  così 

(1)   SO.    F/.*»  (2)  SO.  VIL"»  (3)  MO.  F/.^  (4)  SO.  X.<>  (»)  49.  //.•  Scoi. 
(«)  /ó'.  /.**  (7)  «.  r.'  (8)  9.  IlL*  $  e.  F.*  (»)  U.  F.*  (10)  45.  /.• 
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si  coDchHide  in  geoerale  che  n$l  cono  ahliquo  la  «eiton«  antiparaiUla 
alla  base  é  un  circolo j  di  cui  il  diametro  è  la  comuiH  stxioti§  d9l  jriano 
secante  e  del  triangolare  condotto  per  Voìmc,  i  quali  due  piani  devono 
estere  perpendicolari  fra  loro  ed  il  piano  triangolare  perpendicolare  alla 
base.  Queste  condizióni  sono  tmte  e  due  necessarie»  affinchè  la  sezione 
antiparallela  desse  il  circelo:  perchè  mancando  soltanto  la  prima  dei  due 
piani  EHG,  ACD  perpendicolari,  la  HiT  condotta  perpendicolarmente  ad 
EG  non  è  più  perpendicolare  al  piano  ÀCD ,  %  manca  la  ragione  per 
dire  il  piano  NHUi  perpendicolare  ad  ACD  e  qafndi  parallelelo  alla  base; 
e  mancando  la  seconda  condizione  del  piano  triangolare  ACD  perpendi- 
colare alla  base ,  ancorché  lo  sia  al  piano  NHM  in  forza  della  prima, 
né  tampoco  può  argomentarsi  il  parallelismo  di  NBM  e  CLD ,  estendo 
qaesto  parallelismo  collegato  colle  condizioni  dei  piani  NHM,  CLD  per- 
pendicolari al  terzo  iC/>,  e  delle  comnni  sezioni  DC^  NM  parallele  (1). 

111.^  La  comune  sezione  della  sfera  e  di  qualunque  piano  secante  è 
sempre  un  circolo. 

Se  il  piano  secante   dftfD  (6g.  181)  passa  pel  centro   O  della  sfera, 

tatti  i  punti  della  comnne  sezione  C,  H^  D,  ec  come  panti  della  soper- 

•  ficie  sferica  sono  equidistanti  dal  centro  O  (2},  e  quindi  questa  serie  di 

punti  posti  nello  stesso  piano  formano  la  circonferenza  di  un  circolo» 

che  ha  lo  stesso  centro  e  raggio  della  sfera. 

Si  consideri  ora  un  piano  qualunque  JlfliV,  che  non  passa  pel  eentro, 
e  sopra  esso  si  tiri  dal  centro  O  la  perpendicolare  OS,  e  le  oblique  OM, 
Olf  OiV,  ec.  a'  vari  punti  della  comune  sezione  M,  /,  iV,  ec,  che  come 
raggi  della  sfera  resultano  tutte  eguali  ;  per  lo  che  devono  essere  equi- 
distanti dal  piede  E  della  perpendicolare  (S) ,  o  sia  le  rette  £4f ,  Ei 
EN,'tc»  sono  eguali,  eh*  è  quanto  a  dire  tutti  i  punti  della  comune  se- 
zione MiN  ai  appartengono  ad  un  circolo  di  centro  E  e  raggio  fjf.  Il 
che  ec. 

Corollario  f.^  I  circoli  prodotCi  dalle  comuni  sezioni  dei  piani,  che 
passano  pel  centro  della  sfera,  sono  tutti  eguali  fta  loro,  perché  hanno 
lo  stesso  raggio,  eh' è  quello  della  sfera  »  e  chiamansi  circoli  massimi; 
mentre  gli  altri  dei  piani  non  condotti  pel  centro  diminuiscono,  come 
cresce  la  loro  disiaoia  dal  centro ,  e  si  dicono  circoU  minori  o  piccoli^ 
resoliando  eguali  solamente  i  circoli  piccoli  equidistanti  dal  centro  (4). 

Corollario  2,*  Due  circoli  massimi  si  tagliano  sempre  in  parti  eguali; 
perchè  avendo  comune  il  centro ,  la  lora  comune  sezione  dev'  essere  un 
diametro,  che  divide  ogni  circolo  in  due  parti  eguali  (K). 

Corollario  $,^  Ogni  circolo  massimo  divide  la  sfera  sì  rispetto  al  vo* 
lume  che  alla  superficie  in  Une  porzioni  eguali ,  cui  si  dà  il  nome  di 
emisferi;  giacché  rivolgendo  gli  emisferi  dalla  medesima  parte,  e  facendo 

(1)  tO.  X.»  (2)  Def.  S,  (3)  f9.  p.«  Scoi.  (4)  //.   f/.»  SeoL  2,  (5)  f.  /.• 
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combaeiare  i  dut  cìrcoli  mttstiini  dì  bete ,  è  gioeoforza  che  coiocidano 
le  doe  saperficle .  altriiDentl  vi  sarebbero  dei  paoli  plfa  o  meno  distanti 
dal  centro;  cosi  i  due  emisferi  si  riducono  ad  dd  solo,  e  sono  eguali. 

Corollario  4,**  Per  due  punti  qualunque  presi  nella  euperfieie  della 
e  fera  può  eempre  passare  un  circolo  massimo,  e  li 'è  determinato  dal  piano 
condotto  per  questi  doe  punti  e  pel  centro  della  sfera;  se  poi  i  due  punii 
sono  posti  all'  estremità  di  un  diametro ,  vi  possono  passare  un  nu- 
mero infinito  di  eirooli  massimi  determinati  dagl'  Infiniti  piani ,  che 
possono  condorsi  per  quel  diametro  (1). 

Corollario  5,^  Varco  di  circolo  massimo  compreso  fra  due  punti  e* 
sprime  la  loro  più  corta  distanxa  nella  superficie  sferica ,  intendendo 
parlare  delVarco  più  piccolo  fra  i  due  dello  stesso  circolo,  che  può  con- 
dursi per  quei  due  punti.  Imperciocché  la  più  corta  distanza  assoluta 
fra  doe  punti  é  la  linea  rena,  e  nella  soperficie  sferica  fra  tutti  gli  ar- 
chi circolari  compresi  in  quei  doe  punti  l'arco  di  circolo  massimo  si  av- 
vicina più  alla  linea  retta  che  qualunque  altro  afo  di  circolo  piccolo. 
La  ragione  di  ciò  si  è  che  al  circolo  massimo  corrisponde  il  raggio  più 
luogo  I  di  modo  che  se  s'immagini  la  coincidenza  dei  piani  di  tutti  gli 
archi  compresi  fra  i  due  ponti  anzidetti,  qualunque  arco  di  circolo  mi- 
nore inviluppa  l'arco  di  circolo  massimo,  e  l'arco  inviluppante  è  sempre 
maggiore  dell'inviluppato  (2). 

Scolio.  Essendo  l'arco  di  circolo  massimo  la  più  cotta  distanza  fra 
doe  punti  posti  sulla  superficie  sferica,  sì  possono  nella  stessa  la  mercè 
dei  circoli  massimi  costruire  le  figure,  non  altrimenti  che  nel  piano  la 
mercè  delle  linee  rette.  In  simile  guisa  tre  punti  della  superficie  sferica 
legati  con  tre  archi  di  circoli  massimi  ,  di  cui  ciascuno  è  minore  della 
semicirconferenza ,  costituiscono  il  triangolo  sferico ,  col  corrisponde  la 
superficie  compreaa  fra  i  tre  archi,  che  chiamansi  ìcUi ;  e  gli  angoli 
del  triangolo  sferico. sono  quelli  diedri  formati  dal  tre  piani  auccessivi 
dei  circoli  massimi,  che  vanno  ad  incontrarsi  nel  centro  della  sfera.  Co- 
me pure  si  può  immaginare  il  poligono  sferico  compreso  fra  una  serie 
di  archi  di  circoli  massimi  cioè  di  lati,  di  cui  t  pi'ani  dènno  origine 
ai  successìTÌ  angoli  diedri  del  poligono.  La  considerazione  dei  triangoli 
sferici  e  la  loro  risoluzione  per  mezzo  del  calcolo  formano  l'oggetto  della 
trigonometria  sferica. 

IV.*  50  nella  sfera  si  conduce  un  diametro  come  per  esempio  NS 
(fig.  i%^)  perpendicolare  al  piano  del  circolo  massimo.  ALB,  ciascuna 
delle  due  estremità  N  ,  S  dev'  essere  equidistante  da  tutti  i  punti  della 
circonferenza  del  circolo  mauimo  ALB  e  di  qualunque  altro  circolo  mi- 
nore HPl  parallelo  al  circolo  massimo  ALB,  esprimendosi  la  prima  di- 
stanza costante  da  un  quadrante  di  circolo  massimo  e  la  seconda  da  un 

(1)  49.  /.**  (2)  18.  Lem.  av.  X.»  Scoi. 
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arco  minore  o  maggiore  del  quadrante.  E  ti  adotu  «  qoeato  rfgoardo 
la  segneote  DomeDclalart  :  Il  diametro  NS  perpeodicolare  al  piano  del 
circolo  rnassimo  ai  chiama  as$$  dello  stesso  e  dei  suoi  paralleli,  e  le  doe 
est  remi  tÀ  di  qoesto  diametro  si  dicono  poli  relativamente  al  medesimo 
sistema  di  circoli. 

Dovendo  dimostrare  il  teorema,  s'immagini  no  nomerò  qoalonqne  di 
piani  coDdoiti  per  l'asse  NS,  che  determinano  da  ona  parte  i  circoli  mas- 
simi NBÀSf  NPLS,  IfRQSf  ec,  sopra  coi  si  devono  computare  le  di- 
stanze de'  poti  jY,  5  da'  circoli  ALB,  HPlii),  mentre  dall'altra  produ* 
cono  le  comuni  sezioni  CA  ed  OH,CL  ed  OP,  CQ  ed  OB,  ec.  Ora  i'asse 
iV5  perpeodicolare  ti  piano  ALB  deVessere  perpeodicolare  alle  retto  CA, 
CLy  CQ ,  ec.  nel  medesimo  esistenti  (2) ,  e  gli  angoli  retti  NCA ,  NCL* 
NCQ,  ec>  comprendono  fra  i  loro  Itti  i  rispetti?!  quadranti  NA ,  NL  ^ 
NQf  ec.  (3;;  la  stessa  ragione  vale  per  gli  aogoli  retti  SCA  ,  SCL  ,  ec* 
Inoltre  l'asse  NS  resulta  perpendicolare  al  circolo  minore  HPI  parallelo 
ad  ALB  (A),  e  vi  determina  in  O  il  suo  ceptro  (5  ;  onde  le  rette,  che  si 
possono  guidare  dal  polo  N  ai  punti  i7 ,  P ,  it ,  ec.  esprimono  obliquo 
equidistanti  dal  piede  O  della  perperdicolsre  NS,  che  devono  essere  e* 
goali  (6) ,  e  la  stessa  ragione  ha  luogo  per  Tegoaglianza  delle  oblique 
tirate  da  S.  Ora  queste  oblique  corrispondono  a  corde  dei  rispettivi  cir- 
coli massimi,  e  quindi  sono  eguali  gli  a/cbi  sottesi  ds  queste  corde  (7), 
cioè  NB,  NP,  NR,  ec,  come  pure  SH,  SP ,  5it,  ec.  Il  che  ec 

Corollario  4.^  Tutti  i  piani  dù  circoli  mussim»,  che  possono  in  numero 
infinito  eofidursi  per  lasse  MS ,  cioè  NAS ,  NLS,  NQS,  ec.  sono  perpen' 
dicolar i  al  pianò  del  dreolo  massimo  ALB,  cut  appartiene  Vasse  NS  (6), 
perchè  tutti  passano  per  la  retta  NS  perpeodicolare  al  piano  ALB;  o  in 
altra  guisa  congiungendo  qualunque  punto  del  circolo  massimo  col  suo 
polo  per  meszo  di  un  arco  di  circolo  massimo ,  t  piani  di  questi  due 
circoli  massimi  sono  perp^dicolari  fra  loro. 

Corollario  2."  Volendo  ritrovare  il  polo  di  un  dato  circolo  massimo 
ALBf  si  conduca  da  un  punto  qualunque  L  dello  stesso  un  arco  di  cir- 
colo massimo  perpendicolare,  di  cui  la  lunghezza  LN  sta  un  quadrante, 
Vesiremità  N  di  questo  quadrante  deve  corrispondere  al  polo  cercato:  per- 
chè retto  è  l'angolo  NCL  misurato  dal  quadrante  NL;  ed  essendo  i  due 
piani  NLC,  ALB  perpendicolaii,  la  retta  NC  compresa  nel  primo  plano, 
eh* è  perpeodicolare  alla  comune  sezione  CL  de'  due  piani,  resulta  per- 
pendicolare al  secoodu  (9),  cioi  a  dire  la  sua  estremità  N  è  polo  del  dato 
circolo  massioio  ALB.  In  altra  guisa  da  due  punti  qualunque  L,  Q  del 
dato  circolo  massimo  si  conducano  i  due  circoli  massimi  LN ,  QN  per- 
pendicolari ad  ALB ,  di  cui  V  intersesione  N  sopra  la  superficie  sferiea 

(1)  ///.•  Cor.  5.  (2)  49.  lì."*  Scoi.  [Z]  2.  /.^  Cor.  (4)  49.  Jtl^  (5)  //i." 
(«)  49.  K.'  (7)  /,  r.*  (8)  ÌO  F/.*  (9)  tO.  TIi: 
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determina  U  polo  di  ALU;  giaoehè  il  haano  i  doe  piaoi  NCL^  ffCQ  per^ 
pendicolari  al  terio  jìLB,  e  quindi  la  cornane  seziona /^C  de' daa  primi 
è  perpendicolare  al  terzo  piano  ALB  (1),  o  aia  iV  è  il  polo  richiesto. 

Corollario  5.°  Se  il  punto  If  preso  nella  superficie  sferica  ha  la  di* 
stanza  di  un  quadrante  da  ciascuno  di  due  punti  qualunque  L,  Q  della  ctr* 
conferenza  del  circolo  masiimo  ALB,  i (  punto  N  dev'essere  il  suo  polo; 
perchè  r  ipotesi  de'  dna  quadranti  iV£,  NQ  all'altra  si  tidace  degli  angoli 
retti  IfCL,  NCQ ,  e  cosi  la  retta  IfC  perpendicolare  alle  dae  rette  C£, 
CQ  dev'  essere  perpendicolare  al  loro  piano  ALB  (2) ,  il  che  importa  di 
essere  N  polo  dal  circolo  massimo  ALB- 

Scolio.  La  proprietà  de*  poli  di  essere  equidistanti  da'  pomi  della  cir^ 
conferenza,  cui  appartengono,  permette  la  descrizioae  de'  circoli  sopra  la 
superficie  sferica  colla  stessa  facilità,  con  cui  si  descrirono  nel  piano. 
Di  fatto  facendo  rivclgere  un  arco  di  circolo  massimo  intorno  ad  una 
delle  sue  estremità  immobile,  l'altra  estremità  descrive  nella  soperfieie 
della  sfera  un  circolo,  rispetto  a  cui  l'estremità  immobile  è  polo,  e  questo 
circolo  è  massimo  nel  caso  delPareo  d'intervallo  eguale  ad  un  quadrante. 
Per  prendere  gì'  intervalli  e  descrivere  con  comodità  ed  esattezia  i  circoli 
si  fa  uso  del  compasso  sferico,  il  quale  diflTerisee  dal  compasso  ordinario 
nelle  due  gambe ,  che  sono  ricurve  onde  adattarsi  alla  convessità  della 
•fera. 

In  forza  di  questo  principio  si  possono  risolvere  fi  seguenti  quesiti  : 
1.**  Far  passare  un  arco  di  circolo  massimo  pe*  due  dati  punti  L,  Q« 
Stabiliti  i  punti  £,  Q  come  poli,  si  descrivano  coli*  intervallo  di  un  qua- 
drante dae  archi,  che  si  secano  in  iV,  e  preso  coma  polo  N  si  descriva 
colto  stesso  intervallo  un  circolo,  che  passerà  certamente  pe'  dati  punti  X, 
Q:  questo  metodo  vale  ancora  per  continuare  un  arco  già  esistente.  2.  Ti' 
rare  per  un  dato  punto  un  arco  di  circolo  massimo  perpendicolare  al 
dato  arco  o  cireolo  ALB.  Se  il  dato  punto  è  L  aopra  il  circolo  dato,  preso 
sopra*  lo  Slesso  del  punto  L  il  quadrante  IJT,  col  polo  E  ed  intervallo 
KL  si  descriva  Tarco  LPN;  in  questa  guisa  il  dato  circolo,  passando  par 
JT,  è  perpendicolare  all'arco  LPN,  rispetto  al  quale  K  è  polo  (3).  Se  poi 
il  dato  punto  è  P  fuorf  del  dato  cireolo  ALB,  si  descriva  da  prima  eol- 
l' intervallo  del  quadrante 'fisso  ìnP  un  arco  per  determinarne  l'interse- 
zione in  K  col  dato  eircolo,  .indi  col  polo  K  e  eolio  stesso  intervallo  un 
altro  areo  JLP,  che  deve  passare  per  P;  questo  arco  LP  sarà  perpendi- 
colare al  circolo  ALB  per  la  stessa  ragione  di  sopra. 

V.*  H  piano  lHq  perpendicolare  alV  estremità  N  del  raggio  CN  della 
sfera  ha  il  solo  punto  N  comune  colla  superficie  sferica,  e  dicesi  piano 
tangente  delia  sfera,  dandosi  ad  N  t7  nome  di  punto  di  coutailo;  ed  al' 
l*  inverso  se  il  piano  INq  è  tangente  alla  sfera,  il  raggio  CN  condotto  al 

(1)  io.  II.*  (2)  49,  IL**  (3)  Cor.  4. 


176 
punto  di  eonuato  H  d$v'9i$9r9  p§rp9ndkoUr9  a  quuio  |Mano  ratifenle. 

Questo  teorema  è  toalogo  all'  altro  subilito  per  le  lìnee  rette  tangeoti 
de*  circoli  (1),  e  si  dimostra  collo  atesso  metodo.  Ed  invero  il  raggio  CH 
perpendicolare  al  piano  IPfq  é  la  più.  corta  retta ,  che  si  possa  condurre 
dal  centro  C  della  sfera  sopra  il  piano  (2);  dunqae  tutti  I  ponti  del  piano 
ad  eccezione  di  N  hanno  dal  centro  nna  distanza  maggiore  del  raggio» 
eh' è  quanto  a  dire  sono  posti  al  di  là  della  superGcie  sferica.  Ed  all'in- 
verso se  per  ipotesi  sono  tutti  i  ponti  del  piano,  eccettualo  iV,  al  di  là 
della  soperficie  sferica,  il  raggio  CPf  esprime  la  retta  pia  corta ,  che  si 
poò  condorre  dal  centro  sopra  il  piano,  ed  è  come  tale  perpendicolare  al 
piano  (3). 

Seolio.  La  ragione  della  nomenelatora  adottata  pe'  piani  e  per  le  afere, 
che  hanno  comune  an  solo  ponto,  è  quella  stessa  già  stabilita  nel  caso 
simile  delle  rette  e  de*  circoli  {kj,  cioè  a  dire  fra  il  piano  tangente  e  la 
soperficie  sferica  non  si  può  pel  punto  di  contatto  JV  menare  altro  piano 
intermedio  ;  altrimenti  il  piano  inlermedlo  sarebbe  poro  perpendicolare 
al  raggio  l^Cy  e  nascerebbe  l'assordo  di  due  plani  perpendicolari  ad  NC 
nello  stesso  ponto  N  (5). 

\l/^  Vangolo  diedro  fatto  da*  piani  di  due  archi  qualunque  di  cirooli 
maiiimi  come  per  etempio  PN,  RN,  cui  tt  dà  il  nome  di  angolo  sferico, 
ha  per  mitura  Vangolo  rettilineo  Mq  delle  tangenti  NI,  ffq  di  queeti  or- 
ehi  condotte  al  loro  punto  d'incontro  N;  ed  ha  pure  per  misura  Varco 
di  circolo  maeiimo  LQ  descritto  dal  punto  d'incontro  N  come  polo  e  com» 
preto  fra  gli  eteesi  archi,  che  devongi  prolungare^  ee  occorra. 

Imperciocché  le  tangenti  NI  dell'arco  NP  ed  Nq  dell'arco  NR  esistono 
ne*  rìspettiri  piani  NOP ,  NOR  degli  archi ,  e  sono  perpendicolari  allo 
stesso  ponto  N  de) la  loro  cornane  sezione  SN  (6)  ;  quindi  V  angolo  retti- 
lineo llfq  misura  Taogolo  diedro  PNOR  (7),  che  s'indica  per  PNR,  avendo 
riguardo  agli  archi  PiV,  BN  sopra  la  superficie  sferica,  o  pare  per  PSB, 
considerando  i  prolungamenti  degli  stessi  archi  sino  all'altee  ponte  d'io* 
contro  5.  looltre  si  prenda  iVcome  polo,  eceirioterrallo  di  on  quadrante 
si  descriva  il  circolo  massimo  ALB,  coi  occorrono  i  dae  archi  iVP,  NR 
prolnogati  in  X ,  Q ,  fermandoTisi  da'  loro  piani  le  eomoni  sezioni  CL, 
CQ,  che  resultano  perpendicolari  all'asse  NS  nel  centro  C  della  sfera  (8). 
In  simile  gnisa  l'angolo  rettilineo  LCQ  è  la  misora  dell'angolo  diedro 
LNCQ;  e  siccome  l'angolo  rettilineo  LCQ  è  misorato  dall'arco  LQ  (9), 
cosi  si  stabilisce  avere  esso  angolo  diedro  come  misura  l'arco  LQ  del  cir« 
colo  massimo  descritto  col  polo  in  JV  e  compreso^  fra  gli  archi  NP,  NB 
prolongati. 


(I)  S.P  e  //.•  (2)  49.  r.*»  (3)  49,  V,*  Scoi.  (4)  S.  IV.'*  Scoi.  (K)  49.  /f.' 
(6)  X.  nt.^  (7)  io.  II.''  Scoi  (8)  IV.^  (9)  ;l.  //.•  5fol. 
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S  ^h.    DELLA   DBTBBMINAZIONB  DELLA   SFBBA 

Limmi 

I.^  /  pumi  equidiitanli  dagli  eitremi  A»  B  d$Ua  rttia  AB  ft  àpparun- 
gono  escluiivafMnte  alpianoCUperpendieolare  al  p^txo  G  dt  AB  (fig.185}. 

Imperciocché  gaidapdo  per  C  e  per  qaalonqoe  ponto  /  del  pieno  CH 
la  retta  CI,  questa  resulta  pecpjendicolare  ad  AB  (1)  nel  soo  meno  C,  e 
dà  lA^lB  (2).  Se  poi  si  considera  il  ponto  M  Aiori  del  piano  CH^  si 
tirino  li  rette  JKi,  che  incontra  il  piano  CHin/,  ed  JlfB,  t  si  congionga 
IB,  Partendo  dall'  equazione  stabilita  lA  —  IB^  si  dedoce  lA  +  IM  ossia 
MA^lB-^m;  e  per  ragione  di  lB'hiM>MB  si  ottiene  jri4>Jirir,  cioè 
il  ponto  Jf  non  è  eqoidistante  da  ^  e  B.  fi  che  ec. 

11.*^  Fra  tutti  i  punti  dello  tpazio  eompreio  dmiro  aW  angolo  diedro 
PABII  quelli  $oU  del  piano  NA,  che  divide  in  mexzo  questo  angolo  iono 
equidistanti  dalUiue  due  faeee  FA,  MA  (flg.  186). 

Da  un  ponto  qqalonqoe  /  del  piano  NAB  si  goidino  le  perpendicolari 
IF,  IB  sopra  i  piani  Pi,  Jlfi,  io  dico  dover  essere  egoali  qaeste  per- 
pendicolari. Imperciocché  facendo  passare  on  piano  per  le  rette  /F,  lE  (3), 
si  formano  le  coinani  sezioni  FC  nel  piano  PA,  IC  nel  piano  NAB^  EC 
neiraltro  MA;  qoesto  piano  ÌFCE  resolta  perpendicolare  a  eialcono  dei 
piani  PAj  MA(h)\  il  che  dà  la  loro  cornane  sezione  AB  perpendicolare 
al  piano  IFCE  (tf)  e  qoindi  alle  rette  FC ,  IG ,  EC  nel  medesimo  esi- 
stenti (6).  In  sì  fatto  modo  gli  angoli  rettilinei  di  qoeste  tre  rette  miso- 
rano  gli  angoli  diedri  dei  rispettJTi  piani  (7),  e  T  ipotesi  degli  angoli  die' 
dri  eguali  PABNy  NABM  l'egnaglianza  ci  somministra  degli  angoli  ret- 
tilinei FCI9  ICE*  Per  lo  ohe  eguali  resoltano  i  dna  triangoli  rettangoli 
IFCf  lEC  coll'ipotenosa  comune  IC  e  cogli  angoli  eguali  ICF,  ICE  (8), 
da  coi  si  dedoce  IF^IE. 

Si  consideri  adesso  on  ponto  qntlonqoe  JEf  compreso  dentro  alVangolo 
diedro  PABM  ma  foori  del  piano  Hi  AB ,  dallo  stesso  si  goidino  le  per- 
pendicolari BK  sopra  11  piano  PA,  ed  HE  sopra  MA^  che  incontra  il  piano 
NAB  nel  ponto  I,  da  cnl  si  condoca  IF  perpendicolare  al  piano  PA  ,  • 
si  conginoga  flF.  Posta  reqoazione  IF-^IE ,  eoli*  aggionta  di  IB  si  ha 
IF'^IH-'BE;  ma  IF'\-IB>BF,  e  robltqna  BF>BE  perpendicolare  (9); 
dnnqoe  a  fortiori  si  ottiene  IF-^-IB  ossia  BE>BK.  Il  che  ee. 

Scolio.  Ond'  enonciare  nel  lemma  la  proprietà  esclusiva  si  appone  la 
condizione  de*  ponti  compresi  dentro  all'angolo  diedro  PABM,  perchè  pro- 
longando  ona  dalle  due  facce  per  esempio  MA  in  Jt,  si  forma  1'  angolo 
diedro  sopplementarìo  PABB,  ed  il  piano  AQ ,  che  lo  divide  in  mezzo, 

(1)  19.  IL''  Seol.  (2)  3-.  //.•  (3)  49.  /.•  Cor.  4.  (4)  MO.  K/."  (K)  W.  IX."  ' 
(8)  49.  IL^  Seol.  (7)  tO.  //.•  Scoi.  (8)  44.  /F**  Scoi.  (9)  49.  F." 
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godo  d«IU  proprietà  di  afere  1  saoi  ponti  eqoid istanti  dalie  due  facce 
PAf  RÀ,  che  corrispondono  agli  stessi  dae  piani  del  primo  angolo  diedro 
PABM;  8ebl>ene  la  perpendicolare  LG  condotta  dal  panto  £  di  AQ  so- 
pra MA  prolao^ato  cada  verso  la  stessa  parte,  di  /£,  eh'  è  l' Inlerna  di 
MA  rispetto  all'angolo  diedro  PABM,  mentre  Taltra  perpendicolare  LD 
cade  sopra  PA  dalla  parte  opposta  di  /F,  eh' è  T esterna  del  piano  PA. 

in.**  Se  la  retta  AB  è  perpendicolare  al  piano  MN,  qualunque  piano  PQ 
parallelo  ad  AB  dev*eesere  perpendicolare  al  piano  MN  (fig.  187.]« 

Si  tiri  per  AB  no  piano  qaalQoqoe ,  che  seea  il  piano  MN  secondo  la 
retta  ACt  e  PQ  secondo  CD^  la  qnale  CD  dev'essere  parallela  ad  AB; 
perchè  in  foi'za  dell'ipotesi  non  pnò  CD  incontrare^!?,  e  queste  doe  rette 
sono  situate  nftlo  stesso  piano  (1).  In  simile  guisa  CD  resolta  pure  per- 
pendicolare al  piano  MN  {%),  e  lo  sarà  pare  il  piano  PQ,  che  passa  per 
DC  0);  a  che  ce. 

TeorewU 

1/  Quattro  punti  non  situati  nel  medeeifM  piano  determinano  la  pò- 
sixione  della  e  fera,  o  sia  il  tetrctedro  è  sempre  iscrittibile  alla  sfera. 

Siano  i  quattro  pnoti.  S,  A^  B,  C  (flg.  ISS.)»  che  costituiscono  i  ver- 
tici del  tetraedro  SABC:  si  deve  dimostrare  ch'esiste  sempre  un  punto  equi- 
distante dagli  slessi.  Ed  in  vero  i  punti  equidistanti  da*  due  A  eBsi  trovano 
soltanto  nel  piano  JITH* perpendicolare  al  meizo  Jlf  della  retta  AB  {A),  e  quelli 
equidistanti  dai  due  17  e  C  nel  piano  PH*  condotto  perpendicolarmente  al 
meno  P  di  BC^  i  quali  due  piani  MH,  PU  si  devono  incontrare  nella 
retta  NH,  non  essendo  possibile  il  loro  parallelismo  per  causa  delle  due 
rispettive  perpendiaolari  BA^  BC  poste  ad  angolo  (5)  giusta  l' ipotesi,  e 
quindi  i  poiiti  della  comune  sezione  NB  sono  equidistanti  dai  tre  punti 
A,  B,  C.  Questa  retta  NH  poi  resulta  perpendicolare  al  piano  ABC  della 
base;  perchè  il  plano  ABC,  passando  per  AB  e  BC,  è  perpendicolare  a 
ciascuno  de'  piani  MH,  PH  (6) ,  il  che  dà  la  loro  comune  sezione  NH 
perpendicolare  al  terzo  piano  ABC  (7).  Finalmente  si  consideri  perpendi- 
colare al  mezzo  Q  dello  spigolo  SA  il  piano  EK,  che  ha  esclosivameote 
tutti  I  suoi  punti  equidistanti  da  S  ed  A;  or  io  dico  esser  giocoforza  che 
il  piano  EK  incontri  la  retta  NH,  e  cosi  dovrà  esultarne  un  punto  equi* 
distante  da  tutti  e  quattro  i  punti  dati.  A  quest'oggetto  si  riOetta  che  l' in- 
contro pnò  venir  meno,  quando  solo  la  retta  NH  è  parallela  ài  piano 
EK,  nel  quale  caso  per  ragione  di  NH  perpendicolare  al  piano  ABC  ò 
da  ammettersi  il  piano  EH  pure  perpendicolare  ad  ABC  (8) ,  il  che  as- 
solutamente è  impossibile.  Conciossiachè  volendo  concedere  il  piano  EK 

(I)  e.  Def.  (2)  49.  VII,''  (3)  tO.  Yh''  (4)  Lem.  IJ"  C5)  49.  X/l.*  (6)  tO. 
ri,''  (7)  %0.  11.^  (8)  lem.  IIL^ 
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perpeDdfcolare  ad  ABC^  la  perpendicolare  fidata  do  A  nel  piaao  ABC 
alla  comune  sezioDC  de*  dae  piani  resolta  perpendicolare  (1)  al  piano  EK; 
ciò  eh*  è  evidentemente  assordo  (2),  avendo  riguardo  alla  perpendicolare  AS 
rispetto  allo  stesso  piano  EK  giusta  la  costruzione,  che  per  la  natura  del 
tetraedro  pon  paò  coincidere  eoll'altra  perpendicolare  posta  nel  piano  ABC 
della  base.  Ora  il  piano  EK  e  la  retta  NH  non  possono  Incootrarsi  che 
in  un  solo  ponto  designalo  per  esempio  da  /;  onde  11  solo  punto  f  gode 
della  proprietà  di  essere  equidistante  da'  quattro  vertici  J,  B^  C^  S  del 
tetraedro,  tioè  a  dire  le  quattro  rette  lA,  IB^  IC,  IS  sono  eguali.  In  si- 
mile guisa  la  sfera  descritta  col  centro  /  e  raggio  lA  passerà  certamente 
per  gli  altri  tre  vertici  B,  C,  S,  cioè  sarà  circoscritta  al  tetraedro  SABC; 
nò  altra  sfera  vi  potrà  passare ,  non  esistendo  altro  ponto  equidistante 
dagli  stessi  quattro  vertici.  Il  che  ec. 

CoToUafio,  Dal  teorema  dimostrato  al  deduce  che  dNe  i/Ssn  di^tn^  non 
possano  avere  qttaUro  punti  comuni  non  sUuaii  nel  medesimo  piano ,  al- 
trimenti si  confonderebbero  in  ona  sola.  Quindi  oellMncontro  di  due  sfere 
tutti  i  punti  della  loro  coAune  seslone  devono  essere  posti  in  no  piano; 
perchè  con  tre  di  questi  punti  si  determina  sempre  un  piano  (3),  fsd  è  gio- 
coforza che  vi  si  trovino  gli  altri,  affinchè  le  due  sfere  non  si  confondano. 
La  comune  seziono  adunque  di  due  sfere  è  una  corva  sitoata  tutta  io  90 
piano,  che  dicesi  curva  piana;  0  questa  curva  dev'essere  un  circolo,  per- 
chè il  pi#no  e  la  sfera  non  possono  avere  cornane  che  il  circolo  (4),  che 
è  qoanto  a  dire  la  comune  setione  di  due  sfere  è  sempre  un  circolo. 

11.^  IfelP  incóntro  di  due  sfere  la  retta  AB,  che  unisce  i  centri,  passa 
pel  eentro  O  del  circolo  CmDn  della  loro  comune  sezione ,  ed  è  perpen- 
dicolare  al  suo  piano  (fig.  189). 

Tirando  per  O  una  retta  qoalooquo  CD  nel  plano  del  circolo  CmDn^ 
la  retta  AB  giusta  la  natura  della  sfera  ha  i  due  punti  A,  B  equidistanti 
dagli  estremi  C,  D  di  CD,  e  tome  tale  dev'essere  perpendicolare  a  CD 
nel  suo  mezzo  O  (S).  Avendo  loogo  questa  circostanza  per  qualunque  retta, 
ne  conseguita  essere  AB  perpendicolare  al  piano  circolare  CmDn  (6),  ed  O 
il  centro  dello  stesso  ;  il  che  ec. 

II I.^  Se  la  distorna  de*  centri  di  due  sfere  è  uguale  alla  somma  o  dif- 
ferenza de'  raggi,  ha  luogo  il  contatto  esterno  0  intemo  delle  e  fere;  ed 
alV  inverso  supponendo  tangenti  le  due  sfere,  ta  retta  de*  centri  deve  pas, 
gare  pel  punto  di  contatto,  il  che  importa  di  euere  la  distanza  de'  eentri 
eguale  alla  somma  0  differenza  de*  raggi. 

Giacché  se  ci  piacesse  di  concedere  nn  altro  punto  eomone  allo  due  su- 
perficie sferiche  oltre  a  quello  posto  sopra  la  retta  do*  centri,  questo  ponto 
e  i  due  centri  determinerebbero  on  plano,  e  sussisterebbero  le  dimostra- 

(1)  tO.  F//.»  (2)  49.  /F.'  (3)  49.  I.*  (4)  %^.  UL"  (5)  S.  W»  Cor  4. 
(6)  49.  !!.•  Scoi. 
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lioni  indiretla  datt  pe^  circoli  (1);  ed  avendo  riguardo  al  teoreme  Inverao, 
ii  possono  aocora  replicare  le  dimostrazioni  dei  circoli  (2). 

iy.<»  /{  tetraedro  8ÀBÌS  è  cireoserUtibile  alla  $fera ,  o  ita  $i  può  nm- 
pr9  determinarB  una  iferaf  che  ita  tangente  alle  quattro  facce  del  te- 
traedro dalla  parte  intema  (fig.  190). 

La  dimostraiione  si  ridace  e  definire  dentro  al  tetraedro  un  ponto, 
da  cai  si  possano  condurre  quattro  eguali  perpendicolari  alle  quattro 
facce  dello  stesso  »  il  che  si  elFettoa  nel  seguente  modo:  di? idendo  in 
mezio  l'angolo  diedro  9AB€  col  piano  ABI,  dai  punti  di  questo  piano 
si  possono  soltanto  condurre  le 'perpendicolari  eguali  sopra  le  due  facee 
SAB ,  ABC  (3)  ;  similmente  i  soli  ponti  del  piano  BCIf  che  divide  in 
mezso  l' angolo  diedro  SBC  A  ,  danno  le  perpendicolari  eguali  sopra  le 
due- facee  SBC,  ABC-  E  siccome  i  due  piani  ABI,  BC/si^secano  secondo 
la  retta  Blf  che  parte  da  B,  cosi  dal  ponti  di  BI  si  possono  solamente 
guidare  tre  perpendicolari  eguali  sopra  le  tre  facce  SAB,  ABC,  SBC» 
In  fine  considerando  dlTiso  ia  mezso  l'angolo  diedro  SACB  dal  piano 
ACI,  si  possono  dai  soli  ponti  di  ACI  condarre  doe  perpendicolari  e- 
guali  sopra  le  facce  SAC,  ABC;  e  se  questo  piano  ACI  incontra  in  /  la 
comone  sezione  BI  dei  due  precedenti,  ne  resulta  il  ponto  /  eqoidistante 
dalie  qoattro  facce  SAB,  ABC,  SBCf  SAC  Ora  questo  incontro  dev' evi- 
dentemente aver  loogo ,  perchè  il  piano  ACI  restando  intermedio  fra  le 
doe  facce  ACB ,  ACS  del  tetraedro ,  prolongato  incontra  lo  spigolo  BS 
ed  a  fortiori  la  retta  BI,  che  parte  da  B  e  si  comprende  dentro  al  te- 
traedro ;  o  in  altri  termini  1  tre  piani»  che  dividono  in  mezzo  gli  en- 
goli  diedri  della  base  ABC^  definiscono  le  tre  soccessive  comoni  sezioni, 
che  partono  dai  tre  rerticl  A,  B,  C,  le  qnall  non  possono  essere  paral- 
lele, come  quelle  che  si  comprendono  dentro  al  tetraedro,  e  cesi  ne  pro- 
viene dai  tre  piani  on  altro  tetraedro  colla  stessa  base  ABC  e  col  ver- 
tice in  /  dentro  al  primo.  Dal  solo  punto  /  adunque  fra  i  ponti  com- 
presi dentro  al  tetraedro  si  possono  guidare  qoattro  perpendicolari  egoali 
sopra  le  quattro  facce  dello  stesso;  per  lo  che  la  sfera  descrìtta  col  cen- 
tro /  e  eoo  una  di  queste  perpendicolari  come  raggio  deve  passare  per 
l'estremità  delle  quattro  perpendicoUri.  Allora  ciascuna  faccia  del  te- 
traedro, easendo  perpendicolare  all'estremità  del  raggio,  resulta  tangente 
alla  sfera  (4) ,  eh'  è  quanto  a  dire  la  sfera  si  trova  iacritla  al  Ulraedro 
SABC,  toccando  le  sue  facee  dalla  parte  interna;  né  altra  sfera  vi  si  può 
iscrivere  colie  stesse  condizioni,  non  esistendo  dentro  al  tetraedro  altro 
ponto  equidistante  dalle  quattro  facce  anzidette. 

Scolio  4.^  Prolungando  tre  facce  laterali  qualunque  del  tetraedro  per 
eampio  SAB,  SBC,  SAC  al  di  là  della  quarta  ABCf  si  formano  colla 
stessa  faccia  ABC  i  tre  angoli  diedri  DABC9  BBC  A,  DACB,  che  sono 

(1)  7.  l/r  e  ir.*  (2)  7.  F.*  (3)  Lem,  |/.*  (4)  «r.  F.' 
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i  rfsptUifi  sopplementi  di  quelli  del  tetraedro  SÀBC,  SBC  A,  8A€B  (I}; 
e  dividendoli  ìd  mezzo  coi  piani  ABO,  BCOf  ACO,  ai  ta  a  determinare 
«orna  sopra  il  loro  pnato  comune  O  equidistante  dalle  stesse  quattro 
facce  del  tetraedro,  ma  compreso  fra  le  tre  facce  prolungate  e  la  quarta 
ABCt  cioè  a  dire  le  quattro  perpendicolari  condotte  da  O  sopra  le  anzi- 
dette facce  sono  eguali.  Presa  adunque  come  raggio  una  delle  perpen- 
dicolari e  col  centro  O  si  può  descrÌTere  una  sfera ,  che  tocca  interna- 
mente le  tre  facce  prolungate  a  guisa  della  sfera  iscritta ,  e  la  quarta 
ABC  dalla  parte  esterno  (2).  In  questa  guisa  esistono  oltre  alla  sfera 
iscritta  al  tetraedro  altre  quattro  sfere,  che  sodo  pure  tangenti  alle  sue 
quattro  facce,  sebbene  lo  siano  internamente  a  tre  ed  esternamente  alla 
quarta  non  prolungata;  e  si  è  una  si  fatta  circostanza,  che  rende  esclu- 
sifamente  iscritiibile  al  tetraedro  la  sfera  di  centro  /,  che  tocca  interna- 
mente tutte  e  quattro  le  sue  facce;  la  quale  condizione  è  stata  a  questo 
oggetto  apposta  neirenunciazione  del  teorema. 

Scolio  2.^  Qui  viene  il  destro  di  notare  l'analogia  del  triangolo  e  del 
tetraedro,  del  circolo  e  della  sfera.  1*  11  triangolo  è  la  piò  semplice  fi- 
gura fra  i  poligoni,  ed  il  tetraedro  fra  i  poliedri  ;  Il  circolo  e  la  sfera 
hanno  tutti  i  punti  dei  rispettivi  perimetri  equidistanti  dal  centro.  2^  Il 
triangolo  è  rispetto  al  circolo  ciò  ch'ò  il  tetraedro  alla  sfera:  perchè 
l'uno  e  l'alro  servono  a  determinare  la  posizione  dell'analoga  figura  ro- 
tonda, essendo  il  triangolo  isorittibile  al  circolo  ed  il  tetraedro  alla  sfera; 
e  l'uno  si  può  circoscrivere  al  circolo  e  l'altro  alla  sfera.  Questo  stesso 
si  può  esprimere  dicendo,  che  ir$  punti  ffn  posti  in  linea  retta  hanno 
delle  proprietà  analoghe  a  quattro  punti  non  posti  in  un  pianì>:  perchè 
esiste  sempre  un  altro  punto  equidistante  dai  tre  nel  piano  o  dai  quattro 
dello  spazio,  e  congiongendo  la  mercè  delle  rette  i  tre  punti  e  la  mercé 
dei  piani  i  quattro,  si  le  tre  rette  che  i  quattro  piani  sono  equidistanti 
da  aa  ponto  dentro  alla  figura.  3''  L'analogia  si  conserva  nel  determi- 
nare i  centri  delle  due  figure  rotonde  circoscritte  o  Iscritte:  le  perpendi- 
colari ai  mezzi  dei  lati  del  triangolo  definiscono  col  loro  incontro  il  cens- 
irò del  circolo  circoscritto  (3) ,  e  le  rette  che  dividono  io  mezzo  gli  an> 
goli  il  centro  dell'iscritto  (4);  mentre  nel  tetraedro  i  piani  perpendicolari 
ai  mezzi  degli  spigoli  determinano  il  centro  della  sfera  circoscritta,  ed 
I  piani,  che  dividono  in  mezzo  gli  angoli  diedri ,  quello  dell*  iscritta. 
4*  Finalmente  a  somiglianza  delle  quattro  sfere ,  che  oltre  all'  iscritta 
sono  tangenti  alle  quattro  facce  del  tetraedro ,  esistono  tre  circoli ,  che 
oltre  all'iscritto  resultano  tangenti  agli  stessi  tre  lati  del  triangolo,  cioè 
internamente  a  due  lati  prolungati  ed  al  terzo  dalla  parte  esterna;  Il  che 
si  fa  chiaro,  prolungando  duo  lati  qualunque  per  esempio  BA ,  BC  del 
triangolo  ABC^  e  dividendo  io  mezzo  gli  angoli  NAC,  MCA  colle  rette 

(1)  ao.  ///.•  (2)  Lem.  IL''  Scoi  {3)  7.  1.^  (4)  44.  JX.» 


APf  CP,  U  quèìì  ft'ÌDCiNilrtao  ad  ponto  P,  da  coi  ti  abbafsaoo  tre  per- 
peodicoUri  egoali  sopra  f  lati  AN,  AC^  CM  (i;,  io  modo  cbe  il  cìrcolo 
deaerino  ccl  ceotro  P  e  col  raggio  eguale  ad  oaa  delle  perpendicolari 
tocca  iDtereaiBeoie  I  lati  BA,  BC  proloogati  ed  esternaoieote  il  lato  AC. 

S  25.    1>ELLA   MlSUmi    OELLB  SUPERFfClB  DEI  SOLIDI 

Il  metodo  atabilitto  nel  paragrafo  18  per  la  misora  delle  arca  dei  po- 
ligoni ci  abilita  a  definirà  la  aoperficie  dei  poliedri,  di  coi  le  Tacce  piano 
aotto  poligone,  non  dovendosi  altro  praticare  cbe  la  somma  delle  misore 
delle  singole  facce.  QoÌ  aolaoienta  ci  facciano  ad  esporre  alcuni  teoremi 
circa  la  misore  dei  particolari  poliedri,  le  qnali  sono  capaci  di  on'espres- 
slone  compendiosa,  ciò  cbe  ba  loogo  pei  prismi  e  per  le  piramidi  rette; 
soggiongiano  II  rapporto  della  aoperficie  dei  poliedri  simili  ;  ed  in  ae- 
goito  Teniamo  stabilendo  la  misara  delle  aoperficie  dei  solidi  rotondi. 

De/lniitona 

La  soperficie  dei  prismi  a  dei  cilindri ,  eMlodendo  le  doe  basi  paral- 
lele, si  dice  superficie  laterale  o  convessa;  e  la  stessa  denominazione  ba 
loogo  per  le  piramidi  a  pei  coni,  escludendo  Tonica  base.  Qoando  parò 
fi  ai  Togliono  comprendere  le  due  basi  o  Tonica  base,  si  dica  luper/ieta 
totale. 

Teoremi 

1.*  La  superficie  laterale  del  prisma  retto  ABCBEabcde  ft  esprime  dai 
prodotto  del  perimetro  della  base  ÀBCDE  per  lo  spigolo  Àa  ossia  per 
Valtexza  del  prisma  (fig.  f09). 

Iropercioccbè  essendo  rettangole  le  facce  laterali  Ab ,  Be,  Cd,  ec.  del 
prisma  retto  (2) ,  le  loro  soperficie  si  ottengono  la  mercè  del  prodotto 
della  base  per  fa  rispettiva  altezza  (3),  il  cbe  dà  Ab  —  ABxAa,  Bc^ 
BC  X  Bbt  Cd  —  CD  X  Ce,  ec;  e  prendendone  la  aomma ,  ne  proviene 
la  soperficie  laterale  del  prisma  retto  espressa  da  AB  X  Aa  +  BC  x  Bb 
-4-  CDxCe  +  ec.  -  {AB  +  0C  +  CD  +  ee.)xAa,  essendo  tutti  gli  spi- 
goli ila,  Bbf  Ce,  ec.  eguali  fra  loro.  Il  che  ec. 

11.*  Se  per  un  punto  qualunque  M  j^reso  nello  spigolo  Aa  del  prisma 
obliquo  si  conduce  un  piaho  perpendicolare  atto  spigolo ,  si  determista 
per  mexxo  delle  comuni  sezioni  colle  facce  laterali  il  poligono  MNPQE* 
ed  io  dico  essere  la  superficie  convessa  del  prisma  obliquo  eguale  al  prò* 
dotto  del  perimetro  di  questo  poligono  per  lo  spigolo  At  (fig.  172). 

Imperciocehè  essendo  lo  spigolo  Aa  perpendicolare  al  piano  sectnta 

(1)  //.  Lem.  av.  IX,^  (2)  H.  Def.  6.  (3)  4S.  /F.«  Scoi. 


183 
MNPQR  »  é  giocoforza ,  che  Io  afano  aoeort  tolti  gfi  altri  apigoli  Bfr, 
Ccy  ec.  come  paralleli  ad  Aa  (1),  i  qoall  apigoli  resDltano  perpendicolari 
ai  riapettivi  lati  JlfiV,  NP^  PQ,  ec.  compreai  neiraniidetto  piaoo  (2).  In 
questa  guisa  preodendo  come  basi  dei  pallelelogrammi  laterali  Ab ,  BCf 
Cd,  ec.  gli  apigoli  Àa,  Me,  Ce,  ec  ,  i  Iati  JlfiV,  NP,  PQ^  ec  del  poli- 
gono denotano  le  riapeltive  altezze,  e  le  aree  dei  parallelogrammi  si  e- 
aprimono  dai  prodotti  Aa  X  MN,  Bb  X  NP,  Ce  X  PQ,  ec  (3).  La  soper- 
fiele  adanqae  del  prisma  obbliqoo  corrisponde  alla  somma  AaxMN  + 
BbxNP  +  CeXPQ'\-  ce. -  [MN  +  iVP  +  P(?  +  ec.)  X  Aa  per  ragione 
dpgli  spigoli  eguali  Aa,  Bb,  Ce,  ec. 

SeoHo*  Questo  teorema  11^  comprende  il  1*;  perchè  nel  caso  del  prisma 
retto  la  base  è  perpendicolare  allo  spigolo,  e  qualunque  altro  piano  con- 
dotto perpendicolarmente  allo  spigolo  resulta  parellelo  alla  base  (4),  e  vi 
determina  colle  comuni  aezioni  un  poligono  eguale  a  quello  della  base  (5). 
Onde  ai  pnò  in  generale  atabilire,  che  la  tuperficie  convessa  di  qualunque 
prisma  è  misurato  dal  perimetro  del  poligono  proveniente  dalla  sezione 
di  un  piano  perpendicolare  allo  spigolo  moltiplicato  per  lo  spigolo, 
.  111.^  La  superficie  laterale  della  piramide  retta  SABCD  ec*  (6)  si  e- 
sprime  dalla  metà  del  prodotto  del  perimetro  del  poligono  regolare 
ABCD  ec.  della  base  per  la  perpendicolare  SP  condotta  dal  vertice  S 
sopra  un  lato  qualunque  AB  della  base ,  la  quale  perpendicolare  dicesi 
apotema  (fig.  191). 

Conciossiacbè  dovendo  11  piede  0  della  perpendicolare  SO  dal  Tertice 
aopra  la  base  corrispondere  al  centro  del  cìrcolo  circoscritto  al  poligono 
regolare  ABCD  ec,  ne  conseguita  T eguaglianza  degli  spigoli  SA,  SB, 
se,  te,  equidistanti  dalla  perpendicolare  50  (7),  e  così  i  triangoli  SAB, 
SBCy  SCD,  ec  resultano  tutti  isosceli  ed  eguali  (8).  Per  lo  che  Tapotema 
SP  cade  nel  mezzo  P  della  base  AB  (9),  e  rappresenta  l'altezza  del  trian- 
golo isoscele  SAB;  e  lo  stesso  si  verifica  per  gli  altri  apotemi,  che  pos- 
sono considerarci  in  ciascuna  delle  altre  facce  ;  questi  apotemi  poi  sono 
tutti  eguali  come  equidistanti  dalla  perpendicolare  SO,  appartenendo  i 
punti  di  mezzo  dei  lati  AB ,  BC ,  CD ,  ec.  al  circolo  Iscritto  di  cen- 
tro O  (10).  In  simile  guisa  i  triangoli  SAB,  SBC,  SCD,  ec  hanno  ostessa 
altezza  SP,  e  le  misure  delle  loro  superficie  si  esprimono  dai  rispettivi 
prodotti  V*  ABXSP^  »/•  BC  X  SP,  «/•  CDxSP,  ec  (li);  di  cui  la 
somma  */%  {AB  ^  BC  +  CD  +  ee.)X  SP  denota  la  misura  della  superficie 
convessa  della  piramide  retta  SABCD  ec  II  che  ec. 

IV.**  Sa  si  taglia  la  piramide  retta  SABCD  ec.  con  un  piano  parallelo 
aUa  base ,  che  'vi  fa  la  comune  sezione  abcd  ec-,  la  superficie  convessa 

ri)  4i^.  VII.''  (2)  49.  11.^  Scoi.  (3)  48.  F.»  (4)  49  X.<»  (5)  ii.  I.^ 
Cor.  (6)  Si.  D$f.  4.  (7)  49.  F.®  (8)  44.  F.*  (9)  9.  /F.«  (10)  4S.  !/.• 
Hi)  4$.  F/.» 
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del  tronco  piramidaU  compreso  pra  U  due  has^i  paralUU  ABCD  ec, 

abcd  §c.  ha  per  mieura  la  temisomma  dei-perimttfi  diUe  (an,  ovvéro,  eia 

eh*è  lo  iieiso ,  ti  perimetro  della  eexione  a*b'c*gi'  ee.  «fuidietante  daUe 

due  basi  molliplieato  pel  reeto  Pp  deWapotema. 

Iinperciocofaè  essendo  AB  ed  ab ,  BC  e  bc ,  ee.  parallele  (1) ,  le  fKce 

laterali  Ab,  JBe,  ee.  del  tronco  corrispondono  a  trapeli,  che  hanno  tottl 

la  stessa  alteiza  denotata  dal   resto   Pp  dell*  apotema ,  dorando  essere  1 

resti  degli  apotemi  sopra  le  singole  facce   proporzionali  agl'interi  apo* 

temi  (2)  e  quindi  eguali  fra  loro  a  somiglianza  degl'  interi.  Cosi  ai  sta- 

AB  +  Ab           *          BC  +  be 
bilisce  Ab  —  — XPp^Bc^ s —  X  Ppf  ec.  (3);  e  la  loro  somala 

cioè  la  soperficie  convessa  del  tronco  resulta  >/•  {AB  +  BC  +  ea.  +  ah 
4-  &c  +  ec.)  X  Pp.  Quando  poi  si  riflette,  che  la  seziona  a*b*e'S  ec.  eqal- 
distante  dalle  basi  divide  in  mezzo  gli  spigoli  Aa,  Bb,  Ce,  ec  per  ra- 
gione di  Oo"  —  0*0  (4),  s'intende  che  ciascune  dei  suoi  lati  a'b\  6V,  ec. 
denota  la  retta  condotta  pei  mezzi  dei  lati  non  paralleli  Aa  e  Bb,  Bb  e 
Ce,  ec.  nei  rispettivi  trapezi  ;  onde  le  loro  misure  si  esprimono  ancora 
dai  prodotti  a'&'x  Pp,  b*c*X  Pp,  ec.  (5)  e  la  somma  dà  (a'ò'+(V+ oe.) 
X  Pp'  il  che  ec. 

y.^  Le  iuperpcie  dei  poliedri  eimili  $ono  proporzionali  ai  quadre^ 
delle  dimeneioni  ofnologke. 

CoDciossiachè  le  facce  rispettivamente  simili  dei  due  poliedri  simili 
•tanno  come  i  qoadrati  dei  lati  omologhi  (6);  ed  essendo  i  lati  omologhi 
proporzionali  fra  loro  (7)  ne  conseguita  una  serie  di  rapporti  egnali  for- 
mati dalle  facce  simili  (6g.  177)  come  per  esempio  ABK  :  abk  ::  BCHK 
:  bchk::  CDH  :  cdh  ec  Per  lo  che  si  deduce  ABK  +  BCHK  +  CDB 
+  ec  :  abk  +  behk  +  cdA  -f  ec  ::  AbK  :  abk  (Algebra  n.^  177) ,  cioè  a 
dire  la  soperficie  del  primo  poliedro  sta  alla  superficie  del  secondo  come  una 
faccia  qualunque  del  prinlio  ali*  omologa  del  secondo  o  sia  come  il  qua- 
drato  di  un  lato  a  quello  del  suo  omologo  ;  ma  i  lati  omologhi  sono 
proporzionali  alle  dimenai  oni  omologhe  del  poliedri;  dunque  ec. 

TI.*'  Il  cilindro  retto  si  pub  riguardare  come  un  prisma  retto,  di  cui 
le  basi  parallele  sono  due  circoli  eguali  cioè  a  dire  due  poligoni  rego' 
lari  di  un  numero  infinito  di  lati;  e  la  superficie  convessa  del  cilindro 
retto  eguaglia  il  prodotto  della  cireonferenxa  del  eircolo  di  base  per  tal- 
tezza. 

La  riduzione  del  cilindro  a  prisma  è  una  conseguenza  immediata  del 
principii  ammessi  relativamente  ai  circoli  riguardati  come  limiti  dei  po- 
ligoni regolari  iscritti  o  circoscritti  (8).  Ed  invero  considerando  il  circolo 
di  centro  O  (fig.  131}  come  la  base  inferiore  di  un  cilindro^  vi  s'iscriva 

(1)  49.  X/.*»  (2)  49.  XF/."  Cor.  (8)  48.  F//-*  (4)  49.  XVL^  (5)  48.  Vii.'' 
(6)  48.  Xr.'  (7)  Sii   H.»  Cor.  (8)  47.  Lem.  av.  F/.**  48.  Lem.  ov.  X,» 
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Il  poligono  MgokM  C19P  «e.  e  efreoscriYt  l'altro  GBDM  oc.;  si  lirloo 
pei  laM  CA^  AB,  BP^  ec  GB,  HD^  DM,  ee.  i  pitai  perp«n4ieoUri  alla 
baae,  che  deteraniiiafto  la  mercè  delle  comotti  aeiiooi  col  plano  della  baae 
aoperiore  del  eiliodro  due  prismi  retti  della  stessa  altctia  del  cllittdro 
Sopra  1  dne  poligoni.  Il  primo  ha  comnoi  colla  soperfleie  Oiliodrica  i 
snoi  spigoli  cioè  le  perpendicolari  eie? ate  dal  vertici  Gì  A,  B,  ee.,  e  di* 
cesi  iscritto  al  cilindro  ;  il  secondo  ha  comuni  le  perpendicolari  eletata 
dagli  stessi  ponti  considerati  come  metti  dei  lati  GH^  BD  ^  BM^  ee«, 
che  dffioisceno  nel  piano  soperiore  1  ponti  di  contatto  dei  rispettiTi  Isti 
del  poligono  col  circolo  »  e  dicesi  eirtonfUto  al  cilindro.  Ora  fra  le  sO' 
perfìcie  di  qoesti  tre  solidi  ht  luogo  la  stessa  snbordinatione  dei  peri- 
metri delle  basi,  eloò  la  sdperBcie  convessa  del  prisma  tircoscritto  è  még- 
0ioro>  ài  quella  del  cilindro,  e  Taltra  deiriscritto  minore:  perchè  secando 
le  tre  soperfleie  con  un  piano  condotto  a  eagion  di  esempio  per  doo 
ponti  qualonqóe  degli  spigoli  di  C  ed  J,  nascono  come  comuni  seiioni 
ons  linea  retta  nella  faccia  aopra  CA  del  prisma  iscritto,  una  linea  curva 
nella  superficie  cilindrica,  ed  una  linea  spettata  nelle  due  facce  contigue 
del  prisma  circoscritto;  le  quali  tre  setioni  si  comprendono  fra  gli  stessi 
pnoti  estremi ,  e  quindi  la  linea  spettata  inviluppante  è  maggiore  dello 
curva  (1),  e  la  curva  della  retta.  In  questa  guisa  dalla  grandetta  dello 
dimensioni,  che  han  Inogo  per  ogni  verso  neHe  parti  della  tra  auperflcie^ 
possiamo  argomentare  la  grandetta  delle  stesse  parti  di  soperfleie,  do- 
vendosi ripotare  più  grande  quella  ch'è  fornita  dì  maggiori  dimensioni; 
e  siccome  questo  ratlocinio  si  può  replicare  per  le  successive  parti  dello 
soperfleie,  che  si  riferiscono  alle  facce  sopra  AB i  ec. ,  sopra  BP%  ec, 
cosi  si  conchiode  essere  l'intera  superficie  convessa  del  eHiodro  maggioro 
di  quella  del  prisma  iscritto  e  minore  deirsKra  del  circoserHto^ 

Passando  poi  al  poligono  regolare  iscritto  ed  al  circoscritto  di  on  no- 
merò doppio  di  lati ,  che  sono  CfA^B  oc,  CqpmnB  ee.,  e  formandovi 
col  solito  HMtodo  i  due  prismi,  cresce  la  soperfleie  del  prisma  iscritto, 
0  decresco  qoella  del  circoscritto ,  avvlcloaodosl  ciaacona  alla  soperflaio 
cilindrica ,  che  resta  sempre  intermedia ,  il  che  si  fa  chiaro  per  mesio 
delie  analoghe  setioni  prodotta  dai  piani.  Ondo  se  si  prosegoe  collo  stesso 
metodo  a  considerare  la  aerie  dei  prismi,  iacritli  e  circoscritti^  s'Intendo 
bene  che  potrà  rendersi  minora  di  qoalonque  quantità  assegnabile  al  lo 
diiferenia  fra  le  aoperflcia  del  cilindro  e  del  prisma  isaritto,  che  Peltro 
fra  le  soperfleie  del  prisma  circoscritto  o  dello  stesso  cilindro ,  o  sia  la 
superficie  eillodrica  è  il  limita  delle  soperfleie  dell'ooa  e  dell'altra  serio 
di  prismi.  Né  diversa  va  la  cosa  pei  volumi ,  essendo  il  volome  dal  ci- 
lindro 00  limite  rispetto  ai  volami  dei  prismi  iscritti  e  circoscritti;  per 
lo  che  di  una  maniera  compendiosa  si  dico  essere  il  cilindro  un  prisma 
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gioftU  reooneiwiooe  del  leorema ,  •  preeiMmeÉle  nello  stetto  senso  io 
eoi  si  diee  pollgooo  il  circolo.  Chiarosido  adanque  S*  le  sapcrBcie  del 
prismi  iterino»  che  differisce  delle  soperticie  S  del  ciliodre  per  vm 
qQeotilà  lofiDiicsima,  Pe  C  ì  perimetri  delle  rispeuite  besi  cioè  d«l  po^ 
ligoDo  e  del  eireolo,  A  l'eliesia  comoBe,  si  subilisceS — iS*  — 0,  C'-^P 
—  0,  cioè  S  ^  S*»  C  -^  P;  9  siccome  si  be  5'—  PA  (1),  così  la  sosiita* 
lione  dei  valori  di  5'  e  P  dà  5—  CA,  ch'è  la  soperficie  cilindrica  egoale 
al  prodotto  della  circonfereosa  delia  base  per  Tal  tessa.  Lo  stesso  resal* 
Umento  si  sarebbe  ottenuto  colla  coosIderasioDe  della  soperficie  del  prl* 
sua  circoscritto,  ec»  Ed  oo  tale  metodo  è  analogo  a  quello  già  stabilita 
per  la  misura  del  circolo  (2). 

Coronario.  Essendo  R  il  reggio  del  circolo  di  basa  nel  cilindro,  la  sua 
circonferenza  corrisponde  a  2R^  (3),  che  moltiplicata  per  l'altesza  A  dà 
la  soperficie  convessa  del  cilindro  5— SUA**. 

SeoUo.  11  cilindro  obliquo  (4)  si  può  ancora  riguardare  come  limile 
dei  prismi  obliqui  iscritti  e  citcoscritti ,  di  cui  le  basi  sono  i  poligoni 
regolari  iscritti  e  circoscritti  ai  due  circoli  coi  lati  presi  nella  serie  dei 
doppi*  A  quest'oggetto  si  deve  partire  da  due  poligoni  regolari  iscritti 
nei  due  circoli  delle  basi  coi  lati  rispetti vemenie  psrs lieti ,  cai  devona 
corrispondere  i  due  poligoni  simili  circoscritti  coi  lati  pure  paralleli; 
perchè  l'aogolo  BAD  per  esempio  esistente  nel  pieno  delle  base  inferiora 
è  eguale  eli' angolo  analogo  nel  piano  parallelo  della  superiore,  esseoda 
il  triangolo  isoscele  DAB  definito  dai  due  semilati  AD,  BD  e  deireogola 
D  del  poligono  regolare  circoscritto;  e  quindi  il  parallelismo  di  AB  e  del 
corrispondente  léto  del  poligono  superiore  iscritto  porta  con  se  il  parai* 
ielismo  di  AD  o  sia  HD  e  del  corrispondente  lete  del  poligono  circo- 
scritto (5).  Si  possono  adunque  pei  lati  paralleli  sì  dei  poligoni  iscritti 
che  dei  circoscritti  condurre  i  pieni  (6) ,  che  determinano  due  prismi; 
l'uno  iscritto  al  cilindro  ha  comuni  colla  superficie  dello  etesso  gli  spi- 
goli, e  l'altro  circoscritto  ha  comuni  le  rette ,  che  coogiungono  1  punii 
di  contatto  ec.  ce.  Io  sì  fatta  guisa  si  potrebbe  alla  superficie  convesea 
del  cilindro  obliquo  estendere  la  misors  di  quella  del  |frisma  obliquo  (7), 
che  sarebt>e  ffig.  183)  il  p9f  inutro  della  texiono  falla  da  irn  piano  por- 
pendtcolcire  dlVaèio  fiE  moliipficalo  j^er  Vai$o  «Cesio;  ma  siccome  la  se- 
slone  enzidetta  non  è  un  circolo,  così  non  si  tiene  conto  di  qoeeta  mi* 
sora  nella  geometria  elementare,  che  considera  aoltanto  la  curva  circo- 
lare. Noi  faremo  uso  del  presente  scolio  trattando  del  volume  dei  cilin- 
dri che  si  comprendono  nella  stessa  enunciai  ione,  siano  essi  retti  o  pura 
obliqui. 

Vil*^  il  cono  r^iio  et  ptiè  riffuardaro  come  una  piratnido  rotta ,  cko 
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ha  pft  hat$  un  eireolo  cioè  un  poligono  regoUrt  di  un  titimora  infinito 
di  lati  ;  9  la  itiperfieie  convessa  dtl  cono  retto  è  eguale  alla  metà  del 
prodotto  della  dreonferenxa  del  circolo  di  Ifase  per  la  retta  condotta 
dal  vertice  ad  un  punto  qualunque  della  droonferenna  della  base ,  la 
quale  retta  ne  costituisce  l'apoleroa  (fig.  Idi). 

La  dimostrazione  di  qaesto  teorema  é  analoga  a  quella  del  preeedtote: 
81  considera  fi  circolo  di  centro  O  coi  doe  poligoni  regolari,  Todo  iscritto 
e  l'altro  circoscritto;  s'immagina  sopra  il  circolo  come  base  oo  cono  retto; 
e  tirati  1  piani  ^pel  vertice  del  cono  e  per  clascon  dei  lati  del  due  poli* 
goni,  si  Tengono  allo  stesso  Tortlce  sopra  I  due  poligoni  a  formare  doe 
piramidi  rette,  di  cai  la  prima  Iscritta  ha  comuni  colla  soperficte  conica 
gli  spigoli ,  e  la  seconda  circoscritta  le  rette  guidate  In  ogni  faccia  dai 
mezzi  dei  lati  della  base  al  ▼ertìce  ossieno  gli  apoteml,  essendo  la  super- 
ficie convessa  del  cono  minore  della  superficie  della  piramide  circoscritta 
e  maggiore  di  quella  dell'iscritta.  Si  passa  poi  alla  eonsiderazlone  del 
poligoni  di  un  numero  doppio  di  lati  e  delle  corrispondenti  serie  di  pi- 
ramidi iscritte  e  circoscritte,  ec.  ee.,  e  si  conchiude  essere  il  cono  retto 
sì  in  superficie  che  in  volume  il  limite  dell'una  e  dell'altra  serie  di  pi- 
ramidi.  Per  lo  che  indicando  per  S*  la  soperfieie  della  piramide  circo- 
scritta differente  da  quella  S  del  cono  per  una  quantità  infinitesima, 
per  P  e  C  i  rispettivi  perimetri  delle  basi,  e  per  A  l'apotema  comune 
di  si  fatta  piramide  circoscritta  e  del  cono,  secondo  il  noto  metodo  l'e- 
quazione S*  —  '/a  PA  (1)  si  converte  In  5  -«  */>  CA ,  eh'  è  la  soperfieie 
convessa  del  cono  eguale  alla  metà  del  prodotto  ec. 

Corollario.  Chiamando  R  il  raggio  del  circolo  di  base  del  cono  retfo 
t  L  V  apotema ,  se  ne  deduce  la  superficie  convessa  del  cono  retto  $ 
—  RL^. 

Seolio.  Il  cono  obliquo  si  può  ancora  riguardare  come  II  limite  delle 
piramidi  iscritte  e  circoscrìtte,  che  hanno  come  basi  i  poligoni  regolari 
iscrìtti  e  circoscritti  al  circolo  di  centro  O,  essendo  il  vertice  comune 
quello  stesso  del  cono  posto  fuori  della  perpendicolare  al  centro  O  del 
piano  circolare,  e  le  facce  laterali  corrispondono  ai  plani  condotti  pel 
vertice  e  per  ciascun  lato  dei  poligoni  ;  ce  ec.  Questa  osservazione  ci, 
sarà  utile  appropositp  del  volume  del  cono,  di  cui  si  dovrà  subilire  in 
generale  la  misura ,  sia  esso  retto  o  pure  obliquo. 

Vili.*  Se  si  taglia  il  cono  retto  SAB  con  un  piano  parallelo  alla  base 
AB,  che  vi  determina  la  comune  sezione  circolare  CL  (2) ,  la  superficie 
convessa  del  tronco  di  cono  compreso  fra  le  due  basi  circolari  parallele 
AB,  CL  é  eguale  alla  semisomma  delle  circonferenze  delle  due  basi,  o 
sia  alla  circonferenza  della  sezione  MN  equidistante  dalle  due  basi  mol- 
tiplicata pel  resto  delVapotema  LB  (fig.  192). 

(!)  ///.''  (2)  t5.  IL^ 
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Questo  teoremi  si  poò  Is  mercè  del  metodo  dei  limili  dedurre  dt 
qoello  del  trooeo  piramidale  (1):  imperciocché  siccome  riotero  cono  è  il 
limite  delle  due  serie  di  piramidi  iscritte  e  circoscritte ,  cosi  II  tronco 
di  cono  lo  è  dei  troochi  piramidali  delle  dae  serie  aniidette»  Immigi- 
naodo  un  piano  parallelo  al  piano  delle  basi;  e  qaindi  si  poò  considerare 
li  soperficie  convessa  di  un  tronco  di  pirsmide  differente  da  quella  del 
tronco  di  cono  per  una  quantità  ifiiìnitesiroa,  ec.-ec. 

Si  poò  ancora  dimostrare  direttamente ,  e  questa  dimostraiiooe  riesoe 
issii  elegspte,  come  quella  che  riduce  la  superGcIe  convessa  del  Irooco 
•Ila  superficie  piana  di  un  trapezio.  A  quest'oggetto  si  conduca  un  piano 
per  Tasse  SO  del  cono,  che  vi  determina  la  comune  setione  triangolare 
SAB  (2)«  nel  di  cui  piano  si  guidi  la  retta  BP  perpendicolare  %  BS;  t 
ni  sopponga  la  lunghezza  di  BP  eguale  alla  circonferenza  delle  base  AB^ 
come  se  BP  fosse  un  filo  pieghevole  inviluppato  esattamente  alla  circon- 
ferenza e  poi  si  distendesse  in  linea  retta.  Congiungendo  SP^  si  tirino 
dai  ponti  X,  If  le  rette  LR,  NQ  parallela  a  BP,  che  io  dico  eguali  alU 
rispettive  circonferenzo  delle  sezioni  CL ,  MN,  Conciosslacbè  1  triangoli 
simili  (8)  SBPf  SNQ,  SLB  dipno  la  serie  delle  proporzioni  (4). 

(A)  SB  :  SN'i  SL  ::  BP'.NQ:  LR; 
ed  1  triangoli  slmili  5JJB,  SMN,  SCI  danno  Taltra  serie 

SB  :  SN:  SL  ::  AB  ;  MPT  :  CL, 
ÌÈ  quale  per  ragione  delle  circonferenze  proporzionali  ai  rispettivi  4iimt« 
tri  (H)  si  converte  nelle  seguente 

(B)  SB  :  SN  :  SL  ::  ciré.  AB  :  circ.  MPf  :  ctr.  C£, 
indicando  ciré.  AB.  ec.  la  circonferenza  di  diametro  AB.  ec. 

Comparando  le  serie  (A),  (B),  si  deduce 

BP  :  NO  •'  LR  ::  etrc.  AB  :  eìrc  MN  :  eire»  CL; 
ma  si  è  sopposto  BP  f«-  eirp,  AB  ;  dunque  dev*  essere  NO  ^  drc.  ifN 
ed  LR  —  ^rp.  Cf», 

Pietrp  qpeste  considerazioni  l'area  del  triangolo  rettangolo  SBP  misu- 
rata da  \\  SBXBPW  eguaglia  la  superficie  convessa  del  cono  SAB, 
che  ha  p^r  misurs  ^/%  SD  x  ciré.  AB  (7);  e  1*  area  dell'  altro  triangolo 
rettangolo  SLR  è  eguale  alla  superficie  i:ooYessa  del  cono  SCL,  essendo 
7t  5£  X  XJI  —  '/•  SL  X  ctre.  Cf,;  onde  la  differenza  delle  aree  dei  duo 
triangoli  o  sia  l'area  del  trapezio  BfsRP  resulta  egoale  alla  differenza 
delle  superficie  dei  due  coni  cioè  alla  superficie  convessa  del  tronco 
4CLB.  Ora  il  trapezio  BLRP  ha  per  misura  ■/•  {BP  +  LR)  XJLB^  o 
puro  NQ  X  LB  (8),  essendo  giusta  1*  ipotesi  del  piano  MN  equidistante 
dalle  bisi  il  punto  N  mezzo  di  LB  (9)  ;  dunque  la  superficie  convessa 
del  trqncp  di  cono  deve  sfere  la   stessa   misura  ,  che  si  esprime  da 

(1)  ÌV.''  (2)  tS.  II.»  (3)  ff.  !.•  Scoi,  (4)  a,  V.*  (5)  i7.  VI.*  (6)  ^S. 
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'/•  (cìr-  AB  ^  dftf.  CL)  x  LB,  o  da  «tro.  UH  X  i*B>  soatlloesdo  le  cìr- 
confaresM  alle  liaee  rene  rlspettitamcDle  egaali.  Il  che  ec. 

Coronario,  Chiaotaodo  R^  B'  i  raggi  delle  due  basi  circolari  del  Ireneo 
di  cono,  ed  L  il  resto  deirapotemat  si  etilene  la  aoperGcie  convessa  S  — 
(JR*  +  HV)  X  /i  (1)  -  (H  +  B)  X*. 

Scolio,  Il  tronco  di  cono  retto  si  può  considerare  generato  dalla  rlfo- 
luiione  del  trapetio  ACEO  cogli  angoli  retti  in  £»  O  interno  al  lato  £0, 
il  quale  iraperio  dieesi  hi-tBltan^lo.  I  due  lati  AO  ^  CE  dcstrivono  le 
due  basi  circolari  coi  centri  io  O,  E;  il  lalo  AC  descrive  la  superficie 
convessa  del  tronco,  ed  il  lato  immobile  OB  ne  rappresenta  l'altexza.  |1 
proluDgamento  poi  dei  lati  AC  ^  OB  sino  al  loro  incontro  5  determina 
il  triangolo  rettangolo  AOS^  che  colla  sua  rivoluzione  intorno  ad  SO  ge- 
nera il  cono  intero,  coi  ai  appartiene  quel  tronco. 

iX.**  5«  la  retta  AC  posta  dalla  stétja  parl9  di  SO  «t  eonnetlo  con  SO 
per  mexxo  delle  perpondieolari  condotto  dai  evoi  estremi  A ,  G ,  e  gira 
insieme  con  queste  perpendicolari  intorno  ad  SO  cotuiderata  come  asso, 
io  dico  che  la  superficie  convessa  del  solido  rotondo,  che  ne  diriva,  ha 
per  misura  il  prodotto  della  retta  generatrice  AC  per  la  oirconferenxa 
descritta  dal  suo  punto  di  mexzo  E  (fig    103i. 

/*  ccuo.  Se  la  retta  AC  (fig.  193.  N.  i)  prolungata  va  ad  incontrare  l'asse 
SO,  si  viene  per  mezzo  delle  perpendicolari  estreme  AP,  CJf  sopra  50 
a  determinare  il  trapezio  ACMP.  Ls  rivoluzione  di  questo  trapezio  intorno 
a  PM  genera  il  tronco  di  cono ,  che  ha  per  basi  i  due  circoli  descritti 
dalle  perpendicolari  estreme  AP,  CM  (2);  ed  abbassando  dal  ponto  di 
mezzo  E  la  perpendicolare  EN  sopra  l' aase ,  il  circolo  descritto  da  Btf 
forma  nel  tronco  la  aezione  equidistante  dalle  basi.  Ora  la  superficie  con- 
vessa generata  dalla  retta  AC  è  appunto  quella  del  tronco  di  cono,  che 
ha  per  misura  il  resto  AC  deirspolema  moltiplicato  per  la  circonferenza 
della  sezione  oquidistante  dalle  basi  (3),  cb*è  quanto  a  dire  per  la  circoo* 
ferenia  descritta  dal  punto  di  mezzo  E. 

%*  caso.  Se  l'estremità  C  dì  AC  ^  sopra  fssse  80  (fig*  193.  N.  2), 
la  perpendicolare  estrema  AP  determina  il  triangolo  rettangolo  CPA^  di 
cui  la  rivolozione  intorno  a  CP  produce  il  cono  retto ,  che  ha  per  base 
il  circolo  di  raggio  PA  W\  e  la  superficie  convessa  di  questo  cono,  che 
è  quella  appunto  generata  dalla  retta  AC ,  ha  per  misura  AC  X  */• 
ctrc.  PA  (5).  Si  rifletta  intanto  che  la  circonferenza  di  raggio  iV£  descritta 
dal  punto  di  mezzo  E  dev'essere  la  metà  della  eirrooferenza  della  base 
di  raggio  PA;  perchè  i  triangoli  simili  CEN ,  CAP  danno  la  propor- 
tiene  (6)  NE  :  PA  ::  CE  :  CA^  da  cui  per  ragione  di  CE  metà  di  CA  si 
argomenta  A£  metà  di  Pi4 ,  o  sia  circ.  NE  —  '/«  ctrc  PA,  essendo  le 

(i)  /«.  17/.*'  (2)  r///."  ScoL  (3)  17//."  (4)  2S.  Dtf.  /.  (1$)  F//.* 
(6)  U.   vr 
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cIrcoDfereDke  propònionalf  al  raggi  (1).  In  slmile  gaisa  la  tostftoiioDe 
di  ciré.  NE  in  vece  di  */%  eirc-  Pà  ei  dà  la  miaara  della  saperfieie  eoo- 
vessa  generata  da  AC  espressa  da  AC  x  ciré.  NE  come  nel  primo  caso. 
S^  euio»  Se  la  retta  AC  é  parallela  all'asse  OS  (fig.  193.  N.  2)  *  le  perpen- 
dicolari estreme  AP,  CM  delerroioano  il  rettangolo  ACMP^  che  nella  ri. 
voinzione  Intorno  ad  MP  genera  il  cilindro,  di  cai  la  retta  AC  denota 
rattezza  (3),  e  la  soa  superficie  conressa  generata  apponto  da  AC  si  espri- 
me da  ACxeite.  PA  (3).  Ora  io  questo  caso  descrivendo  tutti  i  pant| 
di  AC  circonferenze  eguali  «  si  può  indilTeren temente  sostituire  alla  cir- 
conferenza della  base  descritta  dai  ponto  A  qualunque  altra  clrconferenin 
descritta  da  qnalsisia  punto  di  AC:  per  lo  che  sostituendo  dre»  NE  lo 
vece  di  circ.  PA ,  si  ricade  nella  precedente  espressione  AC  x  ciré.  NE 
cioè  nel  prodotto  della  retta  generatrice  AC  per  la  circonferenza  descritta' 
dal  pnnto  di  mezzo  E>  Il  che  ec. 

Seolio,  L'espressione  stabilita  nel  teorema  si  deve  riguardare  come  la 
misura  generale  per  la  soperflcle  convessa  del  cilindro  retto,  del  cono 
retto,  e  del  tronco  di  cono  retto;  perchè  la  retta  generatrice  è  eguale  al- 
Taltezza  nel  cilindro  retto,  alPintero  apotema  nel  cono  retto,  ed  alta  parte 
deirapotema  nel  tronco  di  cono,  mentre  in  tutti  e  tre  i  solidi  la  circon- 
ferenza descritta  dal  punto  di  mezzo  corrisponde  a  quella  della  sezione, 
che  passa  pel  mezzo  dell'altezza. 

X.*  E$ist$ndo  pii^  IcUi  eonseeulivi  di  un  poligono  regolare  posti  dalla 
medesima  parte  di  un  asse  qualunque  AF  condotto  psl  centro  L  dei  cir- 
colo iscritto  0  circoscritto  al  poligono,  ti  abbassino  le  perpendicolari  dai 
due  punti  estremi  della  serie  di  lati  sopra  Vasss,  e  si  rivolga  la  figura 
composta  dalle  perpendicolari  estreme  e  da'  lati  intomo  alVasse;  io  dico 
che  la  superficie  convessa  del  solido  di  riwtluzione  così  generato  ha  per 
misura  la  porsione  dsWasse  compresa  fra  le  perpendicolari  estreme  mol- 
tiplicata per  la  eireonferenea  del  circolo  iscritto  (fig.  194). 

Qualunque  sia  la  disposizione  de'  lati  rispetto  all'  asse ,  non  possono 
avvenire  altri  casi  fuori  di  quelli  previsti  nel  teorema  precedente.  Se  il 
lato  BA  incontra  Tasse  AF,  abbassata  la  perpendicolare  BH  sopra  AF, 
si  forma  il  triangolo  rettangolo  BEA ,  che  colla  sua  rivoluzione  intorno 
atrasse  produce  il  cono  retto,  di  cui  la  base  è  11  circolo  di  centro  II  e 
raggio  BR;  e  la  superficie  convessa  generata  da  BA  ha  per  misura  BA 
X  ctVc.  HfQ ,  supponendo  XQ  la  perpendicolare  abbassata  dal  mezzo  M 
di  BA  sopra  l*asse  AF.  Per  tradurre  questa  espressione  in  un'altra  ana- 
loga atreoonciazione  del  teorema  si  guidi  da  Jlf  la  perpendicolare  ad  AB, 
che  dovendo  passare  pel  centro  L  corrisponde  alla  retta  ML  o  sia  al 
raggio  del  circolo  isrrllto  (4).  Così  si  ottpugono  simili  1  due  triangoli  ABE, 
LMQ  coi  lati  rispellix aniente  perpendicolari  (5;  ,  che  danno  la  'propor- 
li) /7.  F/.*  (2)  2o.  Dtf  5.  (3)  V/.*  [%)  1S,  /!.•  Scoi.  /.  (o;  //.  //.• 


Itone  BA  :  AR  ::  Jf£  :  MQ  (1)  o  sfa  ÉA  ;  AR  ::  tire.  ML  :  ein.  MQ  (2), 
da  cui  si  deduce  BA  XHre.  MQ  —  ARXcire.  ML  (Alg.*  n."  171),  e  quindi 
la  misura  BAXeirt»  MQ  della  superficie  coRTessa  geuerata  da  BA  si 
converte  In  AR  X  ciré,  ML  cioè  nella  part9  dtll'aué  eomprua  fra  U  punio 
•Jlremo  k  e  la  p^rponditolaré  delV  altro  punto  9iir$mo  B  d9l  laiOp  mot- 
tipUeata  p^r  la  eirconfer$nxa  del  circolo  tscrtlto. 

Sa  il  laio  CB  prolungato  ioeontra  Tasse,  condoUe  le  perpendicolari  BRf 
CT  sopra  AF,  si  forma  il  tra  pei  io  CBBT^  che  produce  un  tronco  di  cobo, 
di  cui  la  soperficie  conreasa  generata  da  CB  si  esprime  da  CB  x  ciré»  BfS, 
easeodo  NS  la  perpendicolare  dal  meuo  N  di  CB  sopra  V  asse.  Vo- 
lendo tradurre  questa  espressione  in  modo  analogo  alla  precedente,  ai  tira 
la  retta  NL  esprimente  il  raggio  del  circolo  IscriitOy  eh*  è  perpendicolare 
a  CB:  si  guida  BI  parallela  all'  asse  cioè  perpendicolare  ad  NS^  che  re- 
sulta eguale  ad  RT{3);  poi  si  considersno  i  due  triangoli  BCX,  £iV5 coi  lati 
rispetti vamenie  perpendicolari,  che  sono  simili,  e  la  proporsione  da  essi 
triangoli  derivau  CB  :  BXiiNL  :  NS,  o  sia  CB  :  RT  ::  otre  NL  :  ciré.  NS, 
e  si  deduce  CBxcirc.  NSmmRTxcirc.  NL,  eh' è  quanto  a  dire  la  su- 
perficie conreess  generate  da  CI?  ha  per  miaora  RTxeircNL.  B  tallo 
stesso  metodo  si  deve  procedere  per  gli  altri  lati  consecutivi,  cioè  per  le 
superficie  conTcase  de*  ^tronchi  di  cono  da  loro  prodotte,  resultando  eia*  * 
Senna  di  esse  eguale  alla  parie  dell'asce  comprcea  fra  le  perpctidicolari 
de*  punti  cclftmi  del  lato  moUiplioala  per  la  eirconftrcnta  del  circolo 
iseriUo» 

Finalmente  ae  ci  ha  qualche  lato  parallelo  all'  asse,  come  per  esempio 
CD,  abbasaate  le  perpendicolari  CT,  DH  aopra  AF,  ai  furroa  il  rettan- 
golo DCTB,  che  produce  il  ciliodro,  di  coi  la  superficie  convessa  gene- 
rata da  DC  è  eguale  a  DCxeire.  PL,  indicando  PL  U  perpendicolare 
abbassata  dal  mezto  P  di  DC  sopra  l'asse  AF.  Ora  da  una  |iarte  ai  ba 
DC  *  TH^  mentre  dell'altra  PL  dev'essere  pure  perpendicolare  a  DC  (4),  ' 
esprimendo  come  tale  il  raggio  del  circolo  iscritto;  per  lo  che  nel  caao 
della  superficie  convessa  del  cilindro  si  ouiene  un'espressiune  analoga  alla 
precedente  cioè  ti  prodotto  della  parte  delVaeee  compresa  ec.  per  la  cir- 
cofiferensa  del  circolo  iscritto. 

Il  solido  adunque  generato  potrà  principiare  da  un  cono,  se  il  primo 
lato  incontra  l'asse,  col  segoilo  di  troocbi  di  cono  e  di  un  cilindro  o  di 
tronchi  di  cono;  potrà  esser  composto  da  tronchi  di  cono  e  da  un  ciiin* 
dro ,  0  da  soli  tronchi  di  cono  ;  ma  aempre  la  baae  inferiore  di  uno  di 
questi  solidi  parziali  diviene  la  baae  superiore  del  seguente.  In  questa 
guisa  supponendo  per  esempio  la  serie  de'  lati  AB,  BC,  CD,  ed  indi- 
cando per  C  la  circonferenia  del  circolo  iscritto,  la  superficie  convessa 
del  solido  generato  da  qoeati  tre  lati  corrisponde  alla  somma  delle  tre 

(i)  U.  F.*  (2)  47.  r/.*  (3)  4t.  //.•  (4)  e,  U^ 
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particolari  mitora  JJl  X  C  +  RTx  C  +  fVx  C  —  (i»  -f  iTT-f  Tlf)  X 
C'^AIf'X  C;  sappolieodo  It  serie  de'  lati  BC,  CD,  DF,  ai  ha  la  saper- 
Uefa  eaprvsaa  da  JI7x  C  +  TH'X  C-i-HMxC'»  AJTX  C,  «e.  gHiaU-  Tt 
CDOoetaiiooe  del  teorema. 

Scolio.  Se  a'  immagioa  an  poligono  regolara  di  «s  novero  pari  di  iati, 
la  retta  ÀF  condotta  per  dna  TCrtlci  opposti  passa  pel  centro  del  circolo 
iscritto  o  circoscritto  {i),  e  poò  servire  conio*  asse*  Rivolgendosi  Intorno 
a  qoesto  asse  il  semipoligono  ABCDEF^  ne  resalta  on  solido ,  di  coi  I 
doe  elementi  estremi  sono  coni  e  gì*  intermedi  tronchi  di  cono,  easendovi 
on  solo  cilindro  nel  caso  del  nomerò  impari  dei  lati  del  aemipoligono 
generatore  (2).  Ora  in  questo  caso  1*  iuiera  soperficie  del  solido  di  rivo» 
losiooe,  che  resolta  dalla  somma  delle  aoperOcia  coovesse  di  totti  I  so-* 
lidi  componenti,  ha  per  misora  ÀFxC^o  $n  il  prodotto  dtWintwo  ai$& 
(Che  corrisponde  al  diamatro  del  circolo  circoscritto)  per  la  etrvoft/iifvnstf 
del  eireolo  iieritto, 

XI.*  La  Mvperfieie  d^lla  sfera  ha  psr  mitiira  II  prodotto  dot  avo  dia- 
metro  per  la  eireonferenxa  del  oireolo  maistmo  (fig.  195). 

Conciossiarbè  si  paò  immagioa  re  ort  poligono  regolare  circoscritto  al 
circolo  ÀMFN  di  centro  O ,  che  ne  diflt risca  di  una  qoanlità  lelollo- 
sima  (3),  nel  quale  caso  l'asso  del  poligono  cioè  la  retta  condotta  per  O 
fra  doe  vertici  opposti  dilTeriace  pare  di  ona  quantità  ioflnitealma  dal  din* 
metro  AF,  ed  il  aolido  di  rlvolotione  generato  dal  aemipoligono  sensibil- 
mente si  conrondo  colla  sfera  generata  dalla  rivoluziono  del  semicircolo 
AMF.  SI  può  adunque  ragionare  giosu  II  noto  metodo  de*  limiti ,  cioè 
a  diro  chiamando  A  Tasse,  D  il  diamatro  AF ,  C  la  soa  circooferenso* 
5*  la  auperficie  del  solido  del  seìnipollgono ,  5  qoella  del  aolido  del  ao- 
nlciroolo  o  aia  della  sfera,  si  stabiliaca  A  —  D^O,  5*— 5  —  0  cioè  A 
wmD,  5* —  5,  e  la  sostitnaiooe  nel  valore  di  5*— JxC  (4)  dà  S-^OxC, 
eh' è  la  misora  aopra  enooclata,  doveodosi  la  circonferensa  C  del  circolo 
geOeratoro  di  contro  O  riguardare  come  quella  di  an  circolo  maasi- 
mo  (tt). 

Corollorto.  Denotando  per  Jt  11  raggio  della  sfera,  si  ha  la  aoa  saper* 
Scie  5  — jl A  x2JI«' (6)  — ¥ll^«r;  e  siceome^a  auperficie  del  circolo  mas* 
Simo  si  esprime  da  il'«'  (7) ,  così  ne  consegoita  che  la  superfeie  della 
sfera  è  qtusdrvpla  .della  mperfieie  del  eireolo  maesimo ,  c)oè  a  diro  lo 
soperficie  della  sfera  è  eguale  a  quella  del  circolo  deaerilto  con  un  rag- 
gio doppio  del  raggio  della  sfers. 

.  XI 1.*  La  porzione  di  superficie  sferica  compresa  fra  due  piani  qua- 
lunque paralleli ,  che  dieesi  lona  •  ha  per  misura  il  prodotto  della  sua 
attesta  cioè  della  disianza  de*  piani  paralleli  per  la  circonferenza  dot 
circolo  massimo* 

(1)  4S.  in^  (2)  d.  r/l/.*  Scoi.  (3)  4è.  Lem.  ov.  T.*  (4)  J.*  {%)  MS. 
IIL"  Cor.  f .  (6)  48.  XML''  (7)  idem. 
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Siano  BCt  PQ  ì  dae  piani  circolari  paralleli,  cba  si  possono  conside- 
rare corno  le  basi  della  zona,  sopra  cai  tirando  il  raggio  perpendicolare 
OA,  si  vanno  a  determinare  i  dae  centri  X,  Z  (1),  e  la  distanza  XZ  degli 
anzidetti  piani  cioè  l'altezza  della  zona*  Se  per  OÀ  si  conduce  an  piano 
qoalanqae  di  circolo  massimo  AHFN^  l'arco  BP  compreso  fra  i  due  piani 
paralleli  si  poò  considerare  come  quello  che  colla  saa  rivolaiione  intorno 
ad  OA  genera  la  zona  :  perchè  congi'angendo  le  rette  BX^  PZ^  queste  re- 
sultano perpendicolari  ad  OA  (2),  e  quindi  i  punti  estremi  By  P  descri- 
vono i  piani  circolari  co'  centri  in  X,  Z  t  co*  raggi  BX,  PZ  cioè  a  dire 
le  due  basi  della  zona.  Ora  l'arco  BP  sensibilmente  si  confonde  con  una 
serie  di  lati  del  poligono  regolare  circoscritto  al  circolo  e  differente  dallo 
stesso  per  una  quantità  infinitesima,  perciò  la  zona  si  può  giusta  il  me- 
todo de'  limili  estimare  eguale  alla  superficie  convessa  del.  solido  gene- 
rato da  quella  serie  di  Iati,  la  quale  superficie  si  esprime  dalla  porzione 
XZ  dell'asse  compresa  fra  le  perpendicolari  estreme  BX^  PZ  moltiplicata 
per  la  circonferenza  del  circolo  iscritto  (3) ,  eh'  è  quanto  a  dire  la  zona 
BPQC  ha  per  misura  il  prodotto  dell'altezza  TZ  per  la  circonferenza  del 
circolo  massimo. 

Può  succedere  che  uno  de'  due  piani  paralleli  sia  tangente  alla  sfera, 
allora  è  inutile  la  sua  considerazione  per  la  zona,  che  resta  determinala 
da  un  solo  piano  per  esempio  BC,  cioè  a  dire  ha  unica  base  circolare  BC; 
per  lo  che  il  raggio  OA  perpendicolare  al  piano  BC  ne  determina  da  nna 
parte  il  centro  X,  mentre  dall'altra  definisce  l'altezza  AX  della  zona.  In 
questo  caso  la  zona  è  generala  dalla  rivoluzione  dell'arco  il H,  che  puossi 
riguardare  come  una  serie  di  lati  infinitesimi  di  poligono  regolare  ec; 
e  dietro  gli  stessi  principii  di  sopra  sì  stabilisce  come  misura  della  zona  BCA 
la  parte  AX  dell'asse  compresa  fra  il  pijinto  estremo  i4  e  la  perpcndico.. 
lare  £X  dell' altro  estremo  moltiplicata  per  la  circonferenza  del  circolo 
iscritto,  0  sia  il  prodotto  dell'altezza  della  zona  per  la  circonferenza  del 
cìrcolo  massimo.  Il  che  ce. 

Corollario.  Chiamando  A  l'altezza  della  Zuna,  D  ti  diametro  della  sfera, 
C^la  circonferenza  del  circolo  massimo ,  la  sona  e  la  superficie  sferica 
conservano  lo  slesso  rapporto  di  il  X  C  :  D  x  C  (4)  —  ii  :  D ,  cioè  qua- 
lunque zona  sta  alla  $uperficU  deWintera  sfera  come  l'altezza  della  zona 
al  diavietro  della  efera;  ed  indicando  per  J'  l'altezza  di  un'altra  zona, 
le  duo  zone  hanno  il  rappoito  di  AXC  i  A'x  C^  Ai  A\  eioè  le  zone 
mantengono  lo  stesso  rapporto  delle  rispettive  altezze.  In  simile  guisa 
prendendo  per  esempio  sopra  l'asse  AF  la  parte  AZ^^^/i^  AF^  si  ha  la 
zona  APQ  eguale  ad  i/^  della  superfìcie  sferica;  e  se  l'asse  si  divide  nelfe 
quattro  parti  eguali  AZ,  ZO,  OV,  VF,  resta  l'intera  superfìcie  della  sfera 
divisa  nelle  qoallro  zone  eguali  APQ,  PMNQ,  MDEX,  FDE.  Volendo 

(1)  io.  III.''  (2)  19.  IL^  Scoi.  (3)  X.''  (4)  X/.« 
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poi  vaiolare  la  superficie  della  zona ,  di  cui  A  rappresenta  T  altezza ,  in 
funzione  del  raggio  1{  della  srera,  si  stabilisce  la  seguente  formula  S^A 

xnr.*  La  porte  della  super fieie  sferica  racchiusa  fra  due  semicireoli 

massimi  condotti  per  lo  steuo  diametro  AF  come  per  esempio  kìAF,  AlF, 

che  dicesi  fuso ,  ha  per  misura  il  prodotto  del  diametro  AF  della  sfera 

per  Varco  compreso  Mi  del  circolo  massimo  descritto  col  polo  al  vertice  A 

0  pure  F  del  fuso. 

Da  prima  ci  facciamo  a  determinare  il  rapporto  della  superficie  sferica 
al  fuso,  eh' è  quello  di  quattro  angoli  retti  all'angolo  diedro  MAFI  del 
due  semicircoli,  o  ciò  eh* è  lo  stesso  dell'intera  circonferenza  iH/iViVf  mi- 
sura de'  360®  all'arco  Mi  misura  dell'anzidetto  angolo  diedro  (1).  Ed  in 
vero  supponendo  commensurabile  il  rapporto  di  MINH  :  Af/,  ed  espresso 
per  esempio  dai  numeri  43  :  4  ,  s*  immagini  la  circonferenza  JUINM  di* 
vìsa  in  43  parti  eguali ,  di  cui  quattro  si  devono  esattamente  compren- 
dere nell'arco  MI;  e  tirando  de'  piani  pel  diametro  AF  e  per  ogni  ponto 
di  divisione,  la  superficie  sferica  viene  a  dividersi  in  43  fusi,  ed  il  dato 
fuso  AMFIA  ne  comprende  quattro;  ora  io  dico  dover  esser^  eguali  qaesl^ 
43  fusi.  Imperciocché  eguali  resultano  i  successivi  angoli  diedri  dei  piani 
componenti  i  fusi,  come  quelli  che  sono  misurali  dagli  archi  eguali  presi 
sopra  la  circonferenza  AfiiVilf  (2);  onde  situando  lo  spigolo  AF  ed  il  piano 
di  uno  sopra  lo  spigolo  AF  ed  il  piano  di  un  altro,  devono  coincidere  gli 
altri  due  piani;  e  combaciando  i  diametri  e  per  conscguente  i  centri  del 
due  semicircoli,  combaciano  le  rispettive  semicircoiiferenze  ,  e  quindi  i 
fusi  che  vi  si  comprendono.  In  simile  guisa  la  superficie  della  sfera  sta 
al  fuso  ::  43  :  4,  ch'è  II  rapporto  di  WNM  i  Mi,  Se  poi  ci  piacesse  di 
supporre  incommensurabile  il  rapporto  di  MiNMi  MI,  si  proverebbe  col 
solito  metodo  (3)  dover  essere  la  superficie  sferica  al  fuso  come  la  cir- 
conferenza MiNM  ad  un  quarto  proporzionale  né  maggiore  né  minore  di 
arco  Mi, 

Ora  la  proporzione  già  stabilita 
Sup.  sfer.  :  fuso  AMPIA  ::  ct'rc.  MINM  :  are.  Mi  si  può  convertire  nella 
seguente  : 

Sup.  sfer,  :  fuso  AM %c,  ::  AFXdrc.  MiNM:  AFXare,  Mi,  moltipll- 
cando  i  termini  del  secondo  rapporto  pel  diametro  AF  (Alg.""  n.®  176); 
ma  si  ha  sup.  sfer,"  AFXcirc,  MUMMIA);  dunque  dev'essere  ancora 
fuso  AMFIA -^AFX  are.  Mi.  Il  che  ec. 

Corollario.  Essendo  g  il  numero  de'  gradi  dell'arco  Mi,  la  sua  Iud- 

a  X  SU*' 
ghezza  ai  esprime  da  — qòo~  ^^  '  ^  ^^^  ^'  ottiene  il  fuso  S  ^2Rx, 

c^^R^        Q  i  0        1 

Seo 360  ""  *''**-«  ^  ****  ««PPO^odo  3^  — ^,  ch-è  qQ.Dl. 

(t)  SS.  tv-  (i)  idim.  (3)  4i.  ìli.'  Scoi  {«)  XI.'  (5)  18.  XII.' 
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a  dire  il  foso  è  -  della  saperOcie  sferica  AR'^{i),  I  fusi  poi  tra  loro  con- 

gervano  il  rapporto  degli  archi  eompresi  deieritti  come  iopra,  e  degli  an- 
goli  diedri  dei  loro  piani,  essendo  per  esempio  AMFiA  lAIFFfÀ  ::  AFX 
MI:  AFX  IN  ::  m  :  m  ::  aog.  IHÀFI  :  aag.  lAFN. 

Seolio.  E  qai  cade  io  accoocio  l'ossenrare  che  de'  dae  fattori  della  mi* 
aura  della  superficie  sferica,  quali  sono  il  diametro  e  la  circonferenza  del 
circolo  massimo,  resta  costante  l'ano  o  1*  altro,  secondochè  se  ne  consi- 
dera nna  parte  sotto  la  forma  di  faso  o  di  xona.  Di  fatto  per  la  misura 
del  fuso  si  prende  l'intero  fattore  diametro  ed  una  parte  deiraltro  espressa 
dall'arco  compreso  fra  i  piani  del  fuso  a  90°  di  distanza  dal  suo  vertice, 
mentre  per  la  misura  delia  zona  si  prende  l'intero  fattore  circonferenza 
di  circolo  maiiimo  ed  una  parte  del  diametro  corrispondente  all'altezza 
della  zona;  il  che  ò  in  qualche  modo  analogo  alla  divisione  praticata  nella 
sfera,  che  lascia  intero  il  diametro  nel  caso  de'  fasi,  e  lo  seca  io  quello 
delle  zone. 

XIV.**  Le  iuperfieie  conveae  de*  solidi  rotondi  simili  tfantio  eoms  i 
quadrati  delle  dimensioni  omologhe  lineari. 

Nella  classe  de'  solidi  rotondi  simili  si  comprendono  in  generale  qaelH 
che  provengono  dalla  rivoluzione  di  figure  rettilinee  simili,  che  noi  ve- 
niamo successivamente  percorrendo. 

1«°  I  cilindri  generati  da  rettangoli  (2)  simili,  in  cai  i  raggi  B,  r  della 
basi   resultano  proporzionali  alle  altezze  A,  a,  ed  il  rapporto  delle  loro 

^  .    S      2ARit  ^^      AR   ,  ,     5r      il»      il» 

superficie  -  —  — (3)  —  —  al  converte  in  -  —  —  —  —    per  ragione 

'^  s       2ar*  ar  s      a^      r^    '^  ^ 

di  ^  -  ?  (Algebra  n-»  178). 

a      r 

2.®  I  coni  generati  da  triangoli  rettangoli  (4)  simili,  che  hanno  i  rag- 
gi H,  r  delle  basi  proporzionali  alle  altezie  A,  a,  ed  agli  apolemi  L,  l; 

,       ,       .       .  S      RL*  ^^      RI      R*      V      A^ 

per  lo  che  si  ottiene  coma  sopra  -  —  — ; —  (5)  —  ---  —  -  —  -- 1-  —  es- 
■^  ^      s  '     rl^c  fi       r»        i«       a« 

,     R      A      L 

sendo      —  —  —  —  . 
rat 

3.®  1  tronchi  di  cono  generati  da  trapezi   bi-rettangoli  (6)  simili ,  che 

hanno  proporzionali  i  raggi  l?,r  delle  basi  inferiori,  i  raggi  R\  r' delle 

superiori,  i  resti  £,  l  degli   apolemi,  e  le  altezze  /i ,  a;  quindi  si  ha 

R       K       «  +  «\   .     ,         « .  ^        L      A      ^  .. 

—  —  —  —  — -T  (Algebra  n.®  17/)  —  7  —  -,  ed  il  rapporto  delle  super- 


(1)  X/.»  Cor.    (2)  io.  Def.  2.  (3)    VI.''  Cor.    (4)  iJ.  Def.  /.  (3}   VII.' 
Cor.  (6)   V///.*»  Scoi.  ' 
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5       (il  +  «jU^^^       jR  +  /?')  L    .  ,      S       R' 

ficie convesse-  --  y^^-^:yj^  (*)  -    (,h.,.^^    «.  cunverlc  id   -^  -  ^,- 

4.**  I  solidi  generati  da  serie  dello  stesso  nomerò  di  lati  di  polìgoni 
regolari  simili  moventisi  intorno  ad  assi  similmente  posti,  che  hanno  le  por- 
zioni A,  a  degli  assi  compresi  fra  le  perpendicolari  estremeproporzìonali  ai 
raggi  It,  r  dei  circoli  Iscritti  e  quindi  alle  rispettive  circonferenze  C, 
e  ^2';  perché  proporzionali  resultano  tutto  le  dimensioni  omologhe  lineari 
dei  poligoni  simili ,  e  tali  sono  al  certo  le  parti  degli  assi  corrispon- 
denti ai  lati  omologhi,  i  quali  lati  omologhi  sono  proporzionali  ai  raggi 

A      R      C 
dei  circoli  iscritti  (3).  Essendo  adunque  --«-  —  —>  si   deduce  il   rap- 

S       A  "X  e  A^      iJ* 

porto  delle  due  superficie  -  — — -^ —  (4)  —  ~:  -"  -~:  * 

5."  Le  sfere  generate  da  due  scmicircoli  (5)  qualunque ,  che  si  consi- 
derano (6)  come  semipoltgooi  regolari  simili;«di  fatto  chiamando  il,  r  i 

S      4flV  /«' 

due  raggi,  si  ha  -  —  TT"  f"^)"  ~«  ^''^^  '^  superficie  delle  sfere  stantio 

come  i  quadrali  dei  raggi. 

6.**  Fra  le  porzioni  di  superfìcie  sferiche  &i  dicono  simili  1^  le   zone 

generate  da  archi  simili  circolari  che  girano  intorno  ad  assi  similmente  posti, 

le  quali  zouc  hanno  le  allezze  A,  a  proporzionali  ai  raggi  R,  r  delle  sfe- 

S      A  X  C  SA* 

re  (8),  ed  il  rapporto  delle  loro  superficie  -  — (9ìsi  riduce  ad  -  —  — 

'"^  ^  s       axc     '  sa* 

R* 

'^  -7  •  2.°  1  fusi ,  che  hanno  eguali  gli  angoli  diedri  e  per  conseguente 

simili  gli  archi  compresi  a  90°  di  distanza  dai  vertici  ;  in  questo  caso 
ciascun  fuso  è  la  parte  n'*^^  della  superfìcie  sferica  cui  appariiene  (10), 
e  le  parti  simili  sianpo  come  gì*  interi  cioè  come  i  quadrati  dei  raggi 
delle  sfere.  Dunque  ec. 

XV."  La  super /icie  convessa  del  cilindro  circoscritto  alla  sfera  è  eguale 
alla  superficie  sferica,  e  la  superficie  totale  [\\)  di  tal  cilindro  è  se- 
tquia Itera  della  superficie  sferica,  cioè  la  comprende  una  volta  e  mezzo. 
Sia  il  circolo  di  centro  O  (fig.  190),  e  vi  si  conducano  i  due  diametri 
perpendicolari  AF,  MN ^  che  colle  loro  estremità  determinano  i  vertici 
del  quadrato  iscritto  (12),  pei  quali  si  guidino  le  quattro  tangenti,  e  cosi 
ne  proviene  il  quadrato  circoscriiio  RDIIG  (13}.  Si  rivolga  adesso  il  se- 
ti, Vili.''  Cor.  (2)  n.  Vl^  (3)  47.  K.**  ^1)  X°  (0)  fi.  Def  3.  (6;  17, 
lem.  a\).  17.*  ("/.  .\7.°  Cor.  {8;  47.  VL"  Scoi.  (»)  A7/.'' (IO)  A7/.«  Cor. 
ai)  i)ef  (12)   /.;.   l'ivOl.  i.  i.  caso  (13)   13.  Probi  2.  mei.  ^. 
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micircolo  AMFed  il  rettangolo  AGBF  mela  del  quadrato  inloroo  al  lato 
AF;  il  seniirircolo  genera  la  srera,  ed  il  rettangolo  11  cilindro  circoscritto 
alla  sfera,  il  quale  lia  le  due  basi  tangenti  alla  sfera  (1),  ed  ha  cornane 
colla  stessa  il  circola  massimo  di  centro  O  e  raggio  MO.  Ora  il  raggio 
BF  della  base  del  cilindro  eguaglia  il  raggio  MO  della  sfera ,  e  la  sua 
altezza  FA  corrisponde  al  diametro  della  sfera  (2),  eh' è  quanto  a  dire 
la  base  del  cilindro  è  un  circolo  massimo  della  sfera  e  Taltezza  on  dia- 
metro; per  lo  che  l'espressione  FAX  ciré,  BF  della  superficie  convessa 
del  cilindro  (3)  resulta  eguale  all'altra  FAXcirc.  MO  della  superfìcie 
sferica  (4)  ;  dunque  ce  E  siccome  la  superficie  convessa  del  cilindro, 
come  quella  ch'é  eguale  alla  superficie  sferica,  si  esprime  da  quattro 
circoli  massimi  (5),  cosi  aggiungendovi  le  due  basi  cioè  altri  due  circoli 
massimi,  si  ottiene  la  sua  superficie  totale  eguale  a  sei  circoli  massimi. 
Onde  il  rapporto  della  superficie  totale  del  cilindro  a  quella  della  sfera 
si  denota  dai  ninneri  6  :  4  ::  3  :  2  ::  3  s  ;  i ,  cioè  a  dire  la  prima  su- 
perficie è  Va  della  seconda  o  sia  una  volta  e  mezzo.  Il  che  ec. 

Corollario.  Se  la  sfera  ed  il  cilindro  circoscriito  ii  secano  cor^  un  piano 
parallelo  alle  basi  del  cilindro ,  la  parte  del  cilindro  compresa  fra  una 
delle  basi  ed  il  piano  secante  deve  avere  la  sua  superficie  convessa  egucU9 
alla  sona  sferica  corrispondente;  e  se  i  piani  secanti  paralleli  alle  basi 
sono  due,  la  superficie  convessa  della  parte  di  cilindro  compresa  fra  gli 
stessi  è  sempre  eguale  alla  zona  determinata  dai  due  piani.  Perchè  nel- 
l'uno e  l'altro  caso  la  base  della  parte  di  cilindro  è  un  circolo  massimo 
della  sfera,  e  la  sua  altezza*  corrisponde  a  quella  della  zona  (6). 

XVI.°  La  superficie  totale  del  cono  equilatero  circoscritto  alla  sfera 
comprende  due  volte  ed  un  quarto  la  superficie  sferica. 

Siano  C,  M,  iV(fig.  197}  i  tre  vertici  del  triangolo  equilolero  iscritto 
nel  circolo  (7),  pei  quali  condnccndo  tre  tangenti,  si  determina  il  trian- 
golo equilaicro  circoscritto  ASE  (S),  di  cui  il  lato  AE  resulla  parallelo 
al  lato  MN  dciriscriiio;  perchè  i  punti  M,  N  sono  !  mezzi  dei  rispettivi 
lati  SA,  SE  (9),  e  cosi  ne  deriva  la  proporzione  5iir  :  MA  ::  SN  i  JSE^ 
che  dà  il  parallelismo  di  MS,  AE  (10).  Dal  vertice  S  al  punto  di  contatto 
C  si  guidi  la  retta  SC,  che  resultd  perpcrpendkolare  sopra  AE  e  quindi 
sopra  la  parallela  MS,  e  passa  pel  centro  del  cìrcolo;  giacché  i  due 
punti  5,  C  sono  equidistanti  dagli  estremi  J,  £(11),  e  la  perpendicolare 
al  punto  di  contatto  della  tangente  è  giocoforza  che  sia  nella  direzione 
del  raggio  (12),  allrlmenii  vi  si  potrebbero  condurre  due  perpendicolari. 
Dietro  ciò  s'immagini  la  rivoluzione  del  semicircolo  LMC  e  del  triangolo 
rettangolo  SCA  meù  dell'equilatero  SAE  intorno   all'asse  SC ,  affinchè 

(1)  2o.  F.*'  ['1]  i2.  IL""  {'3)  VI/'  ih)  A7."  (5)  A'/.»  Cor.  (6)  X//.»  (7)  lo. 
Probi.  1.  1.  caso.  (8)  iS.  Probi,  i.  mtt  5.  {9}  io.  ii.''  (10)  U.  /r.'' 
(Il)  .1.  //;."  Cor.  L  (12)   'i.  Hi." 
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veoga  a  generarsi  U  tfen  ed  il  cobo  circoscriUo  colla  base  di  centro  C 
e  raggio  CA  taogeote  alla  sfera  (1),  e  col  circolo  comane  di  ceolro  O  e 
raggio  MO  che  dev'  essere  circolo  piccolo  della  sfera ,  come  quello  ch*è 
prodotto  dal  punto  M  posto  ad  ona  distanza  maggiore  di  90^  dal  suo 
polo  C(2),  essendo  di  120**  l'arco  CM  sotteso  dal  lato  del  triangolo 
equilatero  incrilto  (3);  e  questo  cono  circoscrittosi  dice  equità  Uro,  avendo 
riguardo  al  dtatnetro  AE  della  base  eguale  airapotema  SA. 

Volendo  ora  calcolare  la  superficie  totale  di  questo  cono  equilatero 
circoscritto  per  compararla  a  quella  della  sfera  espressa  da  quattro  cir 
coli  massimi ,  scegliamo  a  termine  di  paragone  la  superficie  K  del  cir- 
colo massimO|  e  veniamo  da  prima  deterviinando  la  superficie  della  base 

AE      2flV/3 
circolare  del  cono,  che  ha  per  raggio   AC  -^  —  ^  — ^  —  R{/3  (ip- 

pend.  al  g  ^^-  n.""  IV*),  chiamando  R  il  raggio  del  circolo  LMCN,  ch'è 

pore  quello  della  sfera.  Questa  delerminiztooe  si  efTmna  In  forza  del 

noto  principio  delle  aree  del  circoli  proporzionali  ai  quadrati  dei  raggi  (4), 

che  dà  la  proporzione  K  :  «tip.  AC  ::  A*  :  (1^3)*  ::  A*  :  3A'  (Algebra 

n.°  121),  da  coi  si  deduce  $up^  AC  —  ZK  cioè  la  ivperfieie  di  base  del 

€ono  eguale  a  tre  circoli  maesimi.  Ora  se  si   riflette  alla   misura  della 

«  .                                                 SAx  circ  AC      „     , 
Buperucio  convessa  del  cono  cioè  a ^ '  (5)  che  per  rag  ione  di 

SA 

-^  —  AC  si  ridnce  ad  ^CXcìro.  AC,  è  facile  l'intendere  (:be-qnesta  super- 
ficie convessa  corrisponde   al   doppio  della  superficie  di  base  misurata 

AC  X  circ.  AC  ^ 
OS  2 (6);  e  quindi  si  stabilisce  essere  Ut  superficie  convessa 

del  cono  eguali  a' sei  circoli  massimi.  La  superficie  totale  adunque  del 
cono  equilatero  circoscritto  equivale  a  nove  circoli  massimi,  e  quindi  il 
rapporto  fra  questa  superficie  e  la  sferica  si  «esprime  dai  numeri  9  :  4 
:;  9/4:1.  Il  che  ec. 

Corollario,  Comparando  fra  loro  la  superficie  totale  del  cono  circo- 
scritto eguale  a  nove  circoli  massimi  e' la  totale  dei  cilindro  circoscritto 
eguale  a  sei  circoli  massimi  (7),  si  dedoee  il  rapporto  delle  stesse  e- 
spresso  dai  numeri  9  :  Ù  ::  ^/s  :  i  ::  3/s  :  1,  cioò  la  superficie  totale  del 
cono  iscritto  è  sesquialtera  della  superficie  totale  del  cilindro  circoscrit- 
to, non  aliriroenxi  di  questa  ultima  ch'è  sequialtera  di  quella  della  sfera. 
Si  forma  adunque  una  proporzione  continua  fra  le  tre  anzidette  super- 
ficie, ch'è  appunto  quella  dei  numeri  -h-  9  :  6  r  4,  cioè  la  superficie  totale 
del  cilindro  è  media  proporzionale  fra  la  superficie  totale  del  cono  e  la 

(1;.iX  K.**  (2)  5.T.  IV.''  (3)  4S.  /^  Scoi  (1)  18.  .!//.•  Cor.  Ci)  K//." 
(6)  48,  .r.«  (7)  XI V." 
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iuptrpcU  sferica^  E  si  pofsono  qaesli  tre  solidi  rotondi  generare  insie- 
me ,  qatodo.  li  Iato  AB  del  triangolo  circoscritto  (fig.  108)  coincide  col 
lato  BD  del  quadrato;  il  che  si  cflTettoa  con  prendere  il  paolo  di  con- 
tatto F  del  lato  del  quadrato  come  vertice  dei  triangolo  equilatero  iscrit- 
to. Io  simile  caso  la  retta  SF  perpendicolare  ai  lati  eoiocidenti  AE,  BD 
passa  pel  centro  e  qoindi  pel  ponto  di  contatto  C  del  Iato  opposto  GH 
del  quadrato  (i)  ;  per  lo  che  la  rivoluzione  simultanea  del  triangolo  ret- 
tangolo SFA,  del  rettangolo  CFBG,  e  del  semicireolo  CMF  Intorno  al- 
l'asse SF  dovrà  dare  origine  al  cono,  al  cilindro,  ed  alla  sfera,  coi  re- 
sulteranno circoscritti  i  primi  due  solidi,  essendo  il  circolo  massimo  di 
diametro  JlfiV  comune  alla  sfera  ed  ai  cilindro,  ed  il  circolo  piccolo  di 
diametro  M*li'  alla  sfera  ed  ai  cono. 

XYII.^  La  superficie  totale  del  cilindro  equilatero  iscritto  alla  sfera  è 
media  proporzionale  fra  la  superficie  della  sfera  e  la  superficie  totale 
del  cono  equilatero  pure  iscritto ,  verificandosi  per  le  tre  'superficie  la 
proporzione  continua  dei  numeri  -h*  16  :  12  :  0. 

S'iscrivano  nel  circolo  il  triangolo  equilatero  SAE  (fig.  190)  ed  il  qua- 
drato GBDff,  in  modo  che  i  due  lati  AE ,  BD  di  queste  figure  corri- 
spondano paralleli  ;  il  che  si  efrellna  (2) ,  prendendo  dal  messo  K  del- 
Tarco  AKE  di  120«  l'arco  EB  —  45"  —  KD.  Dal  vertice  S  si  guidi  un 
diametro,  che  resulta  perpendicolare  alle  eorde  AE ,  BD{3),  le  divide 
in  mezzo,  e  passa  pel  mezzo  K  degli  archi  sottesi  (4);  intorno  al  quale 
diametro  rivolgendosi  il  triangolo  rettangolo  SCA,  Il  rettangolo  LGBFt 
ed  il  semicerchio  SAK,  vengono  a  generarsi  il  cono,  il  cilindro,  e  la  sfera 
circoscritta  agli  stessi,  di  cui  ci  proponiamo  a  calcolare  la  superficie. 

Scegliendo  come  sopra  a  termine  di  paragone  la  superficie  K  del  cir- 
colo massimo,  quella  della  hase  circolare  del  cono  di  diametro  AB^B\/3 
(Append,  al  g  15.  n.^  1)'  si  determina  colla  proporzione  svp.  AE  i  K  :: 
SB^  :  4i{^  (5),  che  dà  sup*  AE  —  V4  K;  la   sua   superficie   convessa  si 

.    SA  X  circ.  AE      AE  x  circ.  AE     ^  ^  ^  ,^^       .    ^  , 

esprime  da  —  — ^ ""  ^  '*^P'  ^^  ^^^  °  *'*  *  ^^P" 

pia  della  base,  e  quindi  la  superficie  totale  resulla  tripla  della  base  ciod 
eguale  a  9/4  K.  Discorrendo  poi  del  cilindro ,  di  cui  la  base  ha  il  dia- 
metro BD  —  li\/2,  (Append.  al  §  15  n.**  1),  si  stabilisce  la  proporzione 
sup,  BD  :  K  ::  2R*  :  4A«,  dedocendone  sup.  BD  —  '/•  E;  in  seguito  si 
ottiene  la  superficie  concessa  BG  x  circ.  BD^  BD>C  ciré,  BD  ^ 
4  sup.  BDy  e  coir  aggiunta  delle  due  basi  si  ricava  la  superficie  totale 
6  sup,  BD  ^  ^/%  K  -^  SK.  Siamo  ora  in  ìstato  di  comparare  l'una  e  l'al- 
tra superficie  totale  con  quella  della  sfera  valutata  per  4Jir,  e  si  ha  sup. 
sfer.  :  «tip.  di  tot.  :  sup.  con.  tot.  ::  4  :  3  :  9/4  :;  16  :  12  :  9,  moliipli- 

(1)  S,  UL''  (2)  6,  VIÌl.^  Scoi  (3)  S.  ///.•  Cof.    /.  (4)  4.    /.*  (5)  48. 
XIL''  Cor.  (6)  18.  X.* 
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cando  per  4  i  termini  dei  secondi  rapporti  delle  proporzioni  ;  ii  che  ec. 

Corollario.  Il  rapporto  di  10  :  12  o  di  12  :  9é  lo  susso  di  4  ;3  o 
di  4/3:1;  quindi  si  dice  che  la  superficie  della  sfera  comprende  una 
volta  ed  un  terzo  la  superficie  totale  del  cilindro  iscritto^  ed  una  volta 
ed  un  terxo  quest'ultima  superficie  comprende  quella  totale  del  cono 
iscritto. 

Scolio.  Trattandosi  del  cilindro  circoscritto  alla  sfera  nel  teorema  x\*' 
non  abbiamo  aggiunto  aleuoa  condiziope  sullo  stesso,  come  quello  che 
deT'  essere  necessariamente  generato  dal  quadrato  circoscritto ,  e  quindi 
afere  il  diametro  della  base  eguale  all'altezza.  Imperciocché  volendo  per 
poco  supporre  il  rettangolo  BGHD  (6g.  196)  circoscritto  al  circolo,  i  lati 
opposti  paralleli  BG,  DB  determinano  il  diametro  JHON  (1)  perpendico- 
late  agli  stessi  lati  (2) ,  é  per  una  ragione  simile  si  ha  il  diametro  AF 
perpendicolare  agli  altri  due  lati  GH^  BD;  onde  il  quadrilatero  MGAO 
è  un  rettangolo,  cioè  i  due  diametri  MN ,  ^F  sono  perpendicolari  fra 
loro ,  e  così  il  supposto  rettangolo  BGHD  dev'  essere  un  quadrato  (3). 
Non  cosi  avviene  del  cono  circoscritto,  perchè  qualunque  triangolo  si  pnò 
circoscrivere  al  circolo  (4)  e  basta  che  il  triangolo  circoscritto  SAB 
{^^.  197)  sia  isoscele  coi  lati  egoali  SA ,  SE  per  generarsi  il  cono  cir- 
coscritto, girando  la  metà  SCA  dello  stesso  intorno  all'asse  SC;  come 
pare  il  triangoro  isoscele  iscritto  ed  il  rettangolo  iscritto  danno  origine 
al  cono  e  cilindro  iscritti.  Per  questa  ragione  si  è  apposta  nei  teoremi  xti^ 
e  xvii^  la  condizione  dì  dover  essere  eqnilateri  il  cono  circoscritto  ed 
iscritto  ed  il  cilindro  iscritto,  giacché  eoltanto  per  simili  solidi  rotondi 
equilateri  hanno  luogo  le  determinazioni  delle  auperGcie  enunciate  negli 
anzidetti  teoremi. 

§  26.  DELLA    HISUKA   DEI   VOLUMI   DEI    SOLIDI 

Teoremi 

f .®  /  parai leUpipediy  che  hanno  basi  eguali  ed  altezze  eguali,  sono  e- 
quivalenti  in  volume  (5). 

Facendo  coincidere  le  basi  eguali  in  ADCB{Rg.  200  e  201),  devono 
le  basi  snperiori  corrispondere  nel  medesimo  piano  (6),  e  possono  acca- 
dere i  due  segnenti  casi  secondo  la  diversa  posiiióoe  delle  stesse. 

i^  Caso.  Siano  le  due  basi  soperiori  EtiGF,  JMLK  dei  parallelepi- 
pedi AG,  AL  comprese  fra  le  stesse  parallele,  ciciè  i  lati  £Fed  /A",  UG 
ed  JfZ  formino  le  due  rette  parallele  EK^  UL^  o  in  altri  termini  le  due 
facce  laterali  AEFB  ed  AÌEB  esistano  nello  stesso  piano  AKy  come  pure 
le  due  facce  laterali  opposte  DBGC  e  DMLC  nello   stesso  piano  DL, 

(1)  6.  Vili.''  (2)  5.  ///.•  (3)  /X  ProbL  4  e  t.  [h)  li.  /A'.*»  {5}  U. 
Dcf.  4.  (6)  22.  Def.  6. 
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Allora  i  Ire  spigoli  AD,  EH,  IM  paralleli  (I)  ed  egoall  condoui  dai  tre 
vertici  del  triangolo  il£/ determinaDO  il  priania  iriaogolare^£/i>J5rjf  (2), 
e  gli  altri  tre  spigoli  BC,  FG^  EL  pare  paralleli  ed  egoali  l'altro  pri- 
sma triadgolare  BFKCGL;  ed  io  dico  dover  essere  egoali  questi  dee  pri- 
smi triaogolari  AEIDHM ,  BFKCGL.  Impercioecbè  egoali  resultano  le 
basi  AEi,  BFK  (3) ,  che  hanno  egoali  i  lati  AB ,  BF  come  opposti  del 
parallelogrammo  ^F  (4),  i  lati  AI^  BK  opposti  del  parallelogrammo  AK^ 
e  gli  angoli  compresi  BAI,  FBK  (K);  egoali  e  similmente  poste  sono  le 
facce  laterali  ADHE ,  BCGF,  come  qoelle  che  corrispondono  opposte 
nello  stesso  parallelepipedo  AG  {<ò);  ed  essendo  qneste  stesse  facce  pa- 
rallele (7)  secate  dal  piano  AEKB  danno  eguali  gli  angoli  diedri  corri- 
spondenti HEAIf  GFBK[S)f  ch'esprimono  la  loro  egoale  inclinatione  so 
pra  le  rispettive  basi  EAi,  BFK;  il  che  forma  l' aggregato  delle  cernii- 
sioni  richieste  per  regoagliansa  dei  doe  prismi  (là). 

Ora  se  dal  solido  AL  compreso, fra  J  piani  AEKB '9  DHLC  9  AH  e 
BL,ACe&  ELyBÌ  sottraggono snccessivamente  i  doe  plasmi  t^voMBFKCGL, 
AEIDHM,  restano  i  doe  parallelepipedi  AG  ,  AL  egoali  in  volome  cioè 
a  dire  equivalenti. 

J9."  Caso.  Restando  il  primo  parallelepipedo  il G  se  ne  immagini  on  se- 
condo sulla  stessa  base  ABCD  e  colla  base  superiore  PQRS  posta  nel 
medesimo  piano  di  EFGH  io  una  posislone  qnàlonqoe,  il  qoale  panasi 
indicare  per  AR,  %  per  non  confondere  la  Bgora  non  vi  si  sono  segnate 
le  sue  facce  laterali.  Se  si  prolongano  dee  lati  qualunque  paralleli  di 
uoa  base  superiore  per  esempio  SP,  BQ^ed  i  due  lati  EF,  HG  dell'altra 
non  paralleli  ai  primi,  si  viene  col  loro  incontro  a  determinare  il  paral- 
lelogrammo IKLM  eguale  a  ciascuna  delle  basi  aniidette  e  qoindi  eguale 
alla  base  ABCD.  Imperciocché  le  due  basi  superiori  EÉGBj  PQBS,  che 
sono  eguali  alla  stessa  base  ABCD  (10),  sono  egoali  fra  loro;  e  siccome 
si  ha  /IT  «-  iPO  (11)  -  EF,  IM  -  EH,  e  l'aogolo  MiK  «  BBF{i%  cosi  i 
doe  parallelogrammi  iKLM^  EFGH  rleacono  egoali  (13),  ee.  Gongiongendo 
adonqne  i  vertici  omologhi  delle  doe  basi  ^ ff CD, /JfLJIf  egoali  e  paral- 
lele, e  tirando  i  piani  per  doe  rette  contigoe,  si  forma  on  prismit  (^^)  ^ 
sia  on  terso  parallelepipedo  AL^  di  eoi  la  base  soperiore  IKLM  è  com- 
presa fra  le  stesse  parallele  SI  ed  BK  della  base  soperiore  di  AB ,  HL 
ed  EK  deiraltra  di  AG;  onde  giosta  il  primo  caso  II  parallelepipedo  AL 
iresolta  eqoivaleote  si  al  parallelepipedo  AG  che  ad  AB^  e  cosi  i  doe  ps- 
rallelepipedi  AG,  AB  sono  equivalenti  fra  loro. 

Donqoe  in  generale  i  parallelepipedi,  che  hanno  basi  egoali  ec. 

Coronario,  Ogni  parulUl§hpipedo  può  cotivertini  in  un  o(|ro  rBdon- 

(1)  /P.  riIL*  Cor.  (2)  M.  Def.  5.  (3)  11,  IIL''  (4)  4%.  il.''  (tt)  6.  VII." 
(6)  %%.  VI.  (7)  Id^m.  (8)  ^0.  V.'*  (9)  W.  //.•  (10)  %%.  Déf,  S.  (11)  4f. 
II.''  (i2)  6.  r.*»  (13)  4M.  /F.*  Scoi.  t.  (14)  U.  Def.  5. 
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golo  $quival9ni$  format9  sopra  un  rettangolo  §quiwil9nt9  aita  6asa}»«- 
ralMogramma  del  dato  paralleleptpedo  e  colla  medesima  altexxa»  Ed 
in  vero  sappoDCodo  il  pirallelogrammo  ABCD  (Gg.  202}  come  base  del 
dato  parallelepipedo,  si  alzioo  dai  suoi  Terticl  i  quattro  spigoli  AE,  BF, 
CGj  DH  perperdicolari  alla  base  ;  qaesii  incontrano  il  piano  della  base 
superiore  del  dato  nei  ponti  E,  F,  G,  H,  e  per  mezzo  del  plani  aaaloghi 
si  forma  il  parallelepipedo  retto  AG  (1)  equivalente  al  dato,  come  quello 
che  ha  ta  stessa  base  ed  altezza.  Si  converta  ora  il  parallelogrammo 
ÀBCD  nel  rettangolo  equivalente  ABON[%) ,  si  tirino  da*  vertici  O,  N 
altri  due  spigoli  OV,  iVJ  perpendicolari  al  piano  della  base,  ec.  e  così 
si  formi  il  parallelepipedo  rettangolo  ABONEFVT  o  sia  ilV,  che  lo  dico 
equivalente  al  retto  AG  e  quindi  al  dato  ;  perchè  prendendo  come  baio 
comune  dei  due  parallelepipedi  AV^AG  la  fsceia  ABFE{3)fìt  altre  due 
basi  opposte  NOVTt  DCGH  si  comprendono  nello  stesso  piano,  cioè  a 
dire  i  parallelepipedi  AV ,  AG  hanno  pure  la  medesima  altezze  JiV,  t 
sono  come  tali  equivalenti. 

li.®  i  volumi  dei  parallelepipedi  rettangoli,  che  hanno  eguali  le  hoii, 
conservano  il  rapporto  delle  rispettive  altezze. 

Facendo  coincidere  le  due  basi  eguali  nel  rettangolo  ABCD  (6g.  203), 
si  confondano  gli  spigoli  perpendicolari  alle  basi  (4),  ed  i  due  parallelepi- 
pedi possono  rappresentarsi  da  AL,  AG,  essendo  le  basi  superiori  IKLM, 
EFGB  ;  or  io  dico  dover  essere  questi  due  solidi  AL ,  AG  nello  stesso 
rapporto  delle  loro  altezze  Al,  AE. 

Supponiamo  da  prima  commensurabile  il  rapporto  delle  altezze  Ai, 
AE  espresso  per  esempio  dai  numeri  ti  :  6,  cioè  divisa  Ai  in  11  parti 
eguali  Ab,  bc  t  ed,  ec.  sei  di  queste  parti  si  comprendano  esattamente 
In  AE*  Tirando  pei  punti  di  divisione,  eccettuati  E  ed  /,  plani  paralleU 
alla  base,  ciascuna  sezione  resulta  un  rettangolo  eguale  e  parallelo  alla 
base  (5);  e  si  possono  considerare  1  parallelepipedi  rettangoli  formati  da 
due  sezioni  contigue,  di  coi  11  compongono  il  solido  Aif,  e  6  l'altro  AG* 

Ora  questi  parallelepipedi  reUangoli,  essendo  prismi  retti,  sono  egoall 
fra  loro  (6),  come  quelli  che  hanno  eguali  le  basi  rappresentate  dalle  se- 
sioni  aozideite  •  le  alteue  Ab ,  he,  ed,  ec.;  per  lo  che  dev'essere 

sol.  AL  ;  sol  AG  ::  11  :  6  ::  Ai  :  AE. 

m 

Che  se  11  rapporto  delle  altezze  Ai,  AE  si  soppone  incommensorabllf» 
si  eseguisce  la  solita  dimostrazione  per  prorare  che  il  quarto  proporiio- 
naie  dietro  sol.  AL,  sol.  AG ,  Ai  non  può  essere  maggiore  né  minore  di 
AE  (7).  Ed  in  vero  sopponendo  il  quarto  proporzionale  Am  >  AE  o  sia 
la  proporzione  sol.  AL  :  sol  AG  ::  Ai  :  Am ,  si  poò  Ai  dividere  in  parti 

(1)  a.  K.®  Scoi.  (2)  48.  /."  Cor.  (3)  tS.  iti.''  Cor,  /.  (4)  49.  IK.* 
(»}  M.  I.°  Cor.  (6)  %t.  ii.°  Cor.  (7j  U.  ///.•  Scoi. 
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eguali  di  graodeiza  minore  di  £m,  io  modo  che  an  panto  n  di  dirisioiie 
cada  Tra  £  ed  m  ;  onde  tirando  per  n  il  piano  nx  paralklo  alla  base, 
si  forma  il  parallelepipedo  Àx  >  AG,  e  ne  resaUa  la  proporzione  «o(.  AL 
:  Mol.  Ax  ::  Ai  i  An  ^  che  comparata  colla  prima  dà  la  terza  assorda 
«o/.  AG  :  soL  Ax  ::  Am  :  An,  Con  an  artifizio  simile  si  prora  L'impossi- 
bilità del  quarto  proporzionale  minore  di  AE\  dunque  ec. 

111.°  /  parallepipedi  della  medesima  altezza  etanno  come  U  ritpettive 
basi. 

Facendo  coincidere  in  BQ  (fig.  204)  due  degli  spigoli  eguali  giusta, 
ripotesi,  si  ponga  il  lato  BG  di  una  delle  basi  BGFE  sopra  il  lato  BC 
dell'altra  base  BCDA,  eh' è  quanto  a  dire  si  mettano  nello  atesso  piano 
la  faccia  laterale  BGRQ  del  parallelepipedo  rettangolo  BS  e  l'altra  BCVQ 
di  BT.  Allora  i  due  lati  BE,  BA  della  basi  corrispondono  in  diretto  (1), 
cioè  le  basi  resultano  adiacenti;  le  due  facce  laterali  BEPQf  BAXQ  sono 
nel  medesimo  piano;  ed  il  piano  FGBS  prolungato  determina  nel  solido 
AJ  la  comune  sezione  GHZR  eguale  e  parallela  alla  faccia  ABQX  {^)f 
dando  origine  ad  un  terzo  parallelepipedo  rettangolo  BZ,  che  ha  comune 
col  primo  BS  la  faccia  BGBQ  t  col  secondo  HJ  la  faccia  BAXQ.  Ora. 
se  si  considerano  queste  due  facce  comuni  come  basi  dei  rispetti? i  pa- 
rallelepipedi, ne  proTeogono  le  due  proporzioni  (3)  * 

sol.  BS  :  sol.  BZ  ::  BE  :  BA 
sol.  BZ  :  sol.  BT  ::  BG  :  BC, 
che  moltipllcata  termine  per  termine  danno  sol-  BS  x  sol.  BZ  :  sol.  BZ 
X  sol.  BT,  0  sia  togliendo  il  fattore  comune  sol.  BZ^ 

sol.  BS  :  sol.  BT  ::  BE  X  BG  :  BAX  BC, 
e  l'oltimo  rapporto  è  precisamente  quello  dei  rettangoli  BEFG,  BADO  (4), 
che  servono  come  basi  dei  dee  parallelepipedi  BS^  BT.  Dunque  ec. 

IV.**  Due  parallelepipedi  rettangoli  qwUunque  per  esempio  BL,  BT 
stanno  come  i  prodotti  delle  basi  per  le  rispettive  altezze  ^  o  eia  come 
t  prodotti  BB  x  BG^x  BN,  BA  X  BG  X  BQ  delle  tre  rispettive  costole  in- 
torno a  due  angoli  solidi,  che  corrispondono  aUe  tre  dimensioni  dei  due 
parallelepipedi^ 

Situati  i  due  parallelepipedi  BL,  BT  colle  basi  BGFE ,  BCDA  adia-« 
centi  come  nel  teorema  precedente,  si  prolunghino  le  quattro  facce  late- 
rali di  ULed  il  piano  della  base  superiore    QVTX  di   BT,  afflnchò  si 
formi  il  parallelepipedo  rettangolo  BS  della  stessa  altezza  con  BT  e  della 
stessa  base  con  BL.  Allora  si  possono  stabilire  le  due  proporzioni 
sol.  BS  :  sol.  BT  ::  BBxBG:  BAx  BC  (5). 
sol.  BL  :  sol.  BS  ::  BN  :  BQ  (6),  • 
da  cui  col  solito  metodo  si  deduce  la  terza 

sol.  BL  :  sol.  BT  ::  BEx  BG  x  BN  :  BAx  BC  X  BQ, 

(1)  t.   TI*  (2)  $2.  /.«  Cor.  (3)  //.•  (4)  48 i  /K.*  (5)  i//.'^  (6)  //.• 
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e  vi  8i  può  sostituire  Is  ragione  delle  basi  in  vece  di  quelle  di  BB 
XBG:  BAx  BC  (1).  Dunque  ec 

Scolio*  Volendo  In  forse  di  questo  teorema  misurare  i  volumi  dei  pa- 
rallelepipedi rettangoli ,  fa  d*  uopo  esprimere  In  numeri  le  loro  tre  di- 
mensioni, rlforendole  all'unità  lineare,  e  farne  i  prodotti;  ma  si  può  ren* 
dere  più  semplice  ed  uniforme  roperatiooe,  quando  si  stabilisce  l'unità 
di  misura  pei  volumi,  e  si  sceglie  a  quest'oggetto  il  parallelepipedo  ret- 
tangolo, cbe  ba  le  tre  dimeosioni  eguali  all'unità  lineare  cioè  il  cuào  (S) 
formato  sopra  VunUà  Hnsar;  cbe  si  esprime  da  K  (ftg.  S05).  Per  lo  cbe 
cbiamando  A,  B,  C,  le  tre  dimensioni  di  un  dato  parallelepipedo  ret- 
tangolo, il  suo  volume  F  si  rapporu  al  cubo  JT— 1,  facendo  la  propor- 
tione  F:ir  ::JxBx€:lxlxi»o  sia  Fri  ::JxBxC:l, 
cbe  dà  F  —  -^x^xC^'o  cosi  in  modo  assolnCo  e  compendioso  si  e- 
nuncia,  cbe  il  paralUUpipedo  rettangolo  ha  pw  mUwra  il  prodotto  doUa 
baie  per  Valtexxa  o  eia  il  prodotto  delle  sue  tre  dimensioni,  il  quale  pro- 
dotto esprime  quante  volte  il  volume  F  comprende  il  cubo  JT.  Sia  per 
esempio  dato  11  parallelepipedo  rettangolo  BL  colle  seguenti  dimeosioni 
AD'^òpàlmiy  AB  —  4pe<,  AH^ÒP'^-;  il  suo  volume  corrisponde  a  F 
—  ttx4x6  —  120  palmi  cubi,  cbe  si  possono  concepire  disposti  in  Tari 
strati  nella  figura.  Ed  In  vero  rendendo  visibili  i  20  palmi  ^adrofo' delln 
superficie  della  base  derivati  dal  prodotto  5  X  4  —  20  delle  sue  due  di- 
mensioni (3) ,  vi  si  possono  situare  altrettanti  cubi  JT,  il  cbe  forma  il 
primo  strato  di  20  palmi  cubi.  Se  poi,. divisa  l'alteita  AH  nelle  sue  a- 
nllà  Jm,  mn^  np,  pq,  qr,  rH,  ai  tirino  dai  punti  n,  p,  ec.  i  piani  pa- 
ralleli alla  base ,  e  si  prolungbino  le  facce  laterali  dei  cubi  del  primo 
strato,  si  vengono  immediatamente  a  formare  altri  5  strati  di  20  cubi  JT 
per  ognuno,  e  quindi  l'intero  solido  BL  resulta  da  sei  strati  di  20  cubi 
JT ,  o  sia  da  20  X  6  — 120  palmi  cubi.  Cbe  se  le  dimensioni  A,  B^  C 
fossero  espresse  in  onoe^  canne  o  rnigUa^  ec.,  l'onità  di  volume  serebbe 
il  cii6o  fopm  il  lato  di  un'oncia,  di  una  canna  o  di  un  migUOf  ec.,  ed  il 
(prodotto  Ax,  B  xC  esprimerebbe  11  volo  me  del  solito  in  onee  ctiàe,  conilo 
cuàa  o  miglia  euòa,  ee.;  e  quante  volle  le  dimensioni  lineari  comprendono 
frasiooi  deirunità,,si  deve  procedere  col  noto  metodo  delle  parti  aliquota 
Aritm.  n.""  131.  Es.  6**),  cbe  dà  gì'  ioUri  e  le  rispettive  parli  deirunità 
di  volume.  Si  è  con  questo  sistema,  cbe  ci  faceiaióo  a  vaiolare  I  volumi 
di  qualsisia  solido,  esprimendone  le  misure  In  modo  sssoluto,  come  po- 
trà vedersi  nei  seguenti  teoremi,  cbe  tutti  suppongono  la  stessa  unità  K 
di  volume  già  fissau  pei  parallelepipedi  rettangoli;  ed  no  slmile  sistema 
è  analogo  a  quello  stabilito  nel  S  i^  per  le  misura  dei  rettangoli,  da  cui 
si  sono  dedotte  le  misure  dei  poligoni. 

Corollario,  Qualsisia  cubo  si  può  considerare  come  un  parallelepipedo 

(1)  /*.  ir."  (2)  2i.  Def.  7.  (3)  48.  7F."  Scoi. 
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reiUDgoVo ,  che  ha  eguali  le  Ire  dimensKMii  ;  quindi  il  loro  prodotto  si 
riduce  alla  terxa  poteota  del  oumero  esprlroeuto  le  unità  lineari  comprese 
io  una  di  esse,  che  dicesi  lato,  e  si  stabilisce  cha  it  enho  ha  ptr  misura 
la  Una  potenza  del  suo  lato,  e  per  questa  ragione  si  è  dato  in  Algebra 
il  nome  di  ctiòo  alla  terza  potenza  (Algebra  Dum.®  75).  Così  per  esempio 
nel  esso  del  lato  6  palmi,  si  ha  II  volume  del  cubo  espresso  da  63-'216 
palmi  ctibi ,  che  ssrebbe  316  once  eube^  canne  cube ,  ec  supponendo  II 
lato  di  6  once,  canne  ec  Nelle  nostre  misure  di  cspacilà  il  palmo  cubo 
si  dice  tumolo  per  gli  aridi  e  quartara  o  sia  messo  barile  pei  liquidi; 
ma  avendo  riguardo  alle  suddivisioni  del  tomolo  e  della  quartara,  si  è 
convertito  II  pslmo  cubo  in  12^  — 1728  once  cube  per  regione  di  ipa. 
—  12on.,  e  l'ultima  colonna  delle  due  tavole  (Aritmetica  2^  edls.  tav.  Ili 
e  IV  a  pag.  144}  presente  le  once  cube  comprese  nelle  particolari  misure. 

V.®  Il  volume  di  un  parallelepipedo,  ed  in  generale  U  volume  di  un 
prisma  qualunque  ha  per  mieura  il  prodotto  della  tua  baee  per  V altezza. 

La  proposizione  é  chiara  per  un  parallelepipedo  qualunque  per  esem- 
pio AG  (fig.  202).  che  può  sempre  convertirsi  In  un  altro  rettsngolo  e- 
quivslente  AV  formato  sopra  la  base  rettsngola  ABON  equivalente  alla 
parallelugramma  ABCD  e  colla  medesima  altezza  AB  (1);  quindi  la  mi- 
sura sup  ABONx  AB  del  eolido  AV  (2)  conviene  al  solido^ato,  rispetto 
a  cui  si  può  esprimere  da  eup.  ABCD  X  AB  cioè  dal  prodotto  della  sua 
base  per  l'allerza.  Avendo  poi  riguardo  al  prisms,  si  consideri  da  prima 
il  triangolare  ABCabc  (Gg.  174  num.  1)»  e  si  compia  il  parallfiepipedo 
Ad  determinalo  (3)  dalle  stesse  tre  costole  AC ,  AB ,  Aa  del  prisms,  il 
quale  dev'essere  U  metà  del  parallelepipedo  aniidetlo  (4J.  Chiamando 
adunque  A  raltezz'a  di  questi  due  solidi,  si  bs  la  misura  del  parallele- 
pipedo Ad  —  eup.  ACDB  X  A^  di  cui  la  metà  cioè  ntp,  ACB  (5)  X  A  con- 
viene al  priso»a  triangolare  ABCahc,  cb'é  il  prodotto  della  eoa  base  ACB 
per  Tsltezze. 

Ora  qoalaoque  prisma  poligono  ABC DBabede  {^g.  iHi) ,  tirando  le 
diagonali  DA ,  DB  da  un  vertice  D  della  buse  sgli  altri  vertici  ed  I 
piani  analughi  per  ciascuna  di  esse  e  per  Dd,  si  scompone  nei  prismi 
triangolari  DABdae,  DABdaby  DBCdbe  della  atessa  altezza  A  del  prisma 
poligono,  di  coi  riascuno  ho  per  misurs  il  triangolo  DaE  ,  DAB^  DBC 
di  base  per  l' altezza  comune  A;  onde  la  somma  di  tutti  cioè  il  prisma 
poligono  è  misurato  dalla  somma  dei  triangoli  o  sia  dalla  superficie  della 
aua  base  poligone  ABC  DB  moltiplicata  per  l'sltezza  A.  Il  che  oc. 

Corollario,  Due  prismi  qualunque  stanno  in  ragion  composta  delle 
boii  e  delle  altezze  ;  quindi  poste  equivalenti  le  basi  stanno  come  le 
aUezxe,  e  poste  eguali  le  altezze  come  le  basi  a  somiglisnza   dei  parai- 

(1)  /.«  Cor.  (2)  /F."  Scoi.  (3)  «2.  Uh''  Cor.  i.  (4)  n.  VL"  Cor, 
(5)  4t.  !/.• 
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lelepipedi  rettangoli.  B  dw  ffrismCiono  in  geoerale  eqtdvaUntl,  quénd9 
hanno  U  basi  B,  B'  in  rapon9  invena  dttU  alUxM  A,  A';  percliè  dalla 
proponiooe  B  :  B*  ::  A'  :  Ami  ricava  regoaglìaDza  BA  —  B'A';  ed  in  qaa- 
ata  condizione  l'altra  ai  comprende  di  B  —  B\  i4  —  A\ 

VI.*  Il  volunf  d9l  cilindro  ha  pw  miiura  il  prodotto  d^Ha  gua  basé 
per  Valtezxa. 

Coneiosaiacbò  il  cilindro ,  qnalon^ue  etao  aia  ratto  od  obliano  (1),  si 
pnò  riguardare  come  un  priama  a  beai  circolari  che  aono  poligoni  rego- 
lari di  nn  numero  infiotto  di  lati»  e  quindi  la  mianra  del  cilindro  è  quella 
ateasa  del  priama.  Volendo  poi  adduroe  direttamente  la  dimoatrazione» 
ai  deve  ricorrere  al  noto  metodo  dei  limiti,  coneiderando  il  priama  iacritto 
differente  dal  cilindro  per  una  quantità  infioiteaima ,  cbe  dà  l'equazione 
dai  volumi  r—  F^O  cioè  V* -^  V,  e  T altra  delle  baai  D'^B-0 
o  aia  B'-^B;  onde  esaendo  A  l'altezza  comune,  l'eguaglianza  F*-* 
BxA  (2)  ai  converte  in  V^  BxA,  il  che  ec. 

Corollario,  Chiamando  al  aolito  B  il  raggio  della  base  circolare  del 
Cilindro  ed  A  l'allezza,  la  auperficie  della  base  ai  eaprime  da  itV  (3),  ed 
il  Buo  volume  da  F««iUtV.  E  ai  rifletta  che  aoasiatono  pei  cilindri  la 
stesse  propoeizioni  aopra  enunciata  pei  prismi  (4),  cioè  due  cilindri  gua- 
lunetta  Mtanno  in  ragion  eompoita  delle  baei  e  dèlie  altexxe,  ec.  ee. 

Lemma  avanti  ¥11.^ 

In  qualunque  tetraedro  si  posiono  formare  due  eerie  indefinite  dipri- 
emi  triangolari  in  modo  che  Veceetto  della  somma  di  quelli  dMla  prima 
serie  iopra  il  tetraedro  e  del  tetraedro  sopra  la  somma  degli  altri  della 
seconda  serie  sia  sempre  minore  di  qualunque  quantità  aeugnabile* 

Sia  il  tetraedro  SABC  (llg.  200) ,  di  coi  uno  apigolo  SC  al  divida  a 
piacere  in  parti  eguali  per  esempio  nelle  tre  SI,  IF,  FCy  e  pei  punti  di 
divisione  si  guidioo  i  piani  paralleli  alla  basa  ABC,  cbe  vi  producono 
le  comuni  sezioni  triangolari  GBI,  DBF ,  restando  al  di  fuori  11  primo 
piano  condotto  per  S,  Sopra  la  base  e  ciascuna  delle  successive  sezioni 
ai  deve  in  ogni  segmento  del  tetraedro  formare  un  prisma,  di  coi  l'ag- 
gregalo costituisca  la  prima  serie.  A  quest'oggetto  si  tirino  dai  vertici 
il  e  9  due  rette  Aa,  Bb  parallele  ad  SC,  cbe  occorrono  al  piano  DBF 
proloogalo  nei  punti  a,  b  posti  nel  prolungamento  dei  lati  FD,  FB;  per- 
che  Aa  dev'essere  nello  stesso  piano  di  SC  ed  SA  (5),  ch'é  quello  delia  fac* 
eia  SAC,  e  Bb  nel  piano  di  SC  ed  SB  cioè  della  faccia  SBC,  In  quesu 
guisa  i  tre  spigoli  paralleli  Aa,  Bb,  CF  compresi  fra  piani  paralleli  de- 
terminano il  prisma  triangolare  ABCabF  o  sia  AF  (0)  colle  basi  ABC^ 

(1)  tS.  F/.»  e  Scoi.  (2)  F."  (3)  18.  XII.''  (4)  F.**  Cor.  (5)  49.  /.•  Scoi. 
(0)  M.  Def  S. 
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a6F,  e  le  ftcce  laterali  tono  i  due  piani  condotli  per  Aa  e  ^hf  per  Bh 
e  CF  faori  del  tetraedro ,  ed  il  tene  per  CF  ed  Aa  cioè  il  piano  della 
faccia  SAC  ^  e  paossi  questo  prisma  AF  dire  in  parte   e9t$rno  relatlTa- 
mente  al  tetraedro  SABC, 

La  atessa  costroxiooe  si  replichi  rispetto  alla  sesione  DEF^  ch*è  quanto 
a  dire  si  tirino  le  rette  Dd,  Et  parallele  ad  SC  occorrenti  al  piano  GHl 
nei  ponti  d^^e  posti  sopra  i  lati  prolungati  IG  ^  IH  per  determinare  il 
prisma  DEFdiI  in  parte  aterno;  ed  ancora  si  replichi  rispetto  alla  se< 
iione  GHIf  conducendo  Gg,  Hh  parallele  ad  5C,  che  occorrono  al  piano 
tirato  per  S  in  9,  h,  per  determinare  il  prisma  in  parte  esterno  GHJghS 
e  sia  GS,  Questi  tre  prismi  AF,  DI,  GS  si  appartengono  alla  prima  se- 
rie; tutti  convengono  nella  circostanza  di  avere  due  facce  laterali  fuori 
del  tetraedro  e  la  terta  nel  piano  della  sua  faccia  SAC,  0  sia  di  essere 
in  parte  esterni;  ciascuno  di  essi  è  maggiore  del  Corrispondente  segmento 
del  tetraedro ,  essendo  per  il  primo  la  differenza  espressa  dal  solido 
AaDBhEy  ec;  onde  la  loro  somma  saia  certamente  maggiore  del  volume 
deirintero  tetraedro. 

Venendo  poi  ai  prismi  della  seconda  serie  »  questi  si  devono  formare 
sopra  ciascuna  sezione  presa  come  base  superiore  e  comprendersi  fra  due 
sezioni  consecutive;  per  lo  che  prolungando  al  di  sotto  gli  spigoli  Ddy  Ee 
del  prisma  DI ,  questi  incontrano  la  base  ne'  punti  d* ,  e'  posti  sopra  i 
iati  AC,  BCf  e  le  tre  rette  parallele  Dd',  Ee\  FC  comprese  fra  piani  pa- 
ralleli insieme  ai  piani  ec.  determinano  nel  primo  segmento  il  prisma 
triangolare  d'e'CDEF  0  sia  d*F  interno  rispetto  al  tetraedro.  Similmente 
gli  spigoli  Gg^  Hh  del  prisma  GS  prolungati  in  g\  h\  ec.  danno  origine 
al  prisma  interno  g'h'FGHI  nel  secondo  segmento;  ma  non  può  formarsi 
prisma  interno  neiruUimo  segmeulu,  e  quindi  il  numero  de'  prismi  in- 
terni di  questa  seconda  serie  è  minore  di  uno  di  quello  de'  prismi  in 
parte  esterni  della  prima.  Questa  circostanza  unita  airaltra  di  essere  ogni 
prisma  interno  minore  del  segmento  corrispondente  del  tetraedro,  espri- 
mendosi pel  primo  d'F  la  differenza  dal  solido  Ad'DBe*E  ec,  fa  sì  che 
la  somma  di  tnlti  i  prismi  interni  debba  resultare  minore  dei  volume  del 
tetraedro. 

Ora  egli  è  facile  di  provare  che  il  prisma  in  parte  esterno  di  qualun- 
que segmeaio  é  eguale  al  prisma  intemo  del  segmento  inferiore,  cioè  a 
dire  il  prisma  Di'^d'F^  il  prisma  GSmmg'i.  Ed  in  vero  eguali  sono  le 
basi  DEF,  d'eX  dei  primi  due  prismi  DI^  d'F;  eguali  (i)  e  similmente 
poste  le  facce  laterali  DEed ,  d*e'ED  per  ragione  di  DE  —  d'e ' ,  di  Dd 
—  d*D  (2),  e  dell'angolo  dDEmmDd'e*  (3);  ed  eguali  le  loro  rispettive  incli- 
nazioni sopra  le  basi,  cioè  gli  angoli  diedri  dDEF,  Dd'e'C  (4)  :  il  che  im- 
porta regnaglianza  dei  due  prismi  Di,  d*F  (5),  potendosi  la  stessa  dime. 

ti)  4%,  JV.^  Scoi.  t.  CI)  /P.  XVI.^  (3)  0.  F.»  (4)  fO.  F.*  W  t«.  //.* 


flraxi«M  replicare  per  doe  ftUmì  GS,  fi,  E  di  dò  coosegaiu  cke  l'ec- 
cesae  Mie  aemna  de'  primi  AW-^-  Dl-^  GS  della  prima  serie  sopra  la 
seaaia  d'F+  f*/  della  seconda  si  esprime  dal  prìsoia  t»  parfe  esfemo  AF 
del  primo  segmeoto. 

Qoesio  rtxfoeioio  sossiate,  qaalmqae  sia  il  aanero  dei  sesMentl  del 
Ceuaedro,  che  corrìsponde  al  DO«ero  delle  parti  egvali  di  SC ,  il  qnale 
Doaiero  poò  essere  grande  oltre  ad  ogni  immaginare,  nel  qnale  caae  pic- 
colissima resalta  la  grandeisa  delle  parti  e  quindi  la  distanxa  delle  sne- 
cessife  sezioni  ;  e  chiunque  intende  come  dalla  divisione  di  SC  In  im 
parti  stabilita  nella  figura  si  faccia  passaggio  a  qoella  in  6,  in  13,  ce.» 
snddiridendo  ogni  parta  in  2,  ec.  ec.  L'altezza  dnnqne  del  prisma  tu 
parte  titerno  del  primo  segmento  si  poò  rendere  sempre  più  piceola  di 
qoalnoqoe  qoantilà  assegnabile ,  ciò  che  ravvicina  sempre  più  a  sera  il 
soo  volarne  (1),  ch'esprime  la  differenza  delle  rispettive  somme  de'  prismi 
delle  due  serie  ;  e  siccome  11  v«*tome  del  tetraedro  al  comprende  fra  le 
dna  somme  anzidette,  cusl  a  foriiori  ai  conehinde  che  In  diffennia  fra 
la  somma  dei  prUmi  in  parte  esumi  della  prima  serie  ed  U  tetraedro,  o 
fra  il  tetraedro  e  la  somma  dei  prismi  iniemi  della  seconda  serie  può 
rendersi  semprs  minore  di  qualunque  quantità  aesegnabUe,  Il  che  ec. 

TU.''  /  dtie  tetraedri  8ABC,  TMNP,  che  hanno  le  basi  ABC,  HNP  e^ii»- 
valenti,  ed  eguaH  le  aliesse,  seno  equivalenti. 

S'immagini  in  ciaseon  tetraedro  eoo  spigolo  diviso  nello  stesso  nn- 
maro  di  parti  egaali,  per  eaemplo  SC  nelle  tre  parti  5/,  /F,  FC,  e  TF 
nelle  tre  rz,  ZQ,  QP,  e  pe'  ponti  di  divisione  si  guidioo  i  piani  paral- 
leli alle  basi,  che  determinano  le  sezioni  rispettivamente  equivalenti  GBi 
9àXVZ,DEFeàB0Q,  Imperciocché  si  fatti  piani  paralleli  dividono  nello 
stesso  nomerò  di  parti  egnall  le  perpendicolari  esprimenti  le  altezze  dei 
doe  tetraeilri  (2) ,  e  la  grandezza  delle  parti  resnlta  la  stessa  nelle  dne 
perpendicolari  egnali  ginsta  l'ipotesi;  per  lo  che  le  sezioni  anzidette  sono 
eqoidistani  1  da'  vertici  S,  T,  e  come  tali  equivalenti  (3).  Costruendo  adon- 
que  sopra  le  basi  e  le  soccessire  sezioni  I  prismi  in  parte  eetemi  con- 
siderati nel  lemma,  devono  essere  equivalenti  qo<slll  similmente  posti  cine 
AF  ed  MQ,  DI  ed  AZ,  GS  ed  XJ,  avendo  basi  equivalenti  ed  altezze 
egoali  (4);  onde  la  somma  di  simili  prismi  è  eostantcf  in  ogni  utraedro, 
qualunque  sia  il  loro  numero,  che  può  creseere  smisuratamente  mercè  la 
divisione  e  suddivisione  delle  parti  segnate  in  SC  a  TP,  Ora  si  supponga 
questo  numero  portato  al  segno  di  dare  la  differenza  iofinitesima  fra  la 
somma  dei  prismi  di  ciascuoa  serie  ed  il  rispettivo  tetraedro,  il  che  se- 
condo il  metodo  dei  limiti)  chiamando  Ft  P*  le  somme y  Te  T'  i  vo- 
lumi de'  tetraedri,  dà  l'equazioni  P— J— 0,  P'^T^^O,  o  sia  P— 7,  P* 
— T';  allora  avendo  dimostralo  P^P\  ne  conseguita  r«*r',  ch'è  l'equi 

(I)  r.*  (2)  49.  rr/.'  (3)  %t.  rti.''  scoi,  (i)  v.»  cor. 
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Talenta  de'  ▼olomi  de*  doe  tetraedri.  O  in  altra  goisa  se  ci  piacesse  di 
supporre  differenti  1  doe  tetraedri,  ammettendo  per  esempio  7— 7'  — f/, 
si  potrebbe  in  forza  del  lemma  rendere  la  dilTerensa  P* — T'  <  d ,  come 
qaella  eh' è  capace  di  divenire  minore  di  qoainnqae  qoantitè  assegnabile 
e  per  coosegaente  di  d  per  quanto  piccolo  si  volesse  Immaginare;  e  questa 
ineguaglianza  P'—T'Kd  cioè  F^T^kT-^T*  per  ragione  di  P-F  si 
conTertirebbe  nelValtra  P — T*<T—T\  che  darebbe  l'assordo  di  P<7. 
Dunque  ec. 

YlII.'^  Il  volume  di  una  piramide  qualunque  è  mieurato  dcd  terto  del 
prodotto  di  ba$e  per  altexxa. 

Considerando  da  prima  la  piramide  triangolare  SÀBC  (6g.  907.  N*  1.)» 
ci  facciamo  a  provare  che  il  suo  volarne  è  la  terza  parte  del  prisma  co- 
stroito  sopra  la  sua  stessa  base  ABC  e  colla  medesima  altezza.  A  questo 
oggetto  si  guidino  da  doe  vertici  qualunque  per  esempio  A,  C  le  rette  AMf 
CN  parallele  ed  eguali  allo  spigolo  B5,  e  la  mercè  dei  piani  convenienti 
si  determini  il  prisma  triangolare  ABCMSN  della  stessa  base  ed  altezza 
del  tetraedro  SABC;  il  quale  prisma  si  può  considerare  formato  da  esso 
tetraedro  e  dalla  piramide  quadraogolare  SACNM  col  vertice  in  5  e  colla 
base  parallelogramma  ACNM  corrispondente  ad  nua  faccia  del  prisma, 
che  si  vede  separatamente  (fig.  207.  N.  2.).  Se  si  conduce  in  questa  fac- 
cia la  diagonale  AN  ed  il  piano  deOnito  pel  punto  5  e  per  AN  (!}»  viene 
la  piramide  quadrangolare  a  scomporsi  nel  duo  tetraedri  SAMN^  SACN 
equivaleoli  (2),  come  quelli  che  hanno  le  basi  eguali  AMN ^  ACN  {%)  e 
la  stessa  altezza  per  ragione  del  vertice  coroooe  S»  Ora  uno  di  essi  te- 
traedri (flg.  207.  N.  1  e  N.  2.)  SAMN  si  può  considerare  col  vertice  in  A 
e  colla  base  Jf5ÌV,  il  che  dà  la  stessa  altezza  del  prisma,  ch'è  quella  del 
tetraedro  SABC ,  e  la  base  MSN  eguale  alla  base  ABC  ;  dunque  i  due 
tetraedri  SAMN,  SABC  sono  equivalenti  (4),  e  quiodi  tutti  e  tre  i  tetrae- 
dri SABC,  SAJUN,  SACN  componenti  il  prisma  resultano  equivalenti  fra 
loro,  eh*  è  quanto  a  dire  il  tetraedro  SABC  è  la  terza  parta  del  prisma 
ABCMSN  e  di  qualunque  altro  della  stessa  altezza ,  che  può  costruirsi 
sopra  la  stessa  base  ABC  (5).  Laonde  la  misura  del  tetraedro  è  la  terza 
parte  di  quella  del  prisma  valutata  dal  prodotto  di  base  per  altezza  (6), 
il  che  verifica  Tenunciazione  nel  caso  del  tetraedro. 

Avendo  poi  riguardo  ad  una  piramide  poligona  qualunque  SABCDB 
(fig.  178.),  essa  può  scomporsi  nei  tetraedri  SABB,  SBEC,  SCED  della 
slessa  sua  altezza ,  di  cui  ciascuno  ha  per  misura  il  terzo  del  prodotto 
della  rispettiva  base  triangolare  per  l'altezza;  onde  si  stabilisce  essere 
la  loro  somma  cioè  le  piramide  poligona  misurata  da  un  terzo*  della  som- 
ma delle  basi  ABE-^-BEC-^-CED  cioè  da  un  terzo  della  sua  base  ABC  DE 
moltiplicata  per  Taltezza.  11  cbe  ec. 

(I)  19.  I.*»  (2)  VIL°  (3)  /i.  //."  (4)   VII."*  (5)  F.<»  Cor.  (6)  r.° 
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Corollario,  La  proposìzioDe  «donqQe  subiliu  pel  tetraedro  «i  estende 
ad  Qoa  piramide  qoalooqae  ,  cb*  è  sempre  le  lerxe  parie  di  «o  prisma 
coatraito  aopra  la  aaa  base  e  colle  ateasa  altctia.  Se  poi  veniamo  fom- 
paraodo  dae  pirenidi  fra  loro»  che  hanoo  i  volami  F,  F' ,  J«  Inai  B,  B\ 

BxA    B'XA' 

e  le  alteize  A,  A%  si  ouieoe  T  :  V*  ::  —^—  ;  — j—  r.BxA:  B*xA\ 

cioè  due  jdramlél  qualunque  stanno  in  ragion  composta  dtUt  basi  e  détU 
altezze ,  dod  aUrimenti  che  i  prismi  ;  quindi  per  le  piramidi  sassisiooo 
le  stesse  proposizioal  altreve  noute  pel  prismi  (1),  o  sia  le  ptVamtdt  di 
basi  equivalenti  stanno  com$  le  altezze ^  ec.  ec. 

Seolio,  Stabilita  la  misara  delie  piramidi,  siamo  io  istato  di  Talotare 
Il  volarne  di  qaalanqae  poliedro,  che  può  sempre  scomporsi  io  piramidi, 
e  quindi  la  misara  del  poliedro  resolta  dalla  somma  di  tutte  le  misora 
Uelle  piramidi.  Cosi  per  esempio  nel  caso  del  poliedro  ABCDEKH{Ug,  177.) 
già  considerato  (2)  si  hanno  le  tre  piramidi  componenti  cioè  la  penta- 
gona  HABCDE  e  le  dae  triangolari  HEAK,  BABK;  per  lo  che  non  si 
deve  far  altro  che  misurare  le  superficie  delle  basi  (3)  e  le  perpendicolari 
abbaasate  dal  vertice  cornane  H  sopra  le  stesse,  moltiplicando  ogni  su- 
perficie per  la  rispettiva  altezza,  e  prendere  in  fine  il  terzo  della  somma 
dei  partieolari  prodotti.  La  scomposizione  poi  del  dato  poliedro  in  pira- 
midi è  arbitraria,  purché  vi  si  comprenda  l' intero  suo  velame;  e  d'or- 
dinario si  sceglie  quel  sistema  eh' è  più  comodo  per  la  misura,  avendo 
riguardo  alle  basi  ed  alteize. 

IX.®  //  volume  del  cono  ha  per  misura  il  terzo  del  prodotto  della  base 
per  Valtezza. 

Imperciocché  qualunque  cono,  retto  o  obliquo  che  sia ,  si  può  riguar- 
dare come  una  piramide  a  base  circolare  (4),  e  però  la  sua  misura  è  quella 
stessa  della  piramide.  Si  può  ancora  recare  la  solita  dimostrazione  del 
metodo  dei  limiti ,  considerando  la  piramide  Iscritta  diATerente  dal  cono 
per  una  qnantità  infinitesima,  nel  quala  caso  si  ha  l'equazione,  dei  vo- 
lami F'— F«-0  o  aia  V'^V,  e  l'altra  delle  basi  B'—S;  per  lo  che 

B*x  A 

chiamando  A  l'alteiza  comone,  si  ottiene  l'eguaglianza  F'  —  — = —  (5}, 

BxA 
e  questa  si  converte  in  F—t-t —  giusta  l'enuDciaziooe. 

Corollario.  Ritenuta  la  solila  segnalare  del  raggio  R  della  base  e  del- 

AB^4^ 
raltezza  Af  ai  ha  il  volume  del  cono  F-* — ^—^  ch'è  la  terza  parta  del 

o 

cilindro  della  stessa  base  ed  altezza  (6);  e  pei  coni  si  verificano  le  slessa 

(1)  F.'*  Cor.  (2)  n.  XS  Scoi.  (3)  i8.  XUI.''  (4)  «5.  F//."  e  Scoi. 
(tt)  FU/.»  (6)  ri.''  Cor. 
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proposizioni  ^ià  eDOMlaie  per  lo  piramidi  (1),  cfoò  t  coni  Hanno  in  ragion 
eompoita  delle  baii  e  delle  altette ,  ec.  ee  ;  ed  in  queste  proprietà  eoo- 
veogoDO  i  prismi,  le  piramidi,  I  eiliodrl,  ed  i  coni,  come  in  particolare 
si  è  notato. 

X.^  Se  M  taglia  la  piramide  o  U  cono  con  un  piano  parallelo  aUa 
òaf  e,  il  volume  del  tronco  piramidale  o  conico  è  eguale  a  tre  piramidi 
o  coni  della  $te$ta  altexxa  del  tronco,  di  cui  le  boti  sono  la  baee  inferiore 
del  tronco f  la  superiore^  e  la  media  proporzionale  geometrica  fra  le  ìte$$$. 

Sia  la  piramide  SABCD  ec.  (fig^.  191.),  e  si  consideri  il  tronco  com- 
preso fra  la  base  ABCD  ec  e  la  sezione  ahcd  ec.  parallela  alla  base  (S). 
Sappooendo  conosciuti  i  lati  omologhi  AB^a,  ab^b,  Taltezza  del  troneo 
Oo'^dt  si  cerca  l'altezza  So^x  della  piramide  superiore  Sabcd  ec*  per 
mezzo  della  proporzione  (3)  AB  (—a)  :  ab  (-«&)  ::  SO{^x  +  d)i  So  (— «), 
la  qnale  db  ax^b  lx  +  d){Ji\g^  N.^  171)  o  sia  ax  ^  bx -^  bdy  e  9»  n% 

bd 

deduce  x  — :  (Alg.*  N."  50).  In  questa  guisa  chiamando  B  la  super- 

a — o 

Gcie  della  base  ABCD  ec.  e  B*  quella  dell'altra  abcd  ec  si  ha  (4)  la  pira- 
li  (x  +  d)        ,  B'x 

mide  SABCD  ce  — —  ,  Sabcd  "fec.  —  —,  di  cui   la  differenza  e- 

3  o 

'       M,               B{x  +  d)'--B'x      {B-'B')xi-Bd  . 

aprirne  il  tronco^  — r ;  e  sostitnendoYi 

bd       B-^B*      Bd 
il  Talora  superiore  di  op ,  si  ottiene  tronco  —  — ;  x  — r —  +  -r- . 

<l— 0  u  O 

Volendo  trasformare  questa  espressione,  si  ricorre  alla  proporzione  (5) 

b^B  b*B 

B  :  0'  ::  a«  :  &«,  che  somministra  B*^  — ,  e  quindi  B— B'  — B—  — 

a»         ^  a» 

((ia_6«)  B      [a-\'b){a^b)B 
— ,  -      —        -      , ,  onde  in  forza  della  sostituzione  di  ^^a»- 

(<i(a4-ò)(a->()B      Bd      bd(a-\-b)B 

sto  talora  ne  resulta  tronco  —  — -- — h  -r-  —         «>  , i- 

3  (a— 6)  a«  3  3a" 

Bd      bdB  .  b*dB  ,  Bd      dibB      b^B  ^      \     ^  ^     ^        , 

—  — i-  --: i--:r  —  ri 1 +B).  In  questa  formula  ap- 

3         3o        3a«         3       3  V  a        a*  / 

punto  si  comprendono  le  misure  delle  tre  piramidi  sopra  enunciate  :  d  è 

b*B 

l'altezza  comune  di  tutte,  B  la  base  inferiore  del  tronco,  —  —  B*  la  su- 

&B 

periore,  e  —  la  media  proporzionale  geometrica  fra  B  e  B*  cioè  fra  B  e 
a 

—  (Alg.*  N.o  172);  il  che  ec 


(i)  F///.«  Cor,  (2)  fiS.  /F.«  (3)  W.  VII''  l4)  vni^  (5)  «.  VIL' 
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Si  coiMideri  ad«MO  il  cono  SÀB  (ffg.  192.^  ed  il  tuo  tronco  deinUo  dalla 
SftioDe  circolare  CEL  parallela  alla  base  (1)  ;  e  s*  immaf ioi  la  piramide 
irlaogolara  TMNP  colla  base  MKP  eqoif  alenie  al  circolo  (2)  di  base  del 
cooo,  e  della  atessa  alteua  del  cono.  Allora  situando  le  basi  della  pira- 
mide e  del  cono  sopra  lo  steaso  piano,  il  proluogamento  del  piano  se- 
cante CJSL  determina  nella  piramide  la  setione  mnp  equivalente  al  cir- 
colo CEL;  perchò  queste  due  sezioni  sono  equidistanti  da'  vertici  T,  S, 
e  si  può  conchiudere  la  loro  equivalenza  (3) ,  essendo  si  nella  piramide 
che  nel  cono  il  rapporto  della  sezione  allo  base  egunle  a  quello  de'  qua- 
drati delle  distanze  (4).  Equivalenti  reaultano  adunque  la  piramide  TJUNP 
ed  il  cono  SÀB,  la  .piramide  Tmnp  e  il  cono  SCL  ,  e  quindi  i  rispettivi 
tronchi;  onde  le  tre  piramidi  sopra  determinate  rispetto  al  tronco  pira- 
midale si  convertono  ne*  tre  coni,  che  hanno  la  stessa  altezza  del  tronco 
di  cono  e  le  tre  basi  corrispondenti  alla  base  inferiore,  alla  superiore  ed 
alla  media  geometrica  fra  le  due  basi  anzidette  del  tronco  di  cono.  Il 
che  ec. 

Corollario,  Indicando  al  solito  per  It  ed  It'  1  raggi  delle  due  basi  del 
tronco  di  cono,  la  superficie  della  base  ioferiore  è  12  V,  la  superficie  della 

superiore  B^*^,  e  la  loro  media  proporzionale  geometrica  {/B*B**ic*  -^ 

JtitV;  per  lo  che  chiamando  A  Taliezza  del  tronco,  si  ottiene  il  suo  vo- 

A  A* 

lume  F--(ll*«'+jR'««f4.jRir<e)  --_(iii+ii'«+/M?');  ij  qaale  volume  si 
3  3 

sarebbe  ancora  ottenuto  immediatamente  con  determinare  da  prima  l'al- 

teiza  SE^x  del  cono  superiore  SCL  per   mezzo  della  proporzione  AO 

R*A 

(-«)  :  CE  (-il*)  ::  SO  l^A+x)  :  SE  (-«),  che  avrebbe  dato  as  -  -— _  , 

#1— /f* 

e  qnindi  il  volume  del  tronco  eguale  alla   differenza  dei  due  coni  SAB 

— SCL^ — ,  ec.  ec. 

o  3 

^I.^  Il  iolido  d9$crUlo  da  un  triangolo  qualunque  ,  eh9  si  rivolge  in- 
tomo ad  un  asse  condotto  a  piacere  per  uno  dei  suoi  vertieit  purché  non 
eia  dentro  al  triangolo ,  ha  per  misura  il  prodotto  del  terzo  della  per- 
pendicolare guidata  dal  vertice  sopra  il  lato  opposto  per  la  superficie  con- 
vessa descritta  da  questo  lato, 

y°  caso.  Sia  11  triangolo  ABC  (fig.  2080,  e  Taase  condotto  pel  vertice  C 
coincidente  col  lato  CA,  Allora  se  la  perpendicolare  l^ff  abbassata  sopra 
Tasse  CA  dal  vertice  opposto  B  cade  dentro  al  triangolo,  la  sua  rivolu- 
zione intorno  all'  asse  CA  equivale  a  quella  dei  due  triangoli  retuogoli 
CBHf  ABH ,  ch'é  quanto  a  dire  il  solido  generato  dal  triangolo  ABC 
resulta  dai  due  coni  colla  base  comune  di  ceptro  H  e  raggio  BBf  e  coi 

(1)  tS.   rUL'^  (2)  48.  X.«  (3)  M.   K/i."  Scoi  (4)  %S.  //.*  jCor. 
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vertici  ìd  C  ed  J,  il  quale  solido  prende  il  nome  di  doffio  cono:  ed  io 
dico  dover  essere  la  misura  di  questo  solido  una  terza  parte  del  prodotto 
della  perpendicolare  C9i,  sopra  AB  per  la  superficie  convessa  del  cono 
descritto  dal  lato  AB  opposto  a  C.  Imperciocché  Tespressione  primitiva 

CAXsyp.BH 

della  misura  del  doppio  cono  cioè  di  so^  CBìA  — ^ (1)  per 


ragione  di  iup,  BU^ (2)  prende  la  forma  di  tol.  CBA^ 


BHxeire.BH 

CA  X  BHX  eire,  BH 

r— r ;  ed  avendo  riguardo  ai  triangoli  rettangoli  simili 

CAMy  BABf  che  danno  la  proporzione  CA  :  CHi  ::  AB  :  BH  e  quindi 

CM-xABXoire.BH 


CAxBH'-'CMxAB,  la  stessa  si  converte  in  $ol.  CBA^ 


2.3 


Ora  il  prodotto    —       ^ è  la  misara  della  superficie  convessa  del 

cono  descritto  da  Jl?  (3),  che  noi  indichiamo  per  »up.  con,  AB,  onde  sì 

CMXiup.  con.  AB 
ottiene  la  misura  enunciata  toL  CBA  — z . 

Se  poi  la  perpendicolare  BH  cade  fuori  del  triangolo  CBA  (fig.  209.), 
il  solido  generato  dallo  stesso  corrisponde  alla  differenza  dei  coni  dei 
due  triangoli  rettangoli  CBH,  ABH,  cioè  all'esterno  presenta  la  super- 
ficie conica  di  CBH  ^  ed  air  interno  il  voto  conico  di  ABH,  Per  lo  che 

,    ^„         {CH^AH)Xtwp.BH      CAXiup.BH 

SI  ha  $ol,  CBA  — r — ^ ,  e  si  continua 

la  dimostrazione  come  sopra. 

Si*  caso.  Sia  l'asse  CD  fuori  del  triangolo  CBA  (fig.  210.) ,  ed  il  lato 
BA  prolungato  occorra  all'asse  in  D.  Abbassando  dai  vertici  A,  B  le  per- 
pendicolari AK,  BH  sopra  CD,  se  queste  cadono  dalla  stessa  parte  ri- 
spetto a  C  (fig.  210.  N.  1.),  il  solido  generato  dal  triangolo  CBA  pre- 
senta airesterno  la  superficie  del  tronco  di  cono  del  trapezio  AKHB  in- 
sieme a  quella  del  cono  del  triangolo  rettangolo  CBH  posato  sopra  la 
sua  base  inferiore,  mentre  ali*  interno  ci  ha  il  voto  conico  del  triangolo 
rettangolo  CAK  sopra  la  base  superiore  del  tronco  e  col  vertice  in  C. 
Se  poi  le  perpendicolari  anzidette  cadono  in  parti  opposte  rispetto  a  C, 
(fig.  210.  N.  2  ) ,  allora  il  solido  resulta  dal  tronco  di  cono  del  trape- 
zio AKHB  coi  due  voti  conici  dei  triangoli  rettangoli  CAK  ^  CBH,  che 
hanno  il  vertice  comune  in  C  e  le"  stesse  basi  del  tronco.  Fraltanio  si 
può  la  dimostrazione  derivare  in  generale  dal  primo  caso  di  questo  teo- 
rema, riguardando  il  solido  generalo  dal  triangolo  Ci? J  (fig.  210.  N.  J, 
e  N.  2)  come  la  dilTerenza  dei  due  solidi  dei  triangoli  CSD.  CAD,  che 

(1)  iX^  (2)  ^8,  X.<>  (3)  »5.  F//.« 
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•i  rWolgODo  Intorno  all'atee  CD  coiaeidoDte  col  lato.  Io  qoetta  goiaa  ai 

tira,  la  perpeodieoUre  CM  aopra  AB,  e  ai  aubiliace  $ol.  CBA  ^sol  CBD 

CM  CM 

^sol*  CAD  ^  -=-  X(««p.  co».  DB-^tup.  con.  DA)  ^  —Xiup.   di 

trontQ  di  ABy  esaendo  appnoio  la  dilTcreoxa  della  doe  sopcrficie  coniche 
di  DB  e  DA  cspreasa  dalla  saperGcie  coDveaaa  del  tronco  di  cono  de- 
acrluo  da  AB. 

S^  caio.  Sia  l'aaae  CD  parallelo  al  lato  JS  del  triangolo  CBA  (fig.  211.), 
nel  quale  caso  le  perpendicolari  AK  e  BH  aopra  V  aaae  CD  »  e  CM  ao- 
pra AB  8000  eguali.  Allora  ae  le  prime  dae  perpendicolari  cadono  dal- 
runa  e  dall'altra  parte  di  C  (fig.  211.  N.  1.),  il  aolido  del  triangolo  CBA 
eorriaponde  al  cilindro  del  rettangolo  BAEH coi  dae^oti  conici  del  trian- 
goli retungoli  CAK^  CBB  all' interno,  cioè  ai  ha  iol.  CBA^cil,^  BAKH 

(Kn\  %KH 

KU j- jXfttp.  Cif— — r-X«ip.  CJf— 

SJTff      CM        ,      ^^     KHxCMxcJTc.CM  _^       .      ^^  ^ 

--—-  X  -^  X  etra.  Ctf  — = ;  ma  KHx  ctnc.  CM  è 

3  2  «> 

la  miaura  della  anperficie  convessa  del  cilindro  descritto  da  AB  (1);  don- 

CM 
qne  al  ottiene  a  tenore  deirenonciazione  sol.  CBA  —  — -  x  9up,  eil.  AB, 

8e  poi  le  dne  perpendicolari  AK,  BH  cèdono  dalla  steaaa  parte  di  C  (fig.  SI  I. 

N.  2.),  il  aolido  reanlta  dal  cilindro  di  BAKH  insieme  al  cono  di  CBH 

air  ealerno  e  dal  Yoto  conico  di  CAK  all'interno  ,  e  ai  ha  sol.  CBA^ 

f            CH^CK\ 
oi7."  BAKH + cono  CBH-^cono  CAK"  l  KH  + r 1  X  f«p.  CJT— 

{*      KH\  ^KH 

KH-^—-  )  X  Slip.  Clf  —  -~^  X  $up.  CMf  continuando  la  dimostra- 
zione come  aopra.  Dunque  ec. 

Scolio,  Molto  elegante  reaolta  il  teorema  già  dimoatrato,  come  quello 
che  comprende  in  unica  formula  la  misura  dei  solidi  in  apparenza  di- 
Tersi,  che  possono  genererai  dalla  rirolaziooe  di  un  triangolo  qualunque 
^  Intorno  ad  un  asse,  ed  ancora  ri  si  comprende  il  caso  del  cono  generato 
dal  triangolo  rettangolo  (2)  ;  imperciocché  nel  triangolo  rettangolo  per 
eaemplo  CHB  riguardando  C  come  vertice  ed  il  cateto  CH  come  asse,  lo 
atesso  cateto  CH  esprime  la  perpendicolare  condotta  da  C  sopra  11  lato 
.  oppoato  BHf  eh' è  l'altezza  del  cono,  e  la  anperficie  descritta  da  BH  è 

CH 
il  piano  circolare  della  sua  base,  e  così  la  nota  mianra  -^  x  sup.  BH  (3) 

3 

di  questo  cono  entra  nella  formula  generale  del  teorema.  E  qui  si  oa- 
Bcrvi  che  l'anzidetta   formula   generalo  (fig.  208  e  211.)  sol.  CBA^^ 

(i)  W.   17.»  (2)  iS.  Def.  /.  (3)  IX  • 
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CMxiup.di  AB    ,      ^  ,     ,         ,        ,  t.  I  ... 

^  8i  poò  tradorre  in  an  aura  espressione,  quando  si  ri- 

flette  che  la  soperficte  convessa  descritta  da  AB  ha  per  misura  la  retta 
generatrice  AB  moltiplicata  per  la  circonferensa  C  descritta  dal  sno  punto 

CMXAB>CC 

ai  mezzo  (1),  il  che  dà  gol.  CSA  — = : —  ;  f  siccome  CJIf  X  AB 

9 

corrisponde  al  doppio  dell'area  del  triangolo  CBA  (2),  così  l'nltlma  espres- 
sione si  converte  in  solido  CBA  —  Ys  CBA  x  C  cioè  a  dire  a  due  terzi  del 
prodotto  dell'  area  del  triangolo  CBA  per  la  circonferenza  deeeritta  dal 
mezzo  del  lato  AB  opposto  al  vertice  C ,  donde  si  conduce  V  asse,  eh'  è 
la  misura  enunciata  nella  Geometria  di  Le-Gendre  (lib.  yiii.  propos.  xiv). 

Corollario.  Cofasideraodo  ona  serie  di  triangoli  format]  dai  successivi 
lati  AB ,  BC  t  CD  f  ec.  di  un  poligono  regolare  al  centro  L  del  circolo 
iscritto  o  circoscritto  (fig.  194)  cioè  ABL ,  BCL ,  CDL ,  ec.  ed  on  asse 
qualanque  condotto  per  L ,  le  perpendicolari  abbassate  'dal  vertice  co- 
mune L  sopra  i  lati  opposti  AB  ^  BCf  CD,  ec.  corrispondono  eguali  al 
raggio  del  circolo  iscritto  (3);  per  lo  che  il  solido  generato  dalla  rivolw 
zione  di  qualsisia  numero  di  simili  triangoli,  che  compongono  un  set- 
tore poligono,  ha  per  misura  il  prodotto  di  un  terzo  del  raggio  del  ctr- 
colo  iscritto  per  la  superficie  descritta  della  serie  dei  lati  AB,  BG,  CD,  ec 
Questa  prima  espressione  si  poò  trasformare  in  un'altra,  sostituendovi  il 
valore  della  superflcie  eguale  alla  porzione  dell'asse  compresa  fra  le  per- 
pendicolari Wreme  moltiplicata  per  la  circonferenza  del  circolo  iscritto  (4); 
e  siccome  il  prodotto  di  raggio  per  circonferenza  dà  il  doppio  della  su- 
perficie di  circolo  iscritto  (5},  così  ne  proviene  la  seconda  espressione  del 
solido  generato  dal  settore  poligono,  eh' è  il  prodotto  di  due  terzi  della 
porzione  dettasse  compresa  fra  le  perpendicolari  estreme  per  la  superficie 
del  circolo  iscritto.  In  questa  guisa  chiamando  JR  il  raggio,  E  la  super- 
Gcie  del  circolo  iscritto,  e  sopponendo  Tasse  AF,  si  ottiene  il  solido  ge- 
nerato dal  settore  poligono  LABCD  ^  ^/i  AH  x  E ^  quello  del  set- 
tore LBCDE-^^/s  RExE,  e  nel  caso  del  poligono  regolare  di  uo  nu- 
mero pari  di  lati  V intero  solido  generato  dal  semipoUgono  ABCDEF  ha 
per  misura  il  prodotto  di  un  terzo  del  raggio  del  circolo  iscritto  per  la 
superficie  descritta  dal  nmipoligono  o  eia  */s  AFXE, 

Xll.°  //  settore  sferico  generato  dalla  rivoluzione  del  settore  eireo- 
lare  OBA  intorno  al  raggio  OA  come  asse  ha  per  mitura  il  terzo  dei  rdjg* 
gio  moltiplicato  per  la  superficie  della  zona  descritta  dalVarco  BA ,  la 
quale  zona  gli  serve  di  base;  e  V  intera  sfera  è  misurata  dal  terzo  del 
prodotto  del  raggio  per  la  superfieie  sferica  (Gg.  195). 

Imperciocché  qualunque  arco  BA  del  circolo  sensibilmente  si  confondo 

();  ^ii.  iX.«  (2;  18.   17.»  (3)  45.  //.•  (4)  «5.  X.*  (5)  48.  X» 
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con  Qoa  serie  di  lati  del  poligrao  regolerà  circoseritto,  dalla  qoale  serie 
non  differisce  che  per  ona  quantità  InGnitesima;  per  lo  che  giusta  il  nolo 
metodo  dei  limili  il  solido  generato  dal  settore  circolare  OBÀ  foioreo 
all'  asse  OA  si  paò  stabilire  eguale  al  solido  del  settore  poligono  com- 
preso fra  gli  stessi  raggi  OB,  OA,  ed  è  come  tale  misurato  dal  prodetto 
del  terzo  del  raggio  per  la  superficie  descritta  da  quella  serie  di  lati  (1) 
cioè  dall'arco  i'^,  costituendo  questa  superficie  la  lona  ad  una  sola  base, 
di  cui  il  raggio  corrisponde  alla  perpendicolare  BX  condotta  da  B  sopra 
l'asse  OAf  e  Taltezza  alla  porzione  AX  dell'asse  (2).  Riguardando  poi  il 
semicircolo  AJHF  come  un  semipoligono  regolare  che  si  ritolge  intorno 
all'asse  AF  eguale  al  suo  diametro  (3),  ne  conseguita  che  il  solido  gene- 
rato cioè  la  sfera  debba  avere  per  misura  il  prodotto  del  terzo  del  rag- 
gio per  la  superficie  descritta  da  quel  semipoligono  o  sia  dal  semieircolo, 
eh'  è  appunto  V  intera  superficie  sferica.  Il  che  ce. 

Corollario  /.°  La  sfera  adunque  va  compresa  per  ragione  della  sua 
misura  nella  classe  del  solidi  piramidali,  e  si  può  a  dire  il  vero  riguar- 
dare come  l'aggregato  di  un  numero  infinito  di  piramidi  coi  vertici  co* 
muni  al  centro  e  colle  basi  infioitesime  prese  sopra  la  superficie  sferica; 
onde  la  sfera  è  equivalente  ad  una  piramide,  che  ha  per  altezza  il  suo 
raggio  e  per  base  la  sua  superficie  cioè  un  circolo  di  raggio  doppio  di 
quello  della  sfera  (4).  E  si  può  stabilire  la  seguente  formula  per  calco- 

B  4AV 

lare  il  volume  F  della  sfera,  ch'è  T— -  x4A*4r—  —^—txuì   si   può 

dare  un'altra  forma,  sostituendovi  la  metà  del  diametro  D  cioè  -^  in  yece 

^.   „  4DV      Diit 

di  Bf  e  SI  ottiene  V  —  „  ,  —  -^  • 

Corollario  t.^  Se  s'immagina  an  poliedro  formato  da  plani  tangenti 
alla  superficie  sferica,  che  dicesi  poliedro  circoscritto  alla  sfera,  si  può 
lo  stesso  scomporre  io  piramidi  coi  vertici  al  centro  della  sfera,  pren- 
dendo ciascuna  delle  sue  facce  come  base.  Così  tutte  le  piramidi  devono 
avere  la  stessa  altezza  espressa  dal  raggio  della  sfera  condotto  al  ponto 
di  eoDiaito  della  rispettiva  base  (tt),  ed  il  volume  di  ciascuna  corrisponde" 
al  terzo  del  raggio  della  sfera  moltipllcato  per  la  faccia  del  poliedro  che 
le  serve  di  base.  La  somma  adunque  di  tutte  le  piramidi  o  sia  il  volume 
*  del  poliedro  (6)  resulta  eguale  al  prodotto  del  terzo  dèi  raggio  della  sfera 
per  la  somma  di  totte  le  sue  facce  cioè  per  Finterà  sua  superficie,  e 
quindi  •  du§  volumi  della  sfera  a  del  poliedro  circoscrilto  stanno  nello 
stesso  rapporto  delle  rispettive  superficie,  togliendo  il  fattore  comune  un 

(1)  X/.«»  Cor.  (2)  «ò*.  X//.'*  (3)  io.  A7.«  (4)  SiS.  X/.«  Cor.  (5)  2S.  r.'> 
(6)  Vm.''  Scoi. 
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tergo  d9l  r€i^gi9  dai  dae  lermini  del  rapporto  ;  It  quale  proposiziooc  è 
analoga  a  qoelTa  stabilita  pel  circolo  rispetto  al  poligono  circoscritto,  di 
odi  le  aree  conservano  il  medesimo  rapporto  dei  perimetri  (1). 

Corollario  3.^  Volendo  esprimere  il  volarne  V  del  settore  sferico  ge- 
nerato dal  settore  circolare  OBA,  s'indica  per  A  Taltezza  AX  della  lonn 
che  gli  serve  di  base,  il  che  dà  la  superficie  di  qaesta  zona  ^AH^  (2)  e 

quindi  la  formala  F  —  ^  x  2AR^  —  — r — •  Si  può  ancora  considerare 

un  secondo  settore  circolare  concentrice  al  primo  e  determinato  dagli 
stessi  raggi  OH,  OA  prolungati  cioè  il  settore  OKH^  che  rivolgendosi 
intorno  allo  stesso  asse  OH  produce  no  secondo  settore  sferico,  cui  cor- 
risponde la  zona  generata  dell'arco  KU^  che  .ha  il  raggio  della  base  e- 
spresso  dalla  'perpendicolare  KG  sopra  l'asse  e  l'altezza  da  BG,  La  dif- 
ferenza di  questi  due  settori  sferici  concenti  ici  dà  origine  ad  un  solido 
compreso  fra  le  due  superficie  sferiche  BAC ,  KHL  e  fra  la  saperficle 
convessa  del  tronco  di  cono  descritto  da  BK,  cui  si  de  in  architettura 
il  nome  di  calotta  sferica;  e  noi  veniamo  qui  stabilendo  la  formula,  af- 
finchè se  ne  possa  facilmente  calcolare  il  volume.  A  quest'oggetto  si 
supponga  il  raggio  della  sfera  più  piccola  OB  —  R ,  quello  della  piCi 
grande  OjfiT— It',  e  l'altezza  della  zona  oella  sfera  più  piccola  cioè  AX 
—  Ay  dai  quali  dati  si  può  da  prima  dedurre  1'  altezza  HG  della  tona 
nell'altra  sfera;  imperciocché  essendo  simili  1  due  archi  BA,  KB  ed  i  loro 
doppi  BAC  y  KBL ,  le  altezze  AXy  BG  sono  dimensioni  omologhe  pro- 

porzionali  ai  raggi  (3),  e  quindi  si  ha  A  :  R*  ::  A  :  EG^-^^  lo  questa 

2  R*A  IR'^A* 
gui^  si  ottiene  il  settore  sferico  OKL  —  ^x-^  X  ll"<f— — 5-^ — »  ^^ 

3  XI  àR 

.    .       ^«^       2R^A^      2RM* 
coi  sottraendo  l'altro  settore  sferico  OBC  —  — r —  —  — -— — 1  neresul- 

o  ole 

2R^A^—2RiA«      2A^ 
ta  il  volume  della   calotta  F— — —  -^  («'5  —  Ri), 

Corollario  à.^  La  parte  del  volume  della  sfera  racchiusa  fra  due  se' 
micircoli  mcusimi  condotti  per  h  stesso  diametro  come  per  ssempio 
AMF,  AlF,  che  dicesi  per  ragione  della  sva  /i^tira  coneo  0  unghia  sfe- 
rica, ha  per  misura  il  prodotto  del  terzo  del  raggio  pel  fuso  corrispon» 
dente»  Ed  in  vero  il  rapporto  stabilito  fra  la  superficie  sferica  ed  il  fu- 
so (4)  vale  ancora  pei  volami  cioè  per  la  sfera  e  pel  cuneo  ,  perchè  in 
quella  dimostrazione  la  coincidenza  dei  fusi  si  argomenta  dall'altra  dei 
rispeiti\i  volumi.  La  sfera  adunque  sta  al  cuneo  MAFI  conic  la  super- 
ficie sferica  al  fuso  AMFiAy  o  come  il  prodotto  di  un    terzo  del  raggio 

(1)  i8.  X."  Cor.  (2)  25.   A7/."  Cor.  (3}  17,   F/."  Scoi.  (*)  t5,  X///.** 

28 
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per  la  su  per  Gei  e  sferica  al  prodotto  di  un  terzo  del  raggio  pel  Tuso  ;  ed 
essendo  la  sfera  eguale  al  primo  prodotto,  ne  coosegoita  il  cuneo  eguale 
al  secondo.  Volendo  poi  valutare  il  volume  del  cuneo ,  fa  d' uopo  cooo- 

i  i 

scere  l'arco  Jlf/—  g°,  il  che  àk  il  fuso  -  xàR^^e  nella  suppoiliione  dì  - 

o  Ri 

—  xs;:  (1),  ed  il  volume  del  cuneo  o  dell'unghia  sferica  F—  rX-  x 
ooO  o      n 

Lemma  avanti  Xlll.'' 

il  iolido  generalo  dalla  rivoluzione   del  segmento    circolare  AMB  in- 
torno al  diametro  DF  posto  al  di  fuori  nel  veno  delle  due  perpendico- 

lari  eitreme  AC,  BK,  ha  per  misura  -  x  CK  x  AB  • 

6 

Questo  solido  presenta  airesterno  la  zona  descritta  dall*  arco  JH  (2)  ed 

alPioterno  un  voto  corrispoodeote  al  tronco  di  cono  descritto  dalla  corda 

ABt'e  può  riguardarsi  come  la  diffeteza  dei  due  solidi  generati  dal  set. 

tore  circolare    OBMÀ  e  dal  triangolo  isoscele  OBÀ.  Il  primo  di  questi 

solidi  esprime  la  differenza  dei  ilue  settori   sferici   prodotti   dai  settori 

circolari  OBD,  OAD,  di  cui  le  rispettive  misure  sono  (3)  — ^xDif, 
— r— XDC,  equindi  si  ha  sol.OBMA (DA'  —  DC) -—  X  CK, 

O  O  «I 

m 

Per  valutare  il  secondo,  si  conduce  la  perpendicolare  01  sopra  JB,  e  si 

01 

stabilisce  sol.  OSA  —  -^  x  9up,  di  tronco  di  AB  (4)  ;  e  siccome  /  è  il 

mezzo  di  AB  (5),  cosi  abbassando,  la  perpendicolare  Iff  sopra  l'asse  AF, 
si  ha  la  superfìcie  del  tronco  di  AB  espressa  da  CK  x  ctrc.  01  (6) ,  il 

0/  01  2* 

che  dà  sol.  OBA  —  -r-  XCA'xcirc.  O/---  x  CKx2ieX  0/(7)  «  -- 

O  O  ó 

xOi'xCK.  Onde   si   ha  sol,  AMB  —  sol.  OJdBA  —  sòl.  OBA  —  — - 

xCKx  (H*  —  Òi\  la  quale  formala,  posto  {8}  OA'  cioè  R'  -  0/'+  Ai 

TT. •     ^'  —a     ^**  ^ 

«.  Oi  -f.  —-  e  quindi  il*—  01  —  t"  si  converte  io  sol.  AMB  —  -^  X 

ab'    *  — , 

CKx-j  "^XCKXAB   .  Il  che  ce 

(i)  iS.  Xlìi.^  Cor.  (2)  25.  X//.»  (3)  JT//.'  Cor.  3'.  (4)  X/.*»  (5)  P.  ir" 
(ft)  W.  X.'  (7)  /«.  Xi/.-  (8)  U.  XI.*  Cor.  X 
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Scolio,  Nel  caso  del  segmento  circolare  FPE ,  che  si  rivolge  iDlorno 
al  diametro  DF  condotto  per  la   saa   estremità  F,  si  ottiene  $oL  FPE 

-  $oL  OFFE  -  sol.  OFE x  FT--  r-  X  ^*   X  FT- 

3  3 


.3 


^^  FTiR'  -OK"  )-^  X  FT^i?-^^XFTxfè*. 
à  3  4" 

XI 11.°  li  voltima  compreso  nslla  xona{i),  che  Riessi  segmento  sferico, 
ha  per  misura  la  semisomma  dslle  due  basi  moltiplicata  per  la  sua  aU 
tezza,  più  la  sfera,  che  ha  per  diametro  quesrallezza, 

Bigoardando  il  segmento  sferico  come  generalo  dalla  rivolozione  della 
figura  piana  misti-linea  CÀMBK  intorno  al  diametro  VF y  i  raggi  delle 
due  basi  parallele  si  denotano  da  ^IC  — a,  BK^t^  Taliezza  da  CJT— a, 
e  qoeslo  segmento  equivale  alla  somma  del  solido  generato  dal  segmento 

circolare  AMB  ^       x^iiB    (2)  »  e  del  tronco  di  cono  prodotto  dal  tr«- 

pezio  CÀBK-"j  (s*+<*+«0  \^)'  La  prima  espressione  si  può  trasfor- 
mare in  funzione  di  «,  (  per  mezzo  dell'egnagUanza  ^B*  »  ATi*  +  BN^-^ 

+  5»  (Algebra  n"  85),  cioè  si  otlienc   sol,  JiVB  =- ~-(a»-i-P— Sjr+A»), 

che  sommata  colla  seconda  espressione  ridotta  allo  stesso  denominatore 

^a 
6  sommioistra   segm»  sfer.  CAMBK  —    -  [a'  -|-  («  —  2«l  +  «*+2i*H-2i* 

o 

ca  ^           «          «    .       /  *r«»  +  <r»M       ^a^ 
+  250  -  f  (a'*  +  3<*  +  3j»)  =.  f r+"u~  <^»o*  '«  «mijomwitì 

(ie//6  due  basi  dei  ragtji  s,  t  [%)  moltiplicata  per  Vaìteiza  a  più  la  sfera 
di  diametro  a  (5). 

Scolio.  Nel  caso  del  segmento  sferico  ad  unica  base,  che  puossi  con- 
siderare generalo  dalla  figura  mislilinea  FPET^  il  raggio  della  basQ  cor- 
risponde ad  ET -^Uy  laltezza  ad  FT^b,  e  si    ha   segm.   sfer.  FPET 

_  ^b      .  ^u*b  irb  ^u^b 

-  sol,  FPE+conoFET-.-^  x  FÉ    (6J  +  -^     (7)  =-  -g-fu^+fr^)  +  -— - 

^b  «TM»  «rfcS 

-'  ^  (M*  +  6*  -f2u»)—  —  X&  +  —  cioè  la  metà  dell'unica  base  di 

raggio  u  moltiplicata  per  V altezza  b  piti  la  sfera  di  diametro  h,  la  quale 
espressione  \a  compresa  in  quella  enunciala  nel  teorema,  essendo  zero 
il  raggio  di  una  delle  due  basi. 

(1)  iS.  -T//."  (2)  Lem.    (3)  X.°  Cor,    (4)    i8.    A7/.°  (5)  X//."  Cor.  t, 
6)  Lem.  5co/.  (7)  X/.**  Cor. 
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XIV/  /  volumi  det  solidi  sitnili  simnno  come  i  euìri  delle  dimeniioni 
lineari  omologhe. 

CorniDciando  a  discorrere  dei  poliedri,  •ffermiamo  da  prima  la  propo- 
sizione per  le  piramidi  simili.  Ed  Invero  dae  piramidi  qaalanqae  stanno 

F 

in  ragion  composta  delle  basi  B,  b,  e  delle  altezze  A,  a,  cioè  si  ha  — 

BA. 
~  r— (1);  ma  nelle  piramidi  simili  le  basi,  che  sodo  poligoni  simili,  con- 
fra 

servano  il  rapporto  dei  quadrali  dei  lati  omologhi  (2),  e  quindi  delle  di- 

B       A* 

messioni  omologhe  e  delle  altezze  (3),  o  sia  si   ottiene---»  -^;  dancrne 

0      a* 

F      A^ 

ne  resulta  -  »  —  *  ch'è  quanto  a  dire  i  Tolumì  delle  piramidi  simili  sono 
V      ai 

come  i  cobi  delie  altezze  ed  in  generale  delle  dimensioni  omologhe.  Sta- 
bilita la  proposizione  per  le  piramidi  simili,  Va  lira  ne  consegnila  dei  pò* 
liedri  simili,  che  possono  scomporsi  nello  slesso  numero  di  piramidi  si- 
mili (4),  e  che  hanno  proporzionali  tntte  le  dimensioni  omologhe  linea- 
ri (5);  imperciocché  le  piramidi  simili  consertano  costantemente  lo  stesso 
rapporto,  ch'è  quello  dei  cubi  delle  dimensioni  omologhe,  e  questv  rap- 
porto si  estende  alle  rispettive  somme  cioè  ai  poliedri,  come  si  è  appunto 
praticato  per  le  superficie  (6) . 

-Venendo  poi  ai  solidi  rotondi  simili  (7),  facciamo  le  seguenti   censi- 
derasloni: 

V      AR*^  AR* 

1."  Pei  cilindri  e  pei  copi  sì  ha  -  —  — r-  (8)  —  — -  (9),  e  nel  ca3« 

w       ar  4r  ar* 

A      R  V      Ai      Ri 

della  similitudine,  che  dà  -  —  -  »  ne  proviene  —  —  —7  —  —• 

V      A{R^  +  IT'  +  RR:) 
2.*  Pei  tronchi  di  cono  si  stabilisce  -  —  — —r-, — tt, — 7r~  (10);  e 

,    ^R      R'      A      L        .     U'       W 
siccome  post*  la  similitudine  si  dà  -—   ■  —     —   -  0  sia  —  —  —  — 
.     *^  r       r'       a       l  r^       r** 

RR'    ^      ,  R^  -h  U*'  +  RR'      «•      A' 

—,  da  cui  si  argomenta  -^rj^ITT+TT"  "-  V.^  "  a'  "  '^^'    ^  ^*^*''" 

V      A^      JR3 

n."*  i77) ,  così  si  ottiene  -  —  -r  —  --  —  ec 

3.^  Pei  solidi  generati  dallo  stesso  numero  di  Iati  di  poligoni  regolari 
ai  miti,  chiamando  J,  a  le  porzioni  dfgli  assi  comprese  fra  le  per  pendi- 
ci) Vin*  Cor.  (2)  i8.  Xr.»  (3;  3J8.  IX.*  Seol.  (4)  22.  X*  Scoi.  (5)  22. 
/X.""  Cor.  (6)  25.   T.»  (7)  26'.  X/F.*  (8)  71*  Cor,  (9)  /X.*>  Cor.  (10)  X.* 
CoroU 


2S1 

eolari  estreme  S,  $  le  superficie  convesse  descritte  dalle  serie  di  fati, 

V     rs 

A,  r  i  raggi  dei  circoli  iscrillì ,  si  ha  -  ^  —  (1);  ma  le  superficie  S,  a 
slaono  coma  i  quadrati  della  diroenaiooi  omologhe;  dunque  si  ouiene 

r    R^    jO  • 

V      AR^^r      A3 

4.®  Per  le  sfera  si  ba   etideolemenie  (2)  —  —  tt"""  ~.  • 

5.°  Fra  le  porsioni  di  sfere  si  considera oo  1*  i  aellorl  sferici  generati 
da  setiori  simili  circolari,  che  hanno  le  atesse  altezze  delle  corrispon- 
denti zone  simili  proporsiooali  al  raggi  delle  sfere;  per  lo  che  si  otite- 

V      R*a      Ri      Ai 

ne  (3^    -  —    -    ..  —^  .  ---.  2.*  Le  calotte  sferiche  determinate  da  set- 

tori  sferici  simili  in  diversi  sistemi  di  due  sfere  concentriche,  che  hanno 

r 

proporzionali   i   raggi ,  per  le  quali  calotte  ai  ha  in   generale  (4)  ~ .« 

A{RS  -  Ri)     o(r»s— rs)      Ar{R'i  ^  Ri)  .      ^^   . 

j ; aà[r'i^r">)  '  ^"»P««^«*<>««***  "•    P"™   <^®"- 

A      R  Ar 

dizione  dei  settori  sferici   simili  dft^  *  —  (5)  o  sia  —   —  1,    e    quindi 

a       r^  ar 

K      U's  — US 

"-*        -  ;  mentre  la  seconda  dei  raggi  proporzionali  somministra 

K      R    .      R^      Ri    ^        ....        R*i-^Ri      Ri     .    . 

-  —  -  cioè  -r=  —  -T,  da  CUI  si  deduce  -rr r  —  "-;7  (Alg.  n.*  173), 

V      Ri 
ch*è  quanto  a  dire  -  -•    ,-  —  ec  3.   I  cunei  de*  fusi  simili,  che  conser* 

▼ano  lo  stesso  rapporto  delle  sfere,  di  cui  sono  parti  n***"^  (6).4.*^I  seg- 
menti sferici  compresi  fra  zone  simili,  di  cui  il  rapporto  Hi  generale  si 

r       A{A*  +  3r»  +  35»)  A       T     S        ' 

esprime  da  -  —  — : .  ».    ,  ^  *^~  C^)?  P«fchè  posto  -  —     —  -  (8)    o 

*^  V         a(a» -f-3P  +  3j*)     '  "  »^  *'  a       t       $ 

A^      3T'      3S»  ,  A^  +  3r«  +  35«       ^'  ^  ' 

»'*  "^  "^  -57-  —  o  .»  se  ne  deriva       .  ,  ^.,  ,  _- . ,  e  quindi  -  — 

a*       3/»       Ss*  o*  +  3('  +  3j'         a»      ^  v 

Ai 

-z  —  ec. 
ai 

Dunque  in  generale  i  solidi  simili ,  siano  essi  poliedri  0  rotondi  , 
stanno  ec.  à 

XY.®  /  voltimi  del  tono  equilatero,  del  cilindro,  e  della  sfera  iseriita 
agli  itessi  conservano  i  medesimi  rapporti  delle  rispettive  superficie  to- 

MI)  XV  Cor.  (2)  Xl/.'  Cor.  /.  (3)  X/f.*  Cor.  9.  (4)  /rfeih.  (5)  17,  F/*» 
Scoi  (6)  TI/.*»  Cor.  4,  (7)  XllL*  (8)  /7.  Vh''  Scoi 


tali,  cioè  a  din  ha  luogo  per  questi  volumi  la  nota  proporzione  conti- 
nua (1)  t:-  9  :  6  :  4. 

CbìamaDdo  r  il  raggio  AF  della  base  del  cono  SAE  (fìg.  198},  o  Tal 
teiza  5F,  Jt  il  raggio  della  afera,  si   ha  r  —  1)^  (2)  cioè  r'  —  311''; 

iS'—  S?*+  Jf'  (3)  u  sia  4r»  —  a'  +  r*,  3r»  —  a',  9il»  —  <i\  ed  a— 31t; 

or**' 
i  qoali  valori  tostimiti  nella  Tormala  del  volarne  del  cono (4]  danno 

cono  SAE  —  3Jt  X  3A>  X  ~  .  3R»it.  Nel  cilindro  BGBD  si  ba  il  raggio 

della  base  r  —  JR  e  T  altezza  a  —  2A,  oade  la  formula  ar^^  (5)  del  sao 
volume  sommioìslra  cilindro  BGBD  ^  2R^^;  e  per  altro  si   conosce  il 

4iiV 

volarne  della  sfera  —  C*).  Si  può  adooqae  stabilire  la  seguente  se- 

rie di  rapporti  cono  :  cilindro  :  sfera  ::  '4R'^<  :  ÌR^^c  r  — — -  ::  3  :  2  : 

3  3 

::  9  :  6  :  4;  il  che  ec. 

Scolio.  Il  rapporto  semplicissimo  di  3  :  2  fra  il  cilindro  e  la  sfera 
iscritta  sì  in  riguardo  alle  soperficie  che  al  volumi  fu  scoperto  dal  no- 
stro Archimede,  che  ne  restò  sorpreso,  e  prescrisse  di  dovere  il  suo  se 
polcro  essere  ornato  di  queste  due  figure  con  no  epigramma  analogo,  al 
quale  oggetto  fu  eseguita  una  colonnetta  colla  sfera  iscritta  al  cilindro 
nella  parte  superiore.  Cicerone,  cui  era  noto  IVpigramma,  venato  da  que- 
store in  Sicilia  dugeot'anni  dopo  la  morte  dì  Archimede,  ne  ritrovò  ■  que- 
sto segno  il  sepolcro  (V.  Tusculauarum  quaestionum  liber  quintus.  tS); 
e  puossi  leggere  nel  Discorso  intorno  ad  Archimede  dell' Ab.  Scinà  la 
ragione  probabile  della  preferenza  data  da  quel  sommo  geometra  a  que- 
sta scoperta  sopta  le  altre,  che  ci  sembrano  più  degne  di  pregio.  (V.  il 
citato  Discorso  pag.  106-ilOj. 

XVI.®  La  sfera  sta  al  conu  equilatero  iscritto  nel  rapporto  di  ^ '3  :  ^/b, 
e  l' uno  0  V  altro  di  questi  solidi  sta  al  cilindro   equilatero  iscritto  nel 

&     "i      4 
rapJ)orto  incommensurabile  rfi  -  0  -  • 

3     8"\/2 

Considerando  da  prima  il  cono  iscritto,  si  stabilisce  il  roggio  AC  della 
sua  ba9C(fig.  199)  0  sia  r^-y/d  (7;;  s  indica  per  a  Tallezza  SC,  e  si 


ha  la  nota  equazione  (8)  5.4*  -Sr;''  f  ^c*  o  sia  /«r  .-a»-|-r^  3r«  —  a», 

9R*        ,  3R  ar*it 

~4 fl  ,  ed  a  -  Y  ;  onde  il  volume  (0)  — —  del  cono  si  trasforma  in 


(1)  26.  AT/.^  Cor.  (2)  2S.  XVL<^  (3)  U.  A7.«  Cor.  5  (1)  /J."  Cor^ 
(5)  VI.-  Cor.  ^0;  T//.0  Cor.  /.  (7)  Vi.  XVII.*^  {8}  i4.  X/.«  Cor,  3.  (9)  /J.^ 
CoroL 
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3R      3R*      ^      3JRV      ^  1.    j  .,      r       ,.x 

cono  —  —  X  —  X  -  —  --       I  che  comparato  con  qaeilo  della  sfera  (1) 
2  4        3  8 

4AV 

dà  sfera  :  cono  ::  h/i  :  Vq.  Avendo  poi  riguardo  al  cilindro,  si  ha 

0 

D 

il  raggio  BF  della  sua  base  cioè  r  —  ^\/2  (2)  e  Talteiza  B^  cioè  a  — 

R\/2;  io  questa  guisa  la  formula  del  cilindro  (3)  arV  si  conTerle  in  ct- 

2R*  1/2      Rs^ 

/iWro  — JIV/2X-T-X*'— H5«X-7;- — -—   ,  essendo  2— 1/2XV/2  (Al- 

4  2         \/2 

4       1 
gebra  N.  121);  e  si  ha  sfera  :  eHindro  ::      :  -jr  o  pare  cono  :  cilindro 

3       K  * 

::  -  ;  — -.  11  che  ec. 
8     v/2 

Scolio,  Considerando  insieme  i  tre  rapporti,  si  ottiene  sfera  :  eiUndro 
:  cono  ::  ~  :  — -  -  o>  ^  questi  tre  numeri  formano  oca  proporzione  geo- 
metrica continua,  essendo  il  prodotto  degli  estremi  Ysxys— >/»  eguale 

/  1  \*     1 
al  quadrato  del  medio  f         I  —  -  .  Questi  tre  solidi  adunque  non  sono 

nello  stesso  rapporto  delle  rispettive  superficie  (4) ,  ma  mantengono  sol- 
tanto la  corrispondenza  della  proporzione  coolioua  ,  essendo  il  cilindro 
iscritto  medio  proporzioìiale  s\  in  riguardo  alla  superficie  che  al  volume 
fra  la  sfera  ed  il  cono. 

%  27.    DEI    POLIEDRI    aEtìOLARI 

Definizione 

Si  dice  poliedro  regolare  quello,  di  cui  le  facce  sono  poligoni  regolari 
eguali,  che  ha  tutti  gli  angoli  solidi  assolutamente  eguali,  e  tutte  le  facce 
egualmente  inclinate;  e  siccome  non  possono  costruirsi  angoli  solidi  con 
piani  contenenti  angoli  di  poligono  regolare  che  io  cinque  modi  difersi  (5), 
così  si  stabilisce  essere  soltanto  possibili  cinque  poliedri  regolari  cioè  tre 
con  angoli  triedri  ,  tetraedri ,  pentaedri  di  triangoli  equilateri  ,  uno  con 
angoli  triedri  di  quadrati ,  ed  ano  con  angola  triedri  di  pentagoni.  Ora 
noi  veniamo  provando  l'esistenza  di  questi  cinque  poliedri  regolari,  che 
restano  assolutamente  determinati,  quando  se  ne  conosce  una  faccia  o  un 
lato  di  essa. 

(1)  in.''  Cor.  1.  [2]  ti,  XYll,''  (3)  Yh''  ior,  (4)  Vó,  XFl/.'  W  2/. 
//i.«  Cor. 


TIOBBMI 

1."  Dato  ti  triangolo  equilatero  ABC,  stp«ò  sèmpre  lUUrminare  ii 
litdro   regolare   con  angoli  triedri,  e  eost  n§  resìdta  il  leiraedro  rt^- 
lare  (fig.  213). 

Sia  O  il  centro  del  circolo  cireoscrìlto  al  trtaogolo  (1),  da  coi  s'ìbmIiì 
aoa  perpcDdicolare  al  aao  piaoo;  e  siccome  il  raggio  AO  del  cìrcolo  ctr- 
coscritto  é  più  piccolo  del  lato  AB  (2),  esseodo  l'angolo  AOB^ifO^  (3), 
cosi  da  A  si  può  tirare  sopra  qoesta  perpeodtcolare  ona  retta  AS^AB  (4). 
Definito  in  simile  goìsa  il  ponto  S.  si  guidino  agli  altri  dae  vertici  B,  C 
le  rette  SB,  SC;  allora  le  Ire  obliqae  5J,  SB,  SC  equidistanti  dal  piede  O 
della  perpendicolare  sooo  egoali  (5)  ,  e  per  ragione  di  SA  —  AB  si  ha 
SA'^SB^SC'-ABy  cioè  i  triangoli  SAB  ,  SBCy  SCA  sono  equilateri  ed 
egoali  al  dato  ABC  Per  lo  che  il  solido  SABC  è  nn  tetraedro  formato 
da  quattro  piani  di  triangoli  equilateri  eguali,  e  per  dirlo  regolare  bob 
si  deve  provare  altro  che  l'eguaglianza  dei  suoi  angoli  triedri  e  dell*  ìb- 
clinazione  di  tutte  le  sue  facco. 

A  qoesf oggetto  basta  il  riflettere  cbe  gli  angoli  triedri  sono  tutti  for- 
mati da  tre  angoli  rettilinei  egoali,  quali  sono  quelli  dei  triangoli  equi- 
lateri, il  cbe  importa  la  loro  eguaglianza  assolota  (6)  ed  ancora  quella  di 
tutti  gli  angoli  diedri,  dolendo  essere  eguali  gli  angoli  diedri  dello  stesso 
angolo  solido  (7).  Dooqoe  ec. 

II."  Dato  il  triangolo  equilatero  ABC ,  $i  può  sempre  determinare  il 
poliedro  regolare  con  angoli  tetraediit  e  così  ne  resulta  l'ottaedro  regit- 
lare  (fig.  21«). 

Sopra  il  lato  AB  del  dato  lriang«'lo  equilatero  si  costruisca  il  qua* 
drato  ABDF,  dal  cui  centro  O  post»  nell'intersezione  delle  due  diago- 
nali AD\  BF{S)  sì  gnidi  la  perpendicularo  OL  al  soo  piano  terminata 
in  L  io  modo  cbe  vi  si  possa  condurre  AL^AB,  il  che  è  possibile  per 
ragione  del  triangolo  AOB  rettangolo  In  O  (9)  cbe  dà  AO<AB  (10}.  Dai 
punto  L  così  definito  si  conducano  agli  altri  vertici  del  q  ned  rato  le  ret> 
te  LBt  LD,  LF;  hi  prolooghi  la  perpendicolare  LO  al  di  sotto  del  piaoo 
del  quadralo,  fiiicbè  si  faccia  01^ OL;  e  dal  punto  /  si  guidino  ai  suoi 
quattro  vertici  le  rette  lA,  IB  ,  ID,  IF.  In  questa  guisa  fra  i.doe  ver* 
tici  L,  J  ed  \  quatiru  A,  B,  D,  F  del  quadrato  si  viene  a  comprendere 
un  solido  di  otto  facce  triangolari,  che'  io  dico  essere  Totlaedro  regolare 
formato  sopra  la  data  faccia  cioè  sopra  II  triangolo  equilatero  ACB. 

Imperciocché  da  una  parte  le  quattro  oblique  LA,  LB,  LD,  LF  equi- 
disianti  dalla  perpendicolare  LO  sono  eguali  (11),  e  lo  sooo  pure  le  altre 

;1)  43.  IL""  (2)  9.  //."  Cor,  2.  (3)  13.  L''  Scoi.  (4)  5.  IV/*  (3)  19.  V.» 

{6}  21.  II.''  CI)  ti.  ir*  Cor  (8)  a  r.<»  (O)  is.  /a*»  (lO)  9.  tu'"  cor.  s. 

(11)  19.   F." 


quattro  obliquo,  cho  partono  da  /  cioè  iA^  IBp  W^  iFf  montre  dall'altra 
ì  due  triangoli  rettangoli  LOÀ ,  iOÀ  ogoali  (1)  danno  LA^IÀ ,  da  eni 
conaegnlta  V  egoaglianza  di  tatto  e  otto  le  oblique*  Ed  eaaondo  dietro 
la  eof troiione  LÀ'^ÀB,  ai  stabilisce  che  gli  otto  triangoli  coi  fenici  in  t 
ed  /  componenti  il  solido  sono  triangoli  equilateri  egoali  al  dato  ABC. 
Inoltre  rivolgendo  la  piramide  quadrangolare  retta  inferiore  lABPF,  ai 
possono  le  due  basi  in  qoalsisia  irerso  confondere  nel  quadrato  ABDF^ 
e  la  coiocidenzn  delle  alteise  eguali  0/»  OL  ti  dà  quella  delle  due  pi- 
ramidi e  quindi  dei  due  angoli  tetraedri  in  /  ed  £»  da  cui  ti  argomenta 
la  loro  eguaglianza  insieme  all'altra  degli  angoli  diedri  di  due  facce  qua- 
lunque. Ora  si  provi  cbe  uno  di  questi  angoli  tetraedri  per  esempio  L 
doT*  essere  eguale  ad  un  simile  angolo  fatto  in  uno  dei  fortici  del  qua? 
drato  per  esempio  B,  Bd  in  fero  si  ba  il  quadrilatero  ALDI  posto  tutto 
in  un  plano,  cb*è  quello  delle  due  rette  AD  ed  Xf  i3),  di  cui  i  lati  aono 
giusta  la  eofltruzione  di  sopra  eguali,  ciò  cbe  lo  costituisce  parallelogram- 
mo (3).  Di  più  gli  angoli  di  questo  parallelogrammo  sono  ratti ,  come  è 
cbiaro  dalla  coDsideraaione  dei  due  triangoli  eguali  ALD ,  ABD  (4),  cbe 
somministrano  l' angolo  in  X  eguale  all'  angolo  retto  in  B  del  qua- 
drato ABDF;  ed  egli  basta  un  aolo  angolo  retto  nel  parallelogrammo  per 
esserlo  gli  altri ,  dovendo  corrispondere  eguali  gli  angoli  opposti  (5)  a 
supplementari  gì'  interni  dalla  stessa  parta  (6).  in  questa  goiaa  il  qua* 
drilatero  ALDI  è  un  quadrato  col  centrò  in  O  eguale  al  quadrato  primi- 
tivo ABDF  per  ragione  dei  lati  eguali  AL  ,  AB;  perciò  la  senidiago* 
naje  OL  è  eguale  ad  OB  (7)  •  la  quale  OB  perpendicolare  alle  due  ret- 
te AD  (8),  IL  resnlu  perpendicolare  al  piano  del  quadrato  ALDI  (9),  o 
forma  1*  altezza  della  piramide  quadrangolare  retta  col  vertice  B  e  colla 
base  quadrata  ALDI,  Questa  piramide  adunque  può  coincidere  coli'  al- 
tra LABDF^ik  considerata,  mettendo  la  base  ^XD/ sopra  regnale  ABDF. 
cbe  dà  l'alteisa  OB  sopra  l'eguale  altezza  OX,  ee.;  e  quindi  l'angolo  te- 
traedro B  coincide  in  tutti  i  veni  con  X,  ac..  Se  si  considera  l'altra  pi- 
ramide quadrangolare  retta  FALBI  aopra  la  stessa  base  quadraU  ALDI, 
si  prova  la  coincidenza  deirangolo  solido  F  con  X;  e  potandosi  cogli  stessi 
principi!  il  quadrilaUro  IBLF  dimostrare  quadralo  egusle  al  primitiva 
ABDF^  si  hanno  altre  due  piramidi  quadrangolari  retU  AIBLF,  DIBLFf 
di  cui  ciascuna  paò  coinaidare  con  LABDF,  oc.  Dunque  l'ottaedro  LABDFI 
così  determinfito  è  regolare;  il  cbe  oc. 

Seolio*  I  sei  vertici  L,  I,  Aj,  B,  D,  F  dell'ottaedro  ragolara  anno  da- 
initi  dai  punti  estremi  delle  tre  diagonali  eguali  LI,  AD,  BF^  cbe  si  se- 
cano in  parti  eguali  nel  punto  di  mezzo  O  ;  e  siccome  ciascana  di  essa 
è  perpendicolare  alle  altra  due,  cosi  si  dice  in  generale  Mrera  VoUatdro 

(I)  44.  III^  (2)  49.  J.*»  Cor.  /.  (3)  4%.  III.''  (4)  44 i  ¥.•  (5)  4%.  II.'' 
(•)  €.   r.*  (7)  4Ì.  IX*  Cor.  (8)  4%  /T.*  (9)  49.  IL"" 
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regolar •  determinato  da  tre  rette  eguali  rispettivamfrhte  perpendicolari^ 
ohe  ti  secano  nel  loro  punto  di  mezMo. 

III.**  Dato  il  triangolo  equilatero  ABC  (fig.  215,  N.  1),  ii  può  sempra 
determinare  il  poliedro  regolare  con  angoli,  pentaedri ,  e  coti  ne  resulta 
l'icosaedro  regolare. 

S'immagini  aopra  an  lato  del  dato  triangolo  equilatero  il  pentagono 
regolare  MNPQR  (tig.  21tt,  N.  2.)  (1),  ed  il  punto  O  n'esprima  il  centro 
del  circolo  circoscritto,  da  cni  a'  innalii  una  perpendicolare  al  ano  piano, 
che  sia  terminata  in  /  in  modo  da  condnrvisi  la  retta  JfJ— JfiV;  il  che 
pnò  sempre  aver  luogo  ,  essendo  nel  triangolo  isoscele  (2)  OMN  V  an- 
golo 0-72'»  e  rangole  N^W  (3),  ciò  che  dà  il  lato  MO<MN  (4).  Ti- 
rando dal  ponto  /  le  rette  /iV ,  IP,  ee.  agli  altri  tertici  del  pentagono, 
ohe  tntte  resultano  eguali  ad  /Jlf  (5) ,  ai  viene  a  formare  in  /  on  angolo 
penuedro  coi  cinque  piani  dei  triangoli  equilateri  JlHiV,  NiP,  oc.  egvali 
al  dato,  di  cui  dne  qualunque  hanno  costantemente  la  slessa  inclinasione. 
Imperciocché  a  ciascun  dei  Yertlci  Jf ,  JV,  P,  oc.  esiste  un  angolo  trio* 
dro  formato  da  tre  angoli  rettilinei  rlspettiramente  eguali,  l'uno  dei  quali 
si  appartiene  al  pentagono  regolare  e  gli  altri  dne  ai  triangoli  equila- 
teri ,  e  quindi  eguali  resoltano  gli  angoli  diedri  dei  piani  dei  triangoli 
equilauri  cioè  RMm--MmP'^NPiQ^tt.  («).  Inoltre  egli  è  facile  di  pio- 
Tare  l'assoluta  eguaglianza  di  tutti  gli  aogoli  pentaedri  costruiti  in  sfnil 
serta  :  perché  rgoali  in  tutti  corriapoodono  le  inclinaiioni  dei  piani  dei 
triangoli  equilateri  sopra  le  beai  pentagono  (7),  e  coal  la  eoineldenaa  del 
pentagoni  egoali  ci  dà  quella  delle  facce  triangolari  cioè  dei  loro  spigoli 
•  del  vertici,  o  io  altri  tKniini  gli  angoli  pentaedri  in  ogni  versò  coin- 
cidono. 

Premeaae  queste  considera t ioni ,  ai  faccia  in  A  un  angelo  pentaedro 
egnale  ad  /  (fìg.  21tf.  N.  1  e  N.  2),  in  modo  cioè  che  il  dato  triangolo 
equilatero  sia  una  delle  facce  laterali;  il  che  si  riduce  a  far  coincidere 
Il  vertice  1  con  A  ed  uno  del  triangoli  per  esempio  IMff  con  ABC ,  es- 
sendo gli  altri  piani  triangolari  rappresentati  da  ACF^  AFQ,  AGB^  ABB. 
ed  il  pentagono  di  baae  da  BCFGH.  Lo  stesso  angolo  pentaedro  i  ai  ese- 
guisca In  B,  dove  già  esistono  i  dne  piani  BAC ,  BAH  dell'angolo  pre- 
cedente A  fornKi  della  conveniente  Inclinaiioue  per  formare  rangole  pen- 
taedro, e  quindi  questo  angolo  in  B  esige  soltanto  altri  tre  piani  egoali 
a  BAC  indicati  da  BHL  ,  BLD  ,  BDC.  Qoeatl  tre  nuovi  piani  possono 
derivarsi  dall'angolo  /,  quando  si  fa  coincidere  il  vertice /con  B,  il  pia- 
no IJIfiV  con  BACf  dovendo  per  ragione  degli  angoli  diedri  eguali  NIMR 
e  CBAH  coincidere  i  due'  piani  iMR  e  BAH;  così  gli  altri  tre  piani  di  1 
vengono  a  compire  l'angolo  pentaedro  in  If,  ed  il  pentagono  di  baae  cor- 
risponde a  CAHLD^  Si  replichi  incora  in  C  l'angolo  pentaedro  /,  e  per 

(1)  ^6'.  Probi,  atmeuo  al  7.  SeoL  (2)  1S.  /."  Scoi.  (3J  9.  111/"  Cor.  7. 
(4)  9.  IL''  Cor.  i.  (ft)  49.   f.«  (6)  2f.  IL*  (7)  idem. 


SY7 

rigione  dei  tre  pieni  CBA,  CAFy  CBD  coiiTenieBleinenle  iaellneti  non  si 
ricerceoo  che  i  dae  naoyi  CFB,  CDB,  i  quali  possoM  proveoire  dell'eo- 
golo  I,  refendo  eedere  il  rertiee  /  in  C  ed  il  pieno /JlfiV  In  CBA;  perché 
ellore  gli  angoli  diedri  egneli  MINP,  BCAF  ci  danno  il  piano  tlfP  so- 
pra CAF,  ed  in  fona  degli  altri  dna  angoli  diedri  egoali  NIMBf  ACBD 
dare  il  piano  IMR  coincidere  con  CBD ,  onde  non  restano  cho  gli  altri 
dne  piani  di  I  per  compire  Tangolo  pentaedro  in  C,  esprimendosi  il  pen- 
tagono di  base  da  BAFED. 

In  simile  goisa  si  è  formata  una  superficie  convessa  composta  de 
tt+3+9  0  sia  da  10  triangoli  equilateri  egoeli  el  deto  ABC  cogli  engoli 
penteedri  egoali  ai  tre  vertici  A,  B,  C;  questi  dieci  piani  hanno  la  stessa 
Inclinaiione  fra  loro,  quel*  è  appunto  quella/ che  si  richiede  ella  fonna- 
liene  dell'angolo  pentaedro;  e  nei  successivi  vertici  D,  J?,  F,  ér.  A,  £ 
si  ritrovano  uniti  alternativamente  tre  e  due  dei  testé  mentovati  piani. 
Laonde  se  si  costruisce  una  seconda  soperficfe  conveesa  composta  da  altri 
dieci  triangoli  equilateri  eguali  ec,  ai  può  fare  coincidere  uno  dai  suoi 
vertici  8  due  pieni  col  vertice  D  e  tre,  edattando  le  rette  estreme  sopra 
DL  e  DEj  e  cofiì  compire  in  D  l'angolo  pentaedro  eguale  a  quelli  in  J, 
Bf  C.  Allora  il  seguente  vertice  a  tre  piani  coincide  col  vertice  E  a  due, 
complendoai  in  E  Tangolo  pentaedro;  ed  in  generale  dovendo  ogof  vertice 
a  due  piani  di  una  superflefe  coincidere  con  un  vertice  a  tre  dell'altra» 
é  giocoforza  che  al  complano  gli  altri  angoli  pentaedri  in  F,  ^,  A*,  X. 
La  unione  adunque  di  queste  dne  superficie  dà  origine  al  solido  di  90 

•  'acce,  che  sono  20  triangoli  equilateri  eguali  al  dato  ABC^  la  quali  facce 
conserveno  uoMncI  inazione  costante,  e  forme  no  IS  angoli  pentaedri  eguali 

,nei  vertici  A,  IT,  C,  D,  ec;  ed  ecco  1* icosaedro  regolare,  che  può  sempre 
formerai  soprs  il  dato  triangolo  equilatero  ABC.  Il  che  ec. 

IV.**  Dato  il  quadrato  ABDC ,  et  può  sampri  </efermtnore  il  polUdro 
regolare  con  angoli  triedri  y  e  eogi  ne  refiiica  Tese  ed  ro  regolare  (fig.- 816). 
La  determinazione  di  un  si  Alile  solido  a  quella  si  riduce  del  prisma 
retto  sopra  il  dato  quadrato  ABDC  come  base  e  collo  spigolo  AE  eguale 
al  lato  AB,  il  quale  prisma  si  appartiene  alla  claase  dei  perallelepipedi, 
ed  è  alato  già  considerato  sotto  H  nome  di  ett6o(l).  Ed  in  vero  il  cubo  AH 
resulta  da  set  piani  di  quadrati  egoali ,  e  qneati  conservano  cosiantt- 
mente  la  stessa  inclinaslone,  formendo  angoli  triedri  eguali  negli  otto  ver* 
liei  Af  B,  Df  C,  ec.;  perchè  qualunque  di  essi  angoli  triedri  è  formato 
da  tre  angoli  rettilinei  retti ,  perciò  gli  anzidetti  angoli  triedri  poaaono 
coincidere  (3),  e  gli  angoli  diedi;!  reanitano  tutti  retti  (3).  Dunque  il  enho  co- 
struito sopra  il  dato  quadrato  ABDC  è  Tenaedro  regolare  rlchiaelo;  il  che  ec 
V,"*  Dato  U  pentagono  regolare  ABCDE  (fig.  217.  N.  1),  et  può  eempre 
determinare  il  poliedro  regolare  con  angoli  triedri,  e  eoli  ne  teiuUa  il 
dodecaedro  regolare. 

(li  St.  Def.  7.  (2)  24.  IL''  (3)  »0.  VI.* 
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8i  eootiderl  il  triisgolo  iMteeto  fornaio  da  d«e  lati  eootigw  del  dolo 
poBlafODO  per  atcmplo  (fig.  117,  N.  1)  Jfif,  NP  e  dalla  corriapoadenie 
diagooale  MP  ;  sopra  MP  si  coatmisca  il  triangolo  equilatero  MPR .  o 
dal  eeiitro  O  del  circolo  circoacritto  a'ioDalii  la  perpendicolare  al  piano 
dal  trlaogolo  torailiiata  in  /,  onde  fi  ai  poaaa  condarre  Mi  egaala  al 
lato  MN  del  pentagono.  Qoeata  condiiione  può  sempre  arar  laogo  ,  es- 
aando  il  raggio  MO  dal  aireolo  circoscritto  al  triangolo  MPR  minore  del 
lato  MTf  del  pentagono:  giacché  la  pf  rpeodicolare  OQ  abbassata  sopra  MP 
diflde  in  masso  (itMP  e  l'angolo  JfOP— 110*,  come  tale  passa  pel  ver- 
tice If  eqnidistante  da  Jf  a  P  (9),  e  divida  in  mesto  l'angolo  del  penta- 
gono  MNP^am^  (3);  per  lo  che  nel  triangolo  OMN  ai  ha  Taogolo  MNO 
-84*.  MON^JW^,  a  qaindi  il  lato  MO<MN{k).  Ora  so  dal  ponto  /coal 
definito  ai  guidino  le  rotta  IP,  iti  agli  altri  dna  t artici  del  triangolo  JMPA, 
viene  a  formarai  in  /  l'angolo  triedro  con  tre  angoli  eguali  dì  penugono 
regolare,  di  cui  i  piani  banno  la  ataaaa  ioaiioasiona.  Ed  in  vero  essendo 
agnali  la  tra  obliqua  UT,  IP»  IB  aquidisUnti  dalla  porpondicolara  IO  (g), 
aaaa  raaultano  giuau  la  costrutiona  della  ataaaa  grandessa  di  MN;  onde 
i  uf  angoli  iaoscaU  IMP,  IPB .  IBM  aono  aguali  al  tiiangolo  I9MP  (•). 
a -cosi  aiaacnno  degli  angoli  in  /  è  aguale  airangolo  JlfiVP  del  penugono 
regolare.  Segua  da  dò  l'eguagliaaia  degli  angoli  diedri  formati  dai  piani 
dal  triangoli  isoscoU  concorrenti  in  1  (7) ,  od  ancora  quella  di  tutti  gli 
angoli  triedri  formati  a  aomigliansa  di  I,  i  quali  possono  in  ogni  verso 
coinciderà  (t). 

Dietro  questa  considera  sioni  (fig.  It7,  N.  i  e  N.  2)  si  faccia  in  À  un 
angolo  triedro  aguale  ad  I,  in  modo  che  1*  cogolo  BAB  del  dato  penta- 
gono aia  una  dalia  aua  lacca  laterali,  il  che  ai  puè  elfettuare  con  far  coin- 
ciderà 1  con  ^  t  il  plano  iPB  con  ABB ,  rappresentandosi  gli  altri  dns 
piani  IPjr,  ÌBM  da  ABS.  AB8,  e  la  baae  PBM  da  BBS;  nella  ateasa 
guiaa  si  coatniiscano  gli  angoli  triedri  eguali  negli  altri  vertici  B,  C,  D,  Jg, 
deatlnandovi  Nmpra  come  una  delle  facce  quella  del  corrispondente  an- 
golo del  dato  pentagono.  Allora  fra  questi  plsoi  aggiunti  due  qualunque 
contigui  coma  par  eaempio  SAB  e  GB  A ,  GBC  e  ECB  ee.  appartenenti 
ciaacnno  ad  un  divarao  angolo  aoiido  devono  formare  unico  piano,  percbè 
incontrano  il  piano  dato  ABCDE  nella  ateaaa  retu  JB,  BC,  oc.  rispetta 
al  quale  piano  conservano  aguali  le  incliaasioni;  e  quindi  in  ogni  piano 
ai  può  campire  il  rispettivo  pentagono  regolare  SABGF^  GBCBH ,  ec. 
che  reaulu  eguale  al  dato  AbCM> 
^  In  queata  gulaa  ai  forma  «una  auparficle  conveaaa  di  6  pentagoni  rego- 

lari eguali  con  cinque  angoli  triedri  eguali  nei  vertici  il,  B,  C,  I»,  B; 
queaii  6  piani  aono  forniti  della  staasa  inclinasione ,  ch'è  quella  nacaa- 
aaria  alia  ooatratione  dall'  angolo  triedro  con  angoli  di  penugono  rego- 

(I)  9.  ir.*  (1)  S.  Hi*  Cor.  4.   (3)  4S.  /.•  Seol.  (4)  9.  //.•  Cor.  3. 
(•)  49.  r.*  (•)  44.  F.*  (7)  t4.  ii.*  Cor.  (8)  3/.  !/.• 
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lare;  e  oei  sDcees^sivi  Tfrlici  S,  F,  G,  A,  K^  ec.  si  troYaoo  aUerumente 
disposti  dae  o  ao  solo  di  essi  pfaoi.  Per  lo  che  se  si  costraisce  nn'eltra 
soperGcie  convessa  composta  di  altri  sei  penisgoni  eguali,  ec,  si  poò  far 
coiocidere  uno  dei  suoi  vertici  a  no  piano  col  vertice  5  a  due,  adattando 
le  rette  estreme  dell'unico  piano  sopra  STf  SF.  Così  facendo  si  compie 
in  S  l'angolo  triedro  egaale  a  quelli  in  Af  B,  C«  ec^;  il  seguente  vertice 
a  due  piani  coincide  col  vertice  F  ad  un  solo,  e  ne  resulta  l'angolo  trie- 
dro egU'jle  in  F;  ec.  ec  Dalla  unione  adunque  delle  due  superficie  prende 
origine  il  solido  di  12  facce,  quali  sono  1  12  pentagoni  regolari  eguali 
al  dato,  che  hanno  la  stessa  inclinasione ,  e  formano  20  angoli  triedri 
eguali  nei  vertici  J,  B,  C,  D,  £,  7,  S,  F,  ec.  ch'é  quanto  a  dire  il  do- 
decaedro regolare  formato  sopra  il  dato  pentagono  regolare  ABC  DE  ;  il 
che  ee. 

Vl.^  /  polUdti  regolari  Mh  st$uo  nome ,  che  ruMUano  cioè  d€Ulo 
sfesso  numero  di  face;  iono  simili. 

Ed  in  vero  le  facce  di  questi  poliedri  sono  assolutamente  simili  come 
poligoni  regolari  dello  stesso  numero  di  lati  (1),  e  qui  non  si  deve  pro- 
vare che  reguagliansa  degli  angoli  solidi  (2). 

Questa  eguaglianza  é  chiara  nei  poliedri  regolari  ad  angoli  triedri» 
quali  sono  il  tetraedro,  l'esaedro  ed  il  dodecaedro,  resultando  composti 
gli  sngoli  solidi  di  due  poliedri  diversi  dello  stesso  nome  da  tre  angoli 
rettilinei  eguali  cioè  da  tre  angoli  di  triangoli  equilateri  o  di  quadrati 
o  di  pentagoni  regolari ,  e  però  devono  gli  angoli  solidi  coincidere  in 
ogni  verso  (3).  Si  consideri  ora  l'ottaedro  regolare  LÀBDFI  (fig.  214), 
e  si  compari  con  un  altro  di  diverse  dimensioni,  é  propriamente  si  sts- 
bilisca  il  confronto  della  piramide  quadrangolare  retta  LABDF  con  una 
piramide  analoga  dell'altro  ottaedro.  Allora  è  visibile  essere  gli  angoli 
triedri  si  vertici  delle  due  basi  quadrate  composti  da  tre  angoli  rettili- 
nei eguali  cioè  da  un  angolo  di  quadrato  e  da  due  di  triangolo  equila- 
tero; per  lo  che  quésti  angoli  triedri  sono  assolutamente  eguali  (4) ,  ed 
eguali  resultano  tutte  le  inclinazioni  delle  facce  laterali  cioè  dei  trian- 
goli equilateri  nelle  due  piramidi  (5).  Laoode  se  si  pone  il  vertice  di 
una  sopra  il  vertice  L  dell'altra  ed  uno  dei  piani  triangolari  sopra  il 
piano  ALB  con  fare  coincidere  in  JL  gli  angoli  eguali,  allora  per  ragione 
dell'eguali  ioclinaziuni  è  giocoforza  che  il  secondo  piano  triangolare  cada 
sopra  BLD,  combaciando  gli  angoli  eguali  in  £ ,  e  cosi  degli  altri ,  in 
modo  ehe  i  due  angoli  tetraedri  coincidono.  Questo  metodo  di  dimostra- 
sione  è  applicabile  agli  angoli  pentaedri  di  due  diversi  icosaedri  regola- 
ri, considerando  la  piramide  peotagona  retta  ÌMNPQB  di  ono  e  la  pi- 
ramide analoga  dell'altro;  qui  gli  angoli  triedri  ai  veritici  delle  beai  pen- 
tegone  sono  formati  dall'angolo  rettilineo  di   pentagono   regolare  e  dai 

(1)  in.  F.*  (2)  n.  D$f.  8.  (3)  X4.  li."*  Cor,  (4)  2#.  !/.•  (5)  t4.  /!.• 
Corol» 
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dae  di  triangolo  equilatero,  e  nel  retto  si  discorro  eomc  sopra  per  itu- 
bilire  lo  coincidenza  doi  duo  angoli  pontaedri.  Dunque  oc. 

Corollario.  Lo  superficie  adunque  dei  poliedri  regolari  dello  stesto  do* 
me,  cbe  sono  poliedri  simili,  stanno  come  f  quadrati  delle  dfiiciisionl  o- 
mologhe(l),  ed  i  folomi  come  i  cubi  (8);  e  siccome  io  ogni  poliedro  re- 
golare gli  spigoli  resultano  tutti  eguali  al  lato  del  eorrispondeote  poli- 
gono regolare,  così  si  dice  io  generale  cbe  (f  iup9rfiei9  o  i  volumi  dei 
polièdri  regolari  rimiU  Hanno  come  t  quadrati  o  i  cubi  det  rifpeClM 
Ioli. 

TU.*  Ogni  poligono  ngolaro  è  oirooserUtièiU  ed  iterittihiU  edta  sfera, 
oioè  ii  può  iompro  a$i$gnar$  una  sfora  oKo  ne  foeea  tulle  le  faeoa ,  ed 
unaUra  eho  pasta  por  tuiU  i  vortici. 

Bappresenti  CD  (fig.  218)  uno  spigolo  del  poliedro  regolare  cioè  un 
lato  comune  di  due  facce  adiacenti,  e  siano  i  punti  /«  L  i  eentri  dei  ci^ 
coli  iscritti  e  circoscritti  alle  stesse,  da  cui  si  guidino  le  perpendicolari 
sopra  CDt  cbe  concorrono  nel  suo  ponto  di  mesto  H  (3),  ed  il  loro  an- 
golo WL  misura  l'angolo  diedro  deiransidette  due  facce (4).  Indi  nel 
piano  IML  (tt)  si  conducano  da  /  la  perpendicolare  sopra  /Jf,  e  da  £  la 
perpendicolare  sopra  IrJf,  le  quali  due  perperdicolari  derono  eooeorrere 
in  un  punto  O  per  ragione  delle  rette  iM  ed  LM  poste  ad  angolo  (6); 
or  io  dico  essere  O  11  eentro  comune  delle  due  sfere  richieste,  e  corri- 
rispondere  01  al  raggio  della  sfera  iscritta  ed  OD  al  raggio  della  cir- 
coseri tta* 

A  quest'oggetto  si  rifletta  da  prima  che  le  due  perpendicolari  IO,  LO 
condotte  sopra  le  rette  IM,  LM  resulUno  perpendicolari  ai  plani  delle 
facce  adiacenti  del  poliedro.  Ed  io  rero  la  rette  CD  perpendicolare  alle 
due  rette  /Jlf,  LM  è  perpendicolare  al  loro  piano  IMLO  (7),  per  lo  che 
ciascuna  delle  facce,  passando  per  CD,  è  peri^endicolare  al  piano  IJtfXOfS). 
€oal  si  ha  il  primo  piano  IMLO  perpendicolare  al  secondo,  eh' è  quello 
dell'una  o  dell'altra  faccia;  e  ciascuna  delle  rette  IO,  LO  posta  nel  primo 
piano,  essendo  perpendicolare  alla  rispettiva  comune  sezione  IM,  LM  dei 
due  piani,  resulta  perpendicolare  al  secondo  piano  rispettivo  (•).  Si  ri- 
fletta in  seguito,  tirando  OM,  dorer  essere  eguali  le  due  perpendicolari 
IO  y  LO^  che  sono  lati  omologhi  della  coppia  dei  triangoli  rettangoli 
Oljf ,  OLM  eguali  (10),  per  ragione  dell*  ipotenusa  OJif  comune  e  dei 
iati  eguali  IM ,  LM  esprimenti  i  raggi  dei  circoli  iscritti.  Dunque  le 
due  perpendicolari  a  due  facce  contigue  qualonque  elerate  dai  rlspetlit i 
h  centri  /,  L  dei  circoli  iscritti  e  circoscritti  si  devono  iocootrare,  e  le  por- 

zioni di  esse  perpendicolari  comprese  fra  il  ponto  comune  O  e  gli  an* 
lidetti  ceoiri  sono  eguali. 

(1)  25.  K.*  (1)  26.  XIV.^  (3)  iS.  IL*  (4J  %0.  IL*  Scoi.  (3)  49.  !.•  Cor,  4. 
(•)  e.  IL"*  e  S.  /.•  (7)  49.  IL*  (8)  tO,  YL*  (•)  ZO.  VU^  (10)  44.  Ti* 
4.  eofo. 


Or  egli  è  facile  iii  protare  che  tulle  le  altre  perpendicolari  alle  aio- 
gole  facce  tirate  dai  particolari  ctDirf  vanoo  a  coDcorrere  nel  ponto  O 
già  determioato,  e  che  per  consegoenle  aono  fra  loro  egoali.  GoDciosaia- 
che  indicaodo  per  EF  ao  altro  spigolo,  clie  aia  tato  cornane  della  faccia 
di  centro  X  e  di  ooa  lena  faccia  contigoa  di  centro  E,  le  rette  LNf  EN 
condotte  al  mezio  Pf  di  EF  ne  rappreaeniano  gli  apoiemi  (1),  ed  il  loro 
iiogolo  LPiE  miaora  dell' inelinaxione  delle  doe  facce  resolta  egoale  al 
precedente  IML ,  essendo  egoali  le  ioclinationi  di  dna  facce  qoaloo- 
qoe  (2).  Giusta  la  dimostraiione  di  sopra  le  doe  perpendicolari,  che  par- 
tono da  L  e  ir,  ai  devono  incontrare  in  un  ponto,  che  possiamo  indicare 
in  modo  aasoloto  per  O,  sema  avere  cioè  riguardo  al  paolo  O  cooside- 
rato  come  Incontro  di  IO  ed  LO;  ù  cosi  viene  a  formerai .  la  aeconda 
eoppia  dei  triangoli  rettangoli  OLN,  OEN  egoali  per  w  ateaaa  ragiooe 
di  aopra,  che  dà  LO'^EO.  Fraltaoto  i  triangoli  di  qoeata  aeconda  cop- 
pia devono  essere  eguali  a  qoclli  della  prima,  come  per  eaeropio  il  trian- 
golo OLN  egoale  ad  OLM  (3J,  perchè  haono  l'angolo  retto  in  £,  gli  an' 
gèli  egoali  in  i¥  ed  41  come  quelli  che  aono  le  metà  degli  angoli  egoali 
LUE  ed  IML^  ed  egoali  i  lati  conpreai  cioè  gli  apotemi  LN  ed  LM; 
e  sleeome  io  qoeati  doe  triaogoli  è  comune  la  diresione  di  doe  lati  omo- 
loghe che  giacciono  aopra  la  perpendicolare  elevata  da  £,  cosi  fa  d'uopo 
che  eaiata  no  lato  comune  aopra  qoeata  perpendicolare,  eh*è  qoaoto  a  dire 
il  lato  LO  del  triangolo  OLH  definito  dall'incontro  delle  doe  perpendi- 
colari di  /  ed  £  deve  poro  appartenere  al  iriaogolo  OLN  definito  dall'in- 
contro delle  due  perpendicolari  di  £  e  JT.  In  aimile  guisa  reata  provato 
che  la  tersa  perpendicolare  elei  ala  da  E  incontra  la  aeconda  elevata  da 
L  nello  ateaso  punto  O,  in  cui  ehbe  luogo  l' incontro  di  qoeata  aeconda 
colla  prima  elevau  da  /,  e  dalle  doe  egoaglianse  lO^JéO^  LO^EO  al 
dednce  lO^LOmmEO;  e  collo  stesso  metodo  si  poò  estendere  la  dimo- 
straiione alle  aocoessive  perpendicolari  dei  ceotri  delle  altre  facce* 

laonde  se  col  centro  O  e  coi  raggio  egoale  ad  ooa  di  qoeata  perpen- 
dicolari per  esempio  01  si  descrive  ona  afera ,  è  giocoforsa  che  qoeata 
sfera  paaai  pei  centri  /,  L,  JT,  ec.  di  intte  le  facce  del  poliedro,  le  qnali 
come  perpendicolari  al  punti  eatreml  del  raggi  roani  tane  tangenti  alla 
afera  (4),  e  così  il  poliedro  vi  rimane  circoacrltto.  Di  pih  eaaendo  II  piede 
di  ogni  perpendicolare  come  per  esempio  I  II  eentro  del  circolo  circo- 
scritto alla  particolare  faccia,  le  oblique  coodotte  da  O  ai  vertici  di  eaaa 
faccia  cioè  OD,  OC,  ce.  aono  eguali  (5);  e  aiccome  lo  ateaao  vertice  J>, 
C,  ec.  appartiene  elmeno  ad  altre  due  facce  ediacenti,  che  concorrono  a 
formare  l'aogolo  aolido  in  D,  C,  ec,  cosi  mano  mano  si  esiendè  Tegna- 
gliansa  a  tutte  le  oblique  guidate  da  O  a  tutti  1  vertici  del  poliedro,  e 
la  sfera  di  centro  O  e  raggio  OP  paaaa  per  gli  atetsi ,  coi  11  poliedro 
resta  iscrilto. 

(1)  48.  ti.''  (1)  D$f.  (8)  il.  IK.'»  (4)  2S.  r.**  C«)  49.  F,« 


CaroUario  #.*  Btseadp  il  poliedri  regolare  eircMcriUibila  alla  sfarà, 
svssiaie  il  deltaCo  di  sopra  (1),  cioè  a  dire  ti  oofimia  del  poliedro  rtfo* 
iar$  egwagHa  U  prodoUo  di  un  lerxo  df  Uà  «no  iuperficie  poi  raggio  doUa 
offra  iioriUa,  ed  i  volumi  del  poliedro  regolare  o  della  efera  eoneorvmmo 
il  rapporto  delle  riepottioe  itiporfieie. 

Corollario  t.*  Nel  poliedri  regolari  simili  (2)  i  raggi  delle  sfere  iseriUe 
o  eireoserilte  si  possono  rigoardare  come  dImeDaiooi  omologhe.  Imper- 
eioechè  nel  iriaogolo  OiM  retuogolo  in  /  ai  ha  l'angolo  OMi  metà  del- 
l'angolo diedro  dei  piasi  cbntigoi ,  e  quindi  costante  reanlta  il  rapporto 
fra  i  lati  O/,  iM  per  tatti  i  triangoli  simili,  che  possono  formarsi  nei 
poliedri  regolsri  simili  (3)  ;  ma  il  rapporto  tra  il  raggio  IM  del  circolo 
iscritto  ed  il  lato  CD  del  poligono  regolare  è  costsnte  nel  poligoni  regolari 
simili  (4);  daoqoe  poro  costante  rieace  il  repporto  di  01  a  CD,  Oltre  a 
ciò  dal  rapporto  costante  tra  II  raggio  MD  del  circolo  circoscritto  ed  il  late 
CD  l'altro  si  dedoce  costsnte  di  Di  ad  ID,  per  lo  che  i  triangoli  far* 
ma  ti  come  OID  resoltano  cogli  angoli  egoali  In  /»  che  sono  retti,  com- 
presi frs  lati  propon ionali ,  Il  che  basta  per  la  loro  slmilitndine  (6)  e 
cosi  ne  prof  iene  il  repporto  costante  fre  i  dne  raggi  Oi,  OD  delle  sfere, 
in  questa  gnisa  1  raggi  delle  sfere  Iscriits  o  circoscritte  sono  proporsio- 
Dsli  ei  lati,  onde  si  stsbilisce,  che  le  iuporfioie  o  i  voluwU  dei  poliodri 
regolari  oimili  elanno  oome  i  quadrali  o  i  oubi  dei  raggi  dolh  sforo 
iieritte  o  pure  eircoeeriile  ai  poliedri  (6). 

Scolio»  Il  centro  O  delle  dne  sfere»  Tona  Iscritta  e  l'altra  circoscritta  al 
poliedro  regolare,  si  pnò  rigosrdare  come  il  punto  d*incontrq  tanto  dei 
piani  iJlfZ ,  LNK ,  ec-  condótti  perpendicolarmente  ai  messi  Jf,  /f ,  ec. 
dei  lati  CD,  EF,  ec.  del  poliedro,  quanto  dei  piani  CDO,  SFO,  oc.  che 
dividono  in  mezto  gli  angoli  diedri  eguali  delle  facce  di  esso  poliedro  » 
misurando  gli  angoli  rettilinei  eguali  Gif/,  OMIL  gli  angoli  diedri  eguali 
del  piano  CDO  colte  due  facce  contigue  dei  centri  i  ed  £,  ec«  Qneata  os- 
sertsiione  rosntieoe  da  una  parte  Tanslogia  del  presente  metodo  eoll'al* 
irò  di  ritroverei  centri  delta  sfera  iscritta  e  eircoacrltta  ad  an  tetraedro 
qoelunque  (7);  mentre  dall'altra  ci  fa  vedere  che  nel  plano  I  poligoni  re- 
golari sono  rispetto  el  circolo,  ciò  che  sono  nello  spailo  1  poliedri  re* 
golerl  rispetto  alla  afere.  Concioaalacché  il  centro  comune  delle  duo  f- 
gore  rotonde  nel  plaoo  è  la  unione  delle  rette  perpendicolari  ai  messi  dei 
lati,  e  delle  retu  che  dividono  in  messo  gli  angoli  (8)  ;  e  nello  spailo  i 
piani  sunno  invece  delle  retu,  e  gli  angoli  diedri  in  vece  dei  reuilinei. 


(1)  W.  X//.«  Cor,  t.  (i)  FI*  (3)  U.    F/  (I)   //.    F.*  (5)  44.  YH: 
(6)  VI*  Cor.  (7)  U.  ir.*  Seel.  %.  (•)  4S.  IL*  Scoi.  4. 
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Introduzione  pag.  5. 

PARTE  PRIMA 
DBLLA   GEOMETRIA   PIANA   O   A    DU6   DIMBUSIoAl 

S  1.  Della  linea  retla  e  del  circolo  pag.  8. 

Definizioni  della  linea  reità,  della  superficie  piana  o  del  piano,  della  cir- 
conferenia  e  del  circolo,  del  roggio,  del  dìameCro,  della  corda, 
dell'arco,  del  segmento,  «  del  settore. 
Postulati. 

Principio  generale  della  soprapposizione. 

7eor.   /.  Fra  latte  le  corde  il  solo  diametro  divide  la  circonfereoia  e  11 
circolo  in  doe  parli  eguali. 
Scoi.  Quando  fci  dice  l*arco  sotteso  della  corda,  s'intende  parlare  del 
più  piccolo  cioè  di  quello  minore  dellla  semicirconferensa. 
li.  Il  diametro  è  on  maximum  fra  lotte  le  corde. 
f//.  Nel  medesimo  circolo  o  in  due  circoli  eguali  cioè  dello  stesso 

raggio  gli  archi  eguali  sono  sottesi  da  corde  eguali. 
ìK  Nel  medesimo  circolo  o  in  «due  eguali  gli  archi  disuguali  sono 
sottesi  da  corde  disuguali,  e  propriamente  l'arco  maggiore  è 
sotteso  dalla  corda  maggiore. 
5co{.  Si  stabilisce  la  condiiione  per  essere   vere  le  proposizioni  io- 
verse. 
V.  inv.^  Nel  medesimo  circolo  o  io  doe  eguali  le  corde  eguali  sot- 
tendono archi  eguali. 
Vi.  inv.**  Nel  medesimo  circolo  o  in  due  eguali  le  corde  disugnali 
sottendono  archi  disuguali,  e  proprimeole  la  corda  maggiore 
sottende  l'arco  maggiore. 
Scoi-  La  posizione  delle  corde  eguali  o   disuguali  rirpetto   al  centro 
del  circolo  sarà  stabilita  io  luogo   più   opportuno  (¥•  S  ^^* 
VI.  Scoi.  2). 

S  2.  Degli  angoli  e  della  loro  misura  pag.  12. 

Definitioni  dell'angolo,  della  perpendicolare,  dall'angolo  retto,  oitoso, 

acuto. 
Teor.  I.  Sa  dos  angoli  sono   eguali,  e  coi  centri   ai  loro  vertici  si  de- 
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seri? ODO  dae  cireeofareaze  dello  BtesM  raggio ,  f  doe  archi 
compresi  fra  i  lati  degli  angoli  devono  essere  egaali;  ed  aU 
rioverso. 
Cor»  L'angolo  retto  comprende  fra  i  sooi  lati  un  fuodronfe  cioè  In 
quarta  parte  della  circonferenza  descritta  col  centro  al  Ter- 
tice,  e  quindi  tutti  gli  angoli  retti  resultano  eguali. 
IL  II  raoporto  di  due  angoli  qualunque  è  eguale  a   quello  degli 
archi  coo»presi,  che  si  descrivono  come  nel  leor.  I. 
Cor.  -I  settori  presi  nello  stesso  cìrcolo  o   in  circoli   eguali  sUdoo 

come  gli  archi  compresi. 
8éoU  La  misura  dell'angolo  si  riduce  in  modo  compendioso  a  quella 
dell'arco  compreso  fra  i  sooi  Iati  col  centro  ti  vertice,  sop- 
ponendo divisa  la  circonfereosa   di  ciascun  circolo   in  360 
gradi. 
lU.  Una  retta,  che  In  qnalsisia  modo  cade  sopra  di  un'altra,  fa  la 
somma  dei  due  angoli   adiacenti  costanie  ed  eguale  a  doe 
angoli  retti. 
SeoL  Stabilita  l'idea  di  iup^UvMnio,  il  teorema  si  esprime  in  questi 
termini:  una  retta  cadendo  aopra  di  un'altra  fa  i  due  angoli 
adiacenti  supplementari. 
Cor,  Se  Tarie  rette  cadono  allo  stesso   punto  di  un'altra  e  dal  me- 
desimo lato,  la  somma  dei  successivi  angoli  fa  costaniemenle 
due  retti. 
/F.  Se  due  rette  s'iatersecano,  la  somma  dei  quattro  angoli  forninli 

dalle  stesse  resulta  eguale  a  quattro  angoli  retti. 
Cor.  Se  varie  rette  concorrono  ^llo  stesso  ponto,  la  somma  degli  an- 
goli, che  successivamente  formano,  è  sempre  eguale  a  quattro 
angoli  retti. 
F.  Nell'intersezione  di  due  rette  gli  angoli  opposti  al  vertice  sono 
rispelUvameote  egaali. 
S^U  La  prova  del  teorema  si   può  anche   derivare   dall'eguaglianza 
degli  arcbi^  ohe  misurano  gli  angoli  opposti  aJ  vertice. 
F/#  inì).^  Se  due  rette,  concorrendo  allo  stesso   punto  di  un'altra, 
formano  gli  angoli  adiacenti  supplementari  o  gli  angoli  op- 
posti al  vertice  eguali,  le  medesime  sono  in  direno. 
Prokl*  Dfttn  un  angolo,  /ormarne  un  altro  eguale,  al  dato  ponto  di  una 
retta. 

%  Z,  Delle  rette  perpendicolari  ed  oblique  pag.  17. 

Teor*  h  Dt  un  punM>  preso  dentro  o  fuori  di  una  retta  non  può  tirarsi 
alla  medesima  che  una  sola  perpendicolare. 
IL  La  perpendicolare  al  mezzo  di  una   retu  ha  tutti  i  suoi  ponti 

equidistanti  dagli  estremi  di  casa  retta. 
Ili,  I  punti  fuori  della  perpeodicultre   al  mezzo  di  uoa    retta  sono 
'    disugualmente  disiami  dagli  estremi  dj  essa  retta. 
QQr.  /•  -Una  retta*  avendo  due  punti  equidistanti  dagli  estremi  di  un'al- 
tra, deve  necessariamente  esserle  perpendicolare  e  passare  pel 
suo  mezzo? 
t*  Se  una  retta  è  perpendicolsre  ad  un'altra»  ed  ha  un  ponto  qua- 
lunque equidistante  dai  suoi  estremi,  gli  altri  punti  della  per- 
pendicolare goderanno  della  medesima  proprietà,  cioè  sarà  la 
perpendicolare  del  mezzo. 
Lem,  Bv.  IV.  Doe  linee  spezzate  avendo  gli  stessi  ponti  ^sU-eipif  1*  invi- 
lappante  è  maggiore  dell'inviluppata. 
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tv.  Fra  le  rette  tirate  da  óo  poalo  ad  au  retta  la  perpeodicolare 
è  la  più  corta  di  tatte ,  e  come  tale  misora  la  diitania  del 
ponto  alla  retta;  le  obliqòe  eqaidiataDti  dal  piede  della  per- 
pendicolare aoao  egoali:  e  fra  le  oMéque  le  più  dJatanti  dalla 
perpendicolare  sono  più  lunghe. 
Cor.  Da  an  ponto  preso  foori  di  ona  retta  non  ai  possono  foidare 
alla  stessa  che  dae  sole  rette  egoali. 
V,  mv.^  La  più  corta  linea,  che  poù  condorsi  da  on  ponto  ad  ona 
retta,  é  la  perpeodicolare;  le  obliqoe  tsgoali  acmi  eqoidistaoti 
dalla  perpendicolare;  fra   le  obliqve  dlsagoall  la  maggiore 
dev'essere  più  distante  dalla  perpendicolare. 
Probi.  1'  Difidere  in  messo  ona  data  retta. 

S.  Da  un  punto  sopra  la  retta  innalsarle  la  perpendicolare. 
S,  Da  on  pnoto  fuori  di  ona  retta  abbassarvi  la  perpendicolare. 
Scoi.  Su  le  condiiioni,  che  devono  avere  gli  archetti  per  intersecarsi 
fra  loro  o  con  una  retta ,  secondoehè  esigono   le  costruì  ioni 
di  questi  problemi. 

8  4.  Delle  perpendicolari  nel  eireolo  pag.  SO. 

Taof .  /.  Il  raggio  perpendicolare  ad  ona  corda  divide  in  metio  la  eorda 
e  Tarco  dalla  medesima  sotteao. 
il.  Il  raggio  che  divide  in  mezxo  la  corda,  è  perpeodicolare  alla 

stessa,  e  divide  in  mezso  Torco  sotteso. 
///.  La  perpendicolare,  che  divide  in  messo  la  eorda,  dev'essere  on 
raggio  cioè  passare  pel  centro,  e  divide  in  aeiso  l'arco  sot- 
teso. 
SeoL  Sopra  le  quattro  condiiloni,  che  ai  nnlscono  nella  stessa  retta^ 
e  sopra  gli  altri  tre  teoremi ,  che  resultano,  dando  due  con- 
dizioni qualunque. 
Pfofrl.  Dividere  un  angolo  o  arco  dato  in  due  parti  egoali. 

8  5.  DeUe  tangenti  pag.  SI. 

Teor.  h  La  linea  retta  non  può  incontrare  la  circonferenza  che  In  due 
soli  punti. 
Seol,  Si  stabilisce  Tidea  di  linea  eamMeio, 
li.  La  perpendicolare  condotta  ali*  estremità  del  raggio  non  ha  co- 
mune colla  circonferenza  che  il  .aolo  ponto  detto  di  contatto f 
dandosi  alla  retta  il  nome  di  fandanie. 
IIL  mv.^  Se  una  retta  è  tangente  al  circolo,  cioè  ha  un  aolo  ponto 
comune  colla  circonferenza,  il  raggio  tirato  al  ponto  di  con- 
tatto è  perpeodicolare  alla  tangente. 
IV,  Fra  le  perpendicolari  aireatremità  del  raggio  e  la  circoofefenza 
non  si  può  tirsre  pel  ponto  di  contatto  verona   retta  Inter* 
media. 
Scoi.  Si  dà  la  ragione  della  nomeQclatara  adottata  di  tangente  e  se" 
canto,  e  si  stabilisce  la  tangente  come  il  limite  della  serie 
delle  secanti. 
Cor»  Allo  stesso  ponto  della  circonferenza  non   poò  tirarsi  che  una 
sola  tangente. 
Prohl»  Tirare  la  tangente  ad  on  ponto  deUa  eireonferenia* 
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8  6.  IklU  T9H$  faralUU  pag^.  21. 

DtfnUionB  delle  pare  itele. 
7Vor.  /.  Doe  rette  perpeodicolari  ad  aoa  terza  tono  parallele. 

//.  tnv."  Se  due  rette  sono  parallele,  devono  tolte  e  doe  essere 
perpendicolari  ad  ona  terza,  cioè  a  dire  se  da  due  ponti  di 
ona  retta  partono  due  parallele ,  ed  ona  di  esse  è  perpendi- 
colare alla  retta,  l'altra  dev'esserle  poro  perpendicolare. 
Seol.  Dimostrazione  'rigorosa  di  quésto  teorema  ,  e  traduzione  dello 
slesso  nel  seguente  :  le  rette  parallele  iianno  comuni  le  per- 
pendicolari, o  sia  te  retta  eh*  è  perpendicolare  ad  una  delle 
parallele,  deve  esserlo  ancora  all'atlra. 
Cor,  Da  un  punto  non   può  condursi  che  ttoa  eola  parallela  ad  una 

data  retta. 
11/.  Doe  rette  parallele  ad  una  terza  sono  parallele  fra  loro. 
IF.  Le  parallele  conservano^  da  per  tutto  la  medesima  distanza  fra 

loro. 
Cor,  Doe  punti  equidistanti   da   oìna  retta  determinano  la  posizione 
della  parallela  ad  essa  reità. 
F.  Se  doe   rette   parallele  sono  secale  da  nna  terza ,  si   formaoo 
eguali  1"  gli  angoli  allerni-interni ,  2^  gii    angoli  corrispon- 
denti, d^  gli  angoli  altemi-fsterni,  4®  gli  angoli  interni  o  gli 
esterni  posti  al  medesimo   lato  -della   secante  sono   supple- 
mentari. 
Scoi.  Esistono  le  seconde  coppie  di  ogni  specie  di  angoli,  rispetto  e 

coi  ban  poro  loogo  l'eguagliaoie  enunciate  nel  teorema. 
TL  tnv.®  Se  neiriocootro  di  due  retle  con  una  terza  ha  luogo  noe 
delle  sopraddette  eguaglianze  di  angoli,  le  due  rette  sono  pe* 
rallele. 
Stoh  L'eguaglianze  di  angoli  già  notale  sono  esclusive  per  le  paral- 
lele ,  in  modo  che  se  Ja  somma    degli    angoli   interni   dallo 
stesso  lato  non  è  eguale  a. 180°,  le  relie  non  sono  parallele, 
e  si  uniscono  dalla  parte  corrispondente  alla  somma  minore 
di  180°. 
FI/.  Gli  angoli,  di  cui  i  lati  sono  ris^iettivamente  paralleli  e  diretti 
tulli  e  doe  nel  medesimo  verso  o  contrario,  resultano  eguali, 
ed  in  caso  diverso  supplementari. 
F///.  Doe  parallele  intercettano  sulla  circonferenza  archi  eguali ,  sia 
che  fossero  totte  e  doe  secanti,  o  l'ona  secante  e  l'altra  fun- 
gente, 0  lotte  e  doe  tangenti. 
Scoi-  Sì  dimostra  il  teorema  inverso ,  cioè  se   doe  rette  intercettano 
archi  eguali  sopra  la  circonferenza  ,  devono  essere  parallele. 
Probi,  Da  OD  ponto  dato  foorl  di   ona   retta   condarre    ona   parallela 
alla  a  tessa. 
5c#l.  In  forza  di  qoesto  problema  si  può  tirare  la  perpendicolare  al- 
Testremità  di  ona  retta,  che  per  on  ostacolo  invincibile  non 
poò  proloogarsl. 

S  7.  Della  dalermifiai tona  del  circolo  pag.  29. 

7for.  /.  Tre  ponti  non  disposti  in  linea  retla  determinano  Ja  posizione 
della  circonferenza,  cioè  a  dire  per  questi  tre  punti  può  sera- 
passare  ona  solo  circonferenza. 
Cor.  Dos  circoofercnie  non  possono  secarsi  .in  più  di  due  punti. 


?8T 
5co{.  Per  (re  pumi  io  linei  retta  non   poò  petsare  circonfereoza  di 
aorta;  per  due  punii  ne  paaaano  ioGnite,  reatando  determina u 
la  linea  dei  centri;  per  an  ponto  ne  paesano  ancora  ìnGnite, 
ma  nienle  ^i  ba  di  determinalo. 
II.  NeU'intersexione  di  doe  circoli  la  retta,  clie  ne  congiooge  i  cen- 
tri, dev'  essere,  perpendicolare  al  mezzo  della  corda  comune, 
e  la  disianza  dei  centri  deve  corrispondere  minore  della  som- 
ma, e  maggiore  delia  differenza  dei  due  ragj<i. 
///.  Se  la  distanza  dei   contri  di   due  circoli  é  eguale  alla  somma 
dei  raggi ,  questi  due   circoli  al  toccano   eslernamcnte ,  cioè 
hanno  comune  il  solo  ponto  posto  sopra   la  reiia  dei  centri , 
che  dicesi  di  confolto,  e  sono  sitoali  Tuno- fuori  deiraliro. 
iV.  Se  la  disianza  dei  centri  di  due  circoli  è  eguale  alla  differenra 
dei  loro  raggi ,  questi   due  circoli  si   toccano   internamente, 
cioè  hanno  comune  il  solo  punto  di  contano    posto  nel  prò- 
longamento  della  linea  dei  centri,  e  sono  situati  l'uno  deniro 
J'aliro. 
Scoi,  La  linea  retta  ò  divisibile  allMafinito. 

T.  tnv.®  Se  doe  circoli  si  toccano  esternamente  o  inleroamente,  i 
loro  centri  e  il  punto  di  contano  devono  essere   nella  stessa 
linea  retta,  cioè  la  distanza  dei   centri,  resolta   eguale  alla 
somma  o  alla  differenza  dei  raggi. 
Scoi    La  distanza  dei  centri  comparata  colla  aomma  o  differenza  dei 
raggi  determina  la  rispettiva  poaizione  dei  dne  circoli. 
Probi.  1,  Per  tre  ponti  dati,  che  ooo  sono  in  linea  retta,  far  {gassare  una 
circonferenza, 
t.  RitroTare  II  centro  di  no  circolo  o  di  on  arco  dato. 

S  8.  Della  misura  degli  angoli  riferiti  in  qualunque  modo 

alla  eireonferensa  pag.  32. 

Teor,  /.  L*  angolo  della  tangente  e  dellf  corda  ,  che  dfcesi   angolo  del 
segmento,  è  misuralo  dalla  mele  dell'arco  sotteso  dalla  corda. 
//.  L'angolo  formalo  da  doe  corde  cioè  col  vertice  sopra  la  circon- 
ferenza, che  dicesi  a^^golo  iscritto^  ò  misorato  dalla  metà  del- 
Tarco  compreso  fra  i  suoi  Iati. 
Cor-  4,  L'angolo  del  centro   è  doppio   dell'angolo  iscritto,  che  poggia 
sullo  stesso  arco,  o  in  altri  termini  l'angolo  al  centro  egoa- 
glla  l'angolo  iscritto,  che  poggia  sopra  un  arco  do^ipio. 
t.  L'angolo  del  segmento  è  eguale  a  qoalsisia  angolo  iscritto  nel- 
l'altro segmento. 
S,  Tolti  gli  angoli  iscritti   nello   stesso  segmento ,  che  poggiano 

cioè  solla  medesima  corda,  sono  egiiaN. 
4.  Tutti  gli  angoli  iscritti  nel    semicerchio   sono  retti ,  gli-  angoli 
iscritti  in  on  segmento  minore  del  semicerchio  olttisi,  e  qu<lli 
iscritti  io  on  segmento  maggiore  del  semicerchio  acuti. 
///.  L'angolo  eccentrico  col  vertice  deniro  alla  circonferenza   è  mi- 
sorato  dalla  metà  della  somma  dei  doe  archi,  l'uno  compreso 
fra  i  sooi  lati  e  l'altro  fra  gli  stessi  lati  prolungati  ai  di  là 
del  vertice. 
iV.  L'angolo  eccentrico  col  vertice  fuori  della  circonferenza  è  misu- 
ralo dalla  metà  della  differenza  del  due  archi  compicsi  fra  i 
auoi  lati. 
ScoL  /.  Espressione  generale  dalla  misura  degli  angoli  riferiti  alla  cir- 
conferenza. 
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f.  Non  é  vera  la  aegaenta  propositiofla  ioTeraa:  sa  on  aogolo  ha 
per  iniaura  Tareo  compreso  fra  i  saoì  lati,  deva  avere  il  ver- 
tice al  centro  del  circolo. 
V,  tnv.**  Se  un  angulo  è  tniaiirato  dalia  metà   detl'  arco  compreso 
Tra  i  sOoi  lati,  dcv'easere  iscritto  «al  circolo,  eoi  appartiene 
l'arco,  cioè  deacrivendo  l'intero  circolo,  deve  qnesto  passare 
"      pel  vertice  dell'angolo. 
Scoi.  Sopra  rappllcaiione  di  questo  teorema  all'angolo  retto. 
Probi,  anntito  al  Cor.  4  del  teor,  li.  Da  un  panto  dato  fuori  di  don 
circonferenza  condarre  )a  tangente  alla  stessa. 

S  9*  ^^  trianguU  pag.  35. 

Definizione  dal  triangolo. 

Teor.  #•  In  ogni  triangolo  dev'essere  ciaaenno  del  lati  minore  della  som* 
ma  degli  altri  due ,  o  ci^  eh' è  lo  stesso  odo  qnalonqoe  del 
lati  minore  della  somma  e  maggiore  della  dilTerenza  degli  altri 
due  tali. 
SeoU  Sulla  possibili  tè  di  formare  il  triangolo  equileUero,  isosetU^  tea* 
Uno. 
il,  Qualooqae  triangolo  è  iscrittiblle  nel  circolo,  cioè  pei  suoi  tre 
vertici  può  sempre  passare  la  circonferenia  di  on  circole,  nel 
quale  caso  il  triangolo  ai  dice  tton'cio  nel  circolo  e  il  circolo 
eircoicritlo  al  triangolo. 
5eo(.  Le  perpendicolari  elevate  dai  meni  dei  tre  lati  di  uà  triangolo 
qualunque  concorrono  In  unico  ponto,  che  è  il  centro  del  cir* 
colo  circoscritto  al  triangolo. 
Cor.  4,  Gli  angoli  di  od  tritogolo  opposti  ai  lati  eguali  sono  agaali,  e 
reciprocamente;  quindi  11  triaogolo  equilatero  è  pure  equian- 
golo, ed  air  inverao;  come  pure  gli  angoli  alla  baae  del  trian- 
golo isoscele  sono  eguali,  ed  all' inverso. 
%.  In  qualunque  triangolo  al  lato  maggiore  si  oppone  l'angolo  mag- 

gioVe,  e  reciprocamente* 
///.  La  somma  dei  tre  angoli  di  qualunque  triangolo  è  costante  ed 
eguale  a  due  angoli  retti. 
Cor,  4,  Conoscendo  due  angoli  di  un  triangolo  o  la  loro  somma,  si  de- 
termina il  terzo,  ed  all'  inverao. 
2.  L'angolo  eaterno  di  on  triangolo  è  egoale  alla  somma  dei  due 

angoli  interni  opposti* 
S,  Il  triangolo  non  poè  avere  che  on  solo  aogolo  retto ,  dovendo 
essere  gli  altri  due  angoli  della  aomma  di  W*^  o  come  dlceai 
eomplenuntari.  Il  triangolo  in  qnesto  caao  si  chiama  rettan" 
golo,  il  lato  oppoato  all'angolo  retto  ipoi9n9$a,td  i  doe  lati 
catèti. 

4.  Non  può  eaistere  in  un  triangolo  che  un  aolo  angolo  ottuso»  do- 

vefxlo  ciascuno  degli  altri  doe  essere  acolo  ;  ed  al  triangolo 
coll'aogolo  ottoso  si  dà  il  nome  di  ottusangolo. 

5.  In  qualunque  triangolo  devono  eaiatere  due  angoli  acuti,  e  non 

può  variare  che  la  apecie  del  terso  aogolo;  se  questo  ancora 
è  acuto ,  il  triangolo  si  dice  aeutùngolo.  Si  chiama  poi  obli- 
quangolo il  triangolo  aensa  angolo  retto,  cioè  l'ottusangolo  e 
l'acutangolo. 

6.  «Nel  triangolo  isoscele  gli  angoli  eguali  alla  base  devono  essere 

acuti. 
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7.  Nel  Cria  cigolo  isoicele,  d«io  un  solo  angolo,  ti  rleavano  imoM- 

diaiamente  gli  altri  dna. 
S,  Giascon  angolo  del  triangolo  equilatero  è  la  teria  parte  di  due 
retti  o.  sia  doe  terzi  di  un  retto. 
ir.  La  perpendicolare  abbassata  dal  «eriice  di  un  triangolo  isoscele 

snlla  base  divide  In  mezzo  la  base  e  l'angolo  del  vertice. 
K.  La  perpendicolare   abbaatata  dal  vertice  di  un  triangolo  sopra 
il  lato  opposto,  che  si  prende  come  base,  cade  dentro  al  trian- 
golo, quando  i  due  angoli  alla  base  sono  delU  stessa  specie  cioè 
a  dire  acuti;  cade  fuori  del  triangolo,  quando  gli  angoli  anzi- 
detti sono  dì  specie  diversa,  e  precisamente  cade  in  un  punto 
della  base  prolungata  al  di  là  del  vertice  dell'angolo  ottuso. 
SeoL  Sopra  1*  importanza  di  questo  teorema»  ch'é  indipendente  dalla 
particolare  costruzione  della  perpendicolare. 
K/.  In  qualunque  triangolo  le  tre  perpendicolari  abbassato  dai  ver- 
tici  sopra  i  lati  opposti  si  tagliano  nello  stesso  punto. 
Probi,  Sopra  una  data  retta  descriverò  no  segmento  di  circolo  capace 
di  un  dato  angolo. 
Scoi,  Considerando  una  retta  come   corda  di  un  arco  di  n  gradi  f  si 
può  descrivere  il  circolo,  che  soddisfa  a  questa  condizione. 

8  10.  DeUe  propri9ià  gentrali  dei  poligoni  pag.  40. 

Definizioni  dei  poligoni,  degli  angoli  salienti,  delle  diagonali,  e  degli  an- 
goli rientranti. 
Teor,  i.  Qualunque   poligono  convesso  può  scomporsi  in  un  numero  di 
triangoli  corrispoodeote  a  quello  dei  suoi  lati  meno  due ,  ti- 
rando le  diagonali  da  un  vertice  a  tutti  gli  altri. 
i/.  La  somma   degli  angoli  di  un  qualunque   poligono   convesso  è 
eguale  a  doe  angoli  retti  presi  tante  volle  quanti  sono  i  lati 
del  poligono  meno  due. 
Scoi,  Determinazione  della  somma  costante  degli  angoli  del  quadrila- 
tero, pentagono,  eaagono,.  ec. 
IH,  La  somma  degli  angoli  esterni  di  un  qualunque   poligono  con- 
vesso formati  dal  prolungame.nto  dei  aooi  lati  nel  medesimo 
verso,  cioè  a  dire  la  somma  dei  supplementi  degli  angoli  in- 
terni, è  costantemente  eguale  a  quattro  angoli  retti. 
SeoL  1  teoremi  II  e  IH  convengono  ancora  ai  poligoni  con  angoli  rien- 
tranti. 

g  11.  Della  Umilitudine  ed  eguaglianza  dti  Iriang^li  pag.  43. 

Definizioni  dei  triangoli  simili  ed  eguali. 

'feor,  /.  Due  triangoli  coi  lati  rispettivamente  paralleli  sono  simili ,  ed 
i  lati  pai  allei!  corrispondono  om«floghi. 
5eo2.  Due  triangoli,  cba  hanno  un  lato  coincidente  e  gli  altri  doe  ri- 
spettivamente paralleli,  o  pore  doe  lati  coioeideoti  ed  i  terzi 
lati  paralleli,  sono  simili;  e  tirando  delle  parallele  alla  base 
di  un  triangolo,  resultano  simili  i  triangoli  cosi  formati. 
//«  Due  triangoli  coi  lati  rispettivaménte  per pendic«< lari  sooo  simili, 

e  vi  corrispondono  omologhi  i  lati  perpendicolari. 
Ili  Due  triangoli  sono  eguali ,  allorché   hanno  due  lati  e  1*  angolo 

compreso  rispettivamente  egnali. 
IV,  inv,"*  Due  triangoli  sono  eguali,  allorché  hanno  due  angoli  e  il 
lato  compreso  rispcttivarncote  eguali. 
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Scoi.  Dae  triaogoli  tono  egoiH,  quando  hiooo  due  aagoìi  ed  oq  ttlo 
qualunque  omologo  rlspelllvamenie  eguali» 
y.  Due  triangoli  rispettivamente  equilateri  sono  eguali. 
VI.  Due  triaoguli,  che  haaoo  due  lati  ed  un  angolo  omologo  rispet- 
tivamente eguali,  sono  eguali  nel  easo  degli  altri  due  angoli 
omologhi  della  slessa  specie ,  disuguali  in  quello  di  «issi  an- 
goli di  diversa  specie,  e  resta  dubbio  il  caso,  quando  non  si 
conosce  la  specie  di  questi  due  angoli. 
Scoi,  4,  Sulla  certetza  o  dubbietà  di  questo  easo  dei  triangoli. 

9.  Si  annettono  approposito  i  seguenti  teoremi  :  i^  le  due  tangenti 
guidate  da  un  punto  fuori  del  circolo  sono  eguali  ,  ed  i  due 
punti  di  contatto  devono  essere  nella  semicirconferenza  rivolta 
a  tal  punto.  2^  Le  corde  oguali  sono  equidistanti  dai  centro, 
ed  air  inverso.  3*  Essendo  due  corde  disuguali,  la  minore  è 
posta  0  maggiore  distanza  dal  centro,  ed  all'fuierso. 
VII,  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  rispettivamente  eguali  e  gli  an- 
goli compresi  disuguali,  i  terzi  lati  sono  disuguali»  ed  airan- 
golo  maggiore  si  oppone  il  lato  maggiore. 
Vili,  inv.^  Se  due  triangoli  hanno  tispettivamenie  eguali  due  lati  ed 
i  terzi  lati  disuguali,  al  lato  maggiore  corrisponde   opposto 
l'angolo  maggiore. 
Lemma  av.  IX.  Fra  tutti  i  punti  compresi  dentro  ad  un  angolo  quelli 
della  rena,  che  divide  in  mezzo  1*  angolo  ,  sono  equldistaoli 
dai  suoi  lati. 
IX*  Qualunque  triangolo  è  circoscrittibile  al  circolo,  cioò  può  sem- 
pre assegnarsi  un  circolo  ,  cui  siano  tangenti  dalla  parte  io- 
terna  i  suoi  tre  lati,  nel  quale  caso  il  clrcojo  si  dice  iseritto 
nel  triangolo. 
Scoi.  I.  Le  tre  rette,  che  dividono  in  mezzo  gli  angoli  del  triangolo,  con- 
corrono in  un  punto,  e  nel  solo  caso  del  triangolo  equilatero 
coincidono  i  due  centri  del  circolo  iscritto  e  circoscritto. 
2.  La  distanza  di  ciascun   punto  di  contatto   ad  uno  dei  due  ver- 
ticì,  fra  cui  si  comprende,  eguaglia  il  semiperimetro  del  trian- 
golo meno  il  lato  opposto  al  vertice,  rispetto  a  cui  si  calcola 
la  distanza  ;  e  nel   triangolo  rettangolo  il  raggio   del   eireolo 
è  iscriiio  eguale  al  semiperimetro  meno  Tipotcnusa. 
Probi.  Fra  i  sei  clementi  del  triangolo,  che  sono  i  tre  angoli  ed  i  tre 
lati,  dati  tre  qualunque  di  essi,  ad  ecceaione  dei  tre  angoli, 
costruirò  il  triangolo. 
/**  caso.  Dati  due  lati  e  l'angolo  compreso,  costruire  II  triangolo. 
%^  e^so.  Dati  due  angoli  ed  il  lato  compreso,  costruire  il  triangolo. 
3^  caso.  Dati  i  tre  lati,  costruire  il  triangolo. 
4*  caso,  Diiti  due  lati  e  l'angplo  opposto,  costruire  il  triangolo. 
Scoi.  Sopra  i  dati  necessari  alla  costruzione  del  triangolo   rettangolo 
o  isoscele,  e  sopra  1*  indeterminazione  del  caso  dei  tre  angoli. 

S  12.  Del  parallelogrammo,  delle  sue  diverse  specie, 
e  dei  poligoni  con  eentro  pag.  55. 

Teor,  I,  Se  dal  punto  d'intersezione  di  due  rette  qualunque  si  prendono 
sopra  ctascona  di  esse  due  parti  eguali  a  piacimento,  e  si  coo- 
giungono  colle  rette  i  quattro  ponti,  ne  resulta  un  quadrila- 
tero coi  lati  opposti  eguali  e  paralleli,  e  cogli  angoli  oppoitì 
eguali,  cui  si  dà  il  nome  di  parallelogrammo. 
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SeoL  Aleone  delle  sei  coDdiiioDi  del  ptrallelogramno  ti  rtcchf odono 
Delle  altre,  come  al  ?edrè  qui  appresso. 
17.  Il  qoadrilatero ,  che  ha  i  lati  opposti  paralleli ,  è  od  parallelo^ 
grammo,  cioè  a  dire  i  lati  opposti  e  gli  aogoli  opponi  devono 
essere  egoali. 
W.  inv.^  Se  il  qoadrilatero  ha  egnali  i  lati  opposti  o  pare  gli  an- 
goli opposti,  dev'essere  parallelogrammo  cioè  avere  i  lati  op. 
posti  paralleli,  ee. 
ET.  Il  qaadrilatero,  che  ha  doe  lati  opposti  eguali  e  paralleli,  è  pa- 
rallelogrammo, o  sia  gli  altri  doe  lati  devono  essere  egoali  e 
paralleli,  e  gli  aogoli  opposti  egoali. 
Scoi.  4.  Si  stabilisce  l'esistenza  sicora  o  no  del  parallelogrammo  rispetto 
all'ipotesi  delle  doe  condizioni  ammesse  nel  qoadrilatero. 
f.  La  determinazione  del   parallelogrammo  a  qoella  si  ridoce  del 
triangolo  formalo  dai  doe  lati  contigoi  e  della  diogonule;  ed 
il  problema  di  eostroire  il  parallelogrammo  dipende  dall'altro 
di  costroire  il  triangolo,  ed  ammette  il  caso  dubbio. 
V.  Il  ponto  d' incontro  delle  doe  diagonali  è  centro  del  parallelo^ 
grammo,  cioè  a-  dire  ciascooa  delle  diagonali  e  qoalonqoe  altra 
retta  ,  che  vi  passa  ,  è  diviaa  in  messo  e  divide  in  mesto  il 
parallelogrammo. 
Scoi,  Qnesto  teorema  è  l'inverso  del  I. 
Vi,  Se  il  qoadrilatero  ha  egoali  i  doe  lati  opposti,  ma  disognali  col 
terzo  e  perpendicolari  allo  stesso,  deve  essere  parallelogrammo 
coi  qoaitro  angoli  retti,  coi  si  dà  il  oome  di  rettangolo. 
Scoi,  Vale  lo  stesso  dire  che  il  rettaogoio  ha  i  qoattro  aogoli  retti 

ò  i  qoattro  angoli  egoali. 
Vii.  Se  il  qaadrilatero  ha  i  doe  lati  opposti  perpendicolari  ed  egoali 
al  terzo,  dev'essere  parallelogrammo  coi  qoattro  Iati  egoali  e 
col  qoattro  angoli  egoali,  e  s'indica  col  nome  di  quadrato. 
Viti,  Il  qaadrilatero  coir  doe  lati  opposti  paralleli  ed  egoali  al  terzo 
ma  obliqol  rispetto  allo  stesso ,  resalta  parallelogrammo  coi 
qoattro  lati  egoali,  e  chiamasi  rombo, 
SeoL  Circa  Tordioaria  inesattezza  di  ammettere  qoeate  Agore  per  sem- 
plice deBoizione. 
IX,  Nel  quadrato  e  nel  rombo  le  dna  diagonali  si  tsgllano  ad  angoli 

retti. 
Cor,  Nel  qoadrato  e  rombo  i  quattro  triangoli  formati  dalle  doe  dia- 
gonali sono  rettangoli  ed  eguali,  ma  di  più  sono  isosceli  nel 
qoadrato. 
Scoi,  Circa  I  dati  necessari  alla  costruzione  del  rettangolo,  rombo,  • 
quadrato. 
X.  Il  solo  parallelogrammo  coi  quattro  angoli  retti  o  aia  il  rettan- 
golo è  iacriitibile  nel  circolo. 
Scoi,  Supponendo  il  rettangolo  iacriito  nel  circolo,  il  suo  centro  cioè 
l'intersezione  delle  due  diagonali  dev'easere  pure  il  centro  del 
eircolo. 
Xi,  Se  un  nomerò  n  di  rette  a' intersecano  nello  stesso  ponto  ,  da 
cai  si  prendono  delle  parti  eguali  a  piacimento  sopra  ciascuna, 
congiungendo  i  punti  atgnati,  si  forma  un  poligono  di  2filaii, 
che  ha  i  lati  opposti  eguali  e  paralleli  ,  e  gli  angoli  opposti 
eguali. 
Xtt,  tuo.*  Essendo  un  poligono  coi  lati  opposti  egoali  e  paralleli,  gli 
angoli  oppostf  corrispondono  egoali ,  e  le  diagonali  condotte 
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fra  i  Tettici  opp«tU  »' inlersceino  lolle  nel  medesimo  psDlo, 
eh' è  II  cfDlro  4fl  poKgODO,  elee  ogni  diegonele  e  qoalaoqae 
•lira  rena,  che  vi  passa  e  lermisa  al  perimsiro,  resta  divisa 
io  meizo,  e  divide  ìd  meizo  il  poligsno. 

JTI//.  Il  poligoDO,  che  dod  ha  i  lati  opposti  paralleli  ed  eguali  ,  non 
pnò  avere  centro. 

Skd.  Rifiessiost  svila  forme  di  questa  dImostrasioDe. 

Cpr,  Il  parallelogrammo  è  la  più  semplies  flgmrs  coi  centro. 

8  13.  Dei  poli^Mi  regolari  pag.  62. 

T$er.  /.  Se  Is  circonferenza  si  sappone  divisa  in  no  nnaicro  n  di  parti 
egaali,  tirando  le  corde  pei  soceesstvi  ponti  di  divisione  ,  si 
forma  nn  poligono  di  n  lati  equilatero  ed  equiangolo,  ehe  di- 
cesi Tegolate. 
SeoU  Soprs  il  Isto  e  l'angolo  del  poligono  regolare. 
//.  Ogni  poligono  regolare  è  iscritttbile  e  circoseriltiblle  al  circolo, 
cioè  si  può  sempre   assegòare  un  circolo  clie  passa  per  tatti 
i  vertici,  ed  od  altro  che  tocca  lotti  i  lati  del  poligono. 
$€•1.  4,  Eiflessiost  sulla  dimosirsairae  e  sul  melodo  da  praticarsi  per 
risolvere  11  problema  d' iscrivere  e  circoscrivere  al  circolo  on 
dato  poligono  regolare, 
f.  La  perpendicolare  ad  ogni  late  del  poligono  regolare  divide  io 
mezzo  l'angolo  dei  due  raggi  coodolti  ai  vertici,  ed  il  raggio 
al  vertice  Tangoio  delle  dae  perpendicolari  ai  mezzi  dei  lati. 
ìiL  Mei  solo  poligono  regolare  di  un  nomerò  pari  di  lati  il  centro 
dei  circoli  iscritto  e  circoscritto  è  pure  centro  di  Ggura. 
PrM*  4.  Iscrivere  in  on  dato  circolo  un  poligono  regolare  di  un  deter- 
minato nomerò  di  lati. 
4*  caio.  Iscrivere  i  poligoni  regolari,  di  coi  il  nomerò  dei  lati  sia 

nella  progressione  dei  doppi  3,  6,  12.  ec. 
t*  caso»  Iscrivere  la  serie  dei  poligoni  regoisri  di  4,  8, 16,  ec.  lati. 
3*  eaeo.  Iscrivere  la  serie  dei  poligoni  regolari  di  K,  10,  20,  ec.  lati. 
Questo  problema  si  risolverà  al  S  16,  dove  si  trova  annesso  •!  7. 
4*  caso.  Iscrivere  il  pentadecagono  regolare,  e  la  serie  analogs  dei 
poligoni  regolari  di  30,  60,  ec.  lati. 
Scoi.  Si  addita  no  altro  ordine  di  poligoni  iscrittlbili  si  circolo  dietro 
la  teoria  di  Gauss. 
Prcèl.  M,  Dato  il  poligono   regolare  Iscritto  al  circolo  ,  circoscriverne  no 
ahro  dello  slesso  numero  di  lati. 
4*  melodo  con  tirare  le  ungenti  ai  mezzi  degli   archi  sottesi  dai 

lati  del  poligono  iscritto. 
f*  melodo  con  tirare  le  tangenti  ai  vertici  del  poligono  iscritto. 
Seol.  4.  Il  secondo  problems  si  risolve  nei  medesimi  caai  del  primo. 
9,  Coatrnziooe  più  semplice  per  delioire  la  looghezza  del  iato  del 
poligono  circoscritto. 

S  14.  Delle  linet  proporeiofMli  pag.  68. 

Teor»  L  Prese  parti  egnall  sopra  il  lato  di  nn  angolo  qualunque,  e  tirate 
dai  punti  di  divisione  rette  frs  loro  psrallels,  queste  determl« 
nano  pure  parli  eguali  sopra  l'allro  laio. 
/I.  Ritenendo  Ja  medesima  ipolesi,  due  pani  dei  lati  cimpreae  fra 
il  vertice  ed  una  pffrailela  qualunque ,  o  pure  fra  due  parai 
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Me,  iMDDd  on  ra^M^rto  feometrieo  costaoie  eguale  al  rap- 
porto di  uoa  parte  di  oe  iato  ad  qm  parte  dell'eltro  lato. 
Seoi.  Oaaervauoee  sopra  i  modi  diferai  di  scrifere  la  atessa  propor- 
ilooe. 
1//.  Se  da  uo  pesto   qualanque  preso   nel    iato  di  ao  triangolo  ai 
gaida  alla  base  la  parallela  ,  questa  defe  dividere   i  lati  in 
parti  proporilonali  agi'  interi  e  fra  loro. 
Cor,  Un  numero  qualunque  di  parallele  dividono  io  parti  proporsio- 

nali  le  rette  eonaprose. 
Scoi.  Qualsisia    proporzione   atabllita   nel  caso  dei  rapporti  razionali 
si  estende  agi'  ioeoniniensurabili;  in  particolare  si  fa  rapplf - 
eazione  del  metodo  al  rapporto   degli  angulf  eguale  a  quello 
degli  archi   compresi,  ciò  cbe  forma  il  compimento  del  teo- 
rema lì  del  (.  2. 
iV.  ìiiv.^  Se  ano  retta  divide  proporzionalmente  i  iati  di  nn  trian- 
golo, dev'essere  parallela  alla  base. 
F.  Nei  triangoli  simili  il  rapporto   dei   lati  omologhi  é  costante  , 

cioè  i  lati  omologhi  dei  triangoli  simili  sono  proporzionali. 
VL  tnv.^  Se  dna  triangoli  hanno  i  lati  proporzionali,  devono  essere 

simili. 
Vii.  Dae  triangoli,  che  hanno  rispettivamenle  on  angolo  eguale  com- 
preso fra  lati  proporzionali,  sono  simili. 
5co^  Sopra  il  caso  certo  o  dubbio  della  similitudine,  dando  dna  delle 

cinque  condizioni,  che  si  oniscono  nei  triangoli  simili. 
Vili.  La  retta,  che  divide  in  mezzo  l'angolo  di  un  triangolo  qualun- 
que, seca  il  laro  opposta  ciuò  la  base  in  due   segmenti  pro- 
porzionali ai  lati  adiaeentr. 
IX.  inv.^  Se  una  retta  guidata  dal  vertice  di  nn  triangolo  qualunque 
-divide  la  base  in  due  segmenti  proporzionali  ai  lati  adiacenti, 
deve  quella  retta  dividere  In  mezzo  l'angolo  dei  lati  anzidetti. 
X.  In  qualunque   triangolo  le  ire  rette   guidate   dai  tre  vertici  ai 
mezzi  dei  lati  opposti  si  accano  nelle  atesso  ponto  e  propor- 
zionalmente ,  essendo  il  rapporto  dei    due   segmenti  di  ogni 
retta  quello  dei  numeri  2:1. 
Cor.  Il  segmento  del   vertice  al  ponto  di  concorso  è  «/s  dell'Intera 

retta. 
Scoi.  Si  enumerano   rispetto  al  triangolo  i  atstemi  di  tre  rette  ,  che 
s'incontrano  in  un  punto. 
li.  La  perpendicolaje  condotta  dal  vertioe  dell'angolo  retto  sopra 
r  ipotenoaa  del  triangolo  rettangolo  lo  divide  nei  due  trian- 
goli simili  all'  intero  e  fra  loro. 
Cor.  /.  La  perpendicolare  è  media  proporzionale  fra  i  segmenti  dell'ipo* 
tenasa. 
M.  Ogni  cateto  è  medio  proporzionale  fra  l'intera   ipotenosa  ed  il 

aegmento  adiacente. 
S.  La  aeeottda  potenza  o  il  quadrato  dell'  ipotenusa  é  egaale  alla 
somma  delle  seconde  potenze  o  quadrati  dei  cateti. 
SeoL  11  teorema  del  corollario  3®  é  non  solo  algebraico   ma  geema- 

trico,  eome  ai  dimostra  qui  appresso. 
XII.  11  qoadrato  dell'ipotenusa  dev'eaaere egnale alla  aomma  dei  due 
quadrati  dei  cateti;  e  la  dimoatraziooe  si  eflTettna  con  iscom- 
porre  il  primo  e  secondo  membro  dell'egusglianza  in  quattro 
triangoli  rettangoli  eguali  al  dato  ad  in  un  quadrato  formato 
sulla  differenu  dei  cateti. 
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Seol.  nU  caM  dd  Criaag»l«  muagO»  iMicele  sfaBiica  il  qmàtmtB 

salta  diflbreua  dei  ealaU. 
Cor.  il  rapporto  della  dIagoMle  al  lato  del  quadrato  è  ii 

nbile,  eaprimeodoai  da  |/2. 
Xm.  tuo.*  Sa  il  quadrato  di  u  lato  di  u  triaagolo  egvaglia  la 

ma  dei  qaadnti  degli  altri  doe  laU  ,  il  triaogolo  dot*  eaaera 
retiaogolo. 

(  16.  D9IU  linee  proparxianaU  nel  circolo^  e  de*  proUeait 

ftiUe  proporsiem  pag.  78. 

Jeor.  /•  La  perpendicolare»  eke  si  eoodoee  da  «d  pvoto  qaahiBqoe  della 
cireoafereoza  sopra  il  diametro,  é  media  proporsiooale  fra  i 
doe  segmenti  dello  stesso;  ed  all' int erse  se  la  perpendicolare 
condotta  da  qnalsisia  pnnlo  sopra  ona  retta  è  media  propor- 
rionale  fra  i  sooi  doe  segnMnti,  deve  qnel  ponto  appartenere 
alla  oirconjerenza  descritta  aopra  l' intera  ratta  coom  dia- 
metro. 
Scoi,  Basendo  doe  archi  circolari  compresi  fra  gli  sieasi  ponti,  quello 
di  raggio  maggiore  piò  ai  avTicina  alla  linea  ratta,  cioè  resta 
iaviioppato  dall'altro  di  raggio  minore. 
il.  Se  doe  corde  al  secano,  le  loro  parti  sono  recipracamente  pro- 
porzionali. 
ili.  Se  da  un  punto  foori  del  circolo  si  guidano  dna  aeeanti,  il  rap- 
porto delle  intera  secanti  è  reciproco  a  quello  delle  rispeUlTO 
parti  esterne. 
iV.  Tirate  da  ano  stesso  ponto  la  tangente  e  la  secante,  la  tangente 
resolta  media  proporzionale  fra   l' intera   accante  e  la  parte 
esterna. 
Scoi,  4.  Enoociazione  generale  dei  quattro  teoremi  precedenti. 

2.  Equazione  del  circolo  eoirorigine  delle  ascisse  all'estremità  del 

diametro  o  pure  al  centro. 
r.  Tirate  da  un   vertice  del  triangolo  la  perpendicolare  aopra  la 
base,  si  forma  la  seguente  proporzione:  la  base  stA  alla  som- 
ma dei  due  lati  come  la  differenza  degli  stessi  alla  differenza 
0  somma  de'  segmenti  della  base,  secoodochè  la  perpendico- 
lare cade  dentro  o  fuori  del  triangolo. 
Probi,  4,  Date  tre  rette  di  determinata  grandezza,  troyara  la  quarta  pro- 
porzionale. 
PfoM.  9.  Date  due  rette,  ritrorsre  la  terza  proporzionale. 
Probi.  S.  Date  due  rette,  ritrovare  la  media  proporzionale. 
Probi.  4,  Dividere  una  data  retta  in  un  numero  di  parti,  che  abbiano  lo 
stesso  rapporto  delle  parli  ,  in  coi  è  divisa  un'altra  retta. 
Seol,  Vantaggio  della  soluzioni^  geometrica  di  questi  ploblemi  sul- 
Paritmetica. 
Probi'  5,  Dividere  una  data  retta  In  un  determinato  numero  di  parti  eguali. 
Probi,  6.  Si  propone  di  costruire  la  cosi  detta-  jcaio  geodetica. 
Probi,  7.  Dividere  una  data  retta  io  estrema  e  media  ragione. 
Probi.  anniMto  al  7.  Iscrivere  in  un  dato  circolo  il  decagono  regolare. 
Seol,  Goatruire  sopra  ona  data  retta  il  decagono  0  pure  il  pentagono 
regolare. 
Appendice  al  S  16*  Sopra  i  valori  dei  lati  dei  poligoni   regolari  Iscritti 
e  circoscritti  al  circolo. 
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S  16.  D9Ha  d$ierminazioné  liiUf  fon^nfi  ttm«ifi<  «  du9  cirfo/ì  |iag.  98. 

Prohl.  Determiotre  le  UDgeoU  comooi  ^i  dna  dati  cireoli. 
Scoi.  4.  8i  definiscono  la  poaiiloni  dai  punti  di  eonlatto  ai  pel  aiatema 
della  taoganti  diritta  pha  per  quello  della  traaveraali. 
9,  Poaiiiona  della  tangenti  nel  caao  dei  circoli  eguali. 
7eor.  /.  La  diatania  del  punto,  donde  partono  la  tangenti  diritte,  al  cen- 
tro del  circolo  di  raggio  maggiora  è  la  quarta  proporzionale 
dietro  la  dilTerenia  dei  raggi,  il  raggio  maggiore,  e  la  distanza 
dei  centri;  e  la  diatanza  del  ponto  di  partenza  delle  tangenti 
Irasrarsali  è  la  quarta  proporzionala  dietro  la  somma  dei  rag- 
gi, il  raggio  maggiore,  e  la  diatanza  dei  centri. 
C4tr.  4.  Il  rapporto  delle  due  distanze  dei  punti ,  donde  partono  i  due 
sistemi  di  tangenti,  al  centro  del  circolo  maggiora  è  costante 
pai  due  circoil  dati,  qualunque  aia  la  distanza  dai  loro  centri, 
ad  equivale  al  rapporto  della  aomma  alla  differenza  dei  raggi. 
1.  Costante  è  pura  il  rapporto  dalla  distanza  fra  i  dna  centri  dei 
circoli  ed  i  due  ponti  donde  partono  i  sistemi  dalle  tangenti. 
S»  Altra  costruzione  simile  par  determinare  i  punti  di  partenza  dei 
due  alatami  di  tangenti. 

4.  Teorema,  che  ai  verifica  rispetto  alle  coppie  dei  diametri  paral- 

leli preai  in  due  circoli. 

5.  Supponendo  eguali  i  due  circoli,  si  ricade  nei  resnltamenti  dello 

Scoi.  2  del  problema. 

Scoi,  Il  problema  delle  tangenti  comuni  al  può  sciogliere  la  mercè 
delle  proporzioni. 
//.  Aumentandosi  la  diatanza  dei  eentri,  le  rette  dei  corriapondenti 
ponti  di  contatto  nei  due  circoli  ai  avvicinano  ai  riapettivi 
diametri  perpendicolari  alla  retta  dai  centri  ;  o  ciò  eh*  è  lo 
sleaso,  la  diminuzione  della  diatanza  dei  centri  fa  allontanare 
le  rette  anzidette  dai  riapettivi  diametri. 

'Scoi.  Questi  teoremi  seroono  nell'ottica  per  le  ombre  e  penombre  dei 
corpi  sferici. 

W»  Se  i  due  circoli  hanno  il  contatto  esterno,  le  due  tangenti  trasver- 
sali al  ridpcono  ad  una  nel  punto  di  contatto  dei  circoli,  re- 
stando le  due  diritte. 
IF..Se  i  due  circoli  hanno  il  contatto  interno,  la  due  tangenti  diritte 
si  riducono  ad  una  sola  nel  punto  di  contatto,  e  le  due  tra- 
sversali avanisaono. 
V'  Se  i  due  circoli  al  secano,  si  possono  assegnare  le  due  tangenti 

diritte,  e  avanlscono  la  trae  versali. 
VI.  Quando  uno  dei  circoli  é  dentro  all'altro,  svaniscono  sì  le  tan- 
genti diritte  che  le  trasversali. 

S  17,  DH  poligoni  Mimili  pag.  08. 

D€lÌniMÌon9  dei  poligoni  aimili. 

Teor.  L  Due  poligoni  anno  aimili,  allorché  per  mezzo  delle  diagonali  si 
dividono  nello  stesso  numero  di  coppie  di  triangoli  aimili  e 
similmente  posti. 
Scoi.  Si  stabilisce  il  numero  delle  condizioni  necessarie  alla  simili* 
todina  dei  poligoni. 
71.  inv,^  Due  poligoni  simili  possono -scomporsi  nel  medesimo  nu- 
mero di  coppie  di  triangoli  simili  e  similmente  posti. 
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///.  Nei  poligoDì  simili  it  rapporto  dei  lati   omologlii   rMlilU  e«- 
siaote ,  e  dev*  essere  eguale  in  geoerale  a  quello  di  dee  di- 
tiiensiooi  omologhe  qaalonqae. 
Scoi,  II  leorema  sussiste  pei  triangoli  simili,  rispetto  ai  quali  si  ud- 
ditaoo  in  partieolare  alcune  dimensioni  omologhe. 
IV.  I  perimetri  dei  poligoni  simili  hanno  lo  stesso   rapporto  delle 
dimensioni  omologhe. 
F.  I  poligoni  regolari  dello  stesso  numero  di  lati  sono  simili,  ed 
i  loro,  peri  metri  hanno  lo  stesso  rapporto  dei  raggi  dei  cir- 
coli circoscritti  o  pure  iscritti. 
Lèfn*  ST.  VI*  1  circoli  si  |M>8Sono  rignardlre  come  poligoni  regolari  ai 
mili  di  un  numero  infinito  di  lati ,  cioè  a  dire  che  hanno  i 
lati  infinitesimi  e  gli  angoli  differenti  da  iW*  per  una  qaen- 
tità  infinitesima. 
Vi,  Le  circonferenxe  dei  circoli  hanno  lo  stesso   rapporto  dei  loro 
diametri  o  raggi. 
Cor»  In  due  circoli  qualunque  gli  archi  aimlli  cioè  a  diro  dello  stoiso 
numero  di  gradi  conservano  il  medesimo  rapporto  dei  raggi; 
e  da  questo  principio  st  deduce  il  rapporto  di  due  angoli  ai 
ceniti  di  due  diversi  circoli. 
Scoi,  Le  circonferenxe  o  gii  archi  simili   coosarvaBO   in  gaooralt  il 
rapporto  di  due  dimensioni  omologhe  quaìuoquo. 
Probi,  Sopra  un  lato  considerato  icome  omologo  a  quello  di   un  dato 
poligono  costrairoe  uno  simiie. 

8  18-  Della  misura  dille  aree  deUe  figure  pag.  ii05. 

Defniiioui  dell'area  di  ooa  figura,  delle  figure  equivalenti,  dell'allena 

e  base  del  tfiangolo  o  del  parallelogrammo. 
Teor.  /.  1  parallelogrammi,  che  hanno  basi  eguali  ed  altesso  eguali,  sono 
equivalenti. 
Cor.  Qoaluoqoe  parallelogrammo  si  può  convertire  in  un  rettangolo 
equivalente  della  stessa  base  ed  alteisa. 
11,  Il  triangolo  è  la  metà  del  parallelogrammo ,  che  ha   la  stasaa 
base  ed  altesza. 
Cor.  X  triangoli,  che  hanno  basi  eguali  ed  aitasse  eguali»  sono  equi- 
valenti. 
///.  Due  retiAngoti  di  eguali  altesse  hanno  lo  atesso  rapporto  delle 

rispettive  basi. 
IV,  Due  rettangoli  qualunque  sisono  in  rsgiun  composta   dei  dna 
rapp<irti  sempiici  delle  basi  e  delle  altetsa  cioè  a  dire  come 
I  prodotti  delle  basi  per  le  rispetti f e  altexie. 
5poÌ.  Si  stabilisce  la  misura  compendiosa   del  rettangolo,  che  è  il 

prodotto  di  base  per  altezza. 
Cor,  Si  deduce  la  misura  compeodioss  del  qusdrsto,  ch'è  la  seconda 
potenza  del  suo  lato,  e  si  fa  vedere  come  i  teoremi  in  forme 
di  proporzioni  danno  origine  ad  eguagliamo  di   rettangoli  e 
di  quadrati.     • 
F.  Qualunque  parallelogrammo  ha  per  misur^   Il  prodotto  dalle 
base  per  l'sltezza. 
Cor.  I  parallelogrammi  stsnno  a  somiglianza  dei  rettangoli  le  ragion 
composta  delle  basi  e  delle  altezze,  e  quindi  i  parallelogrammi 
della  stessa  alteisa  stanno  come  le  haai  e  quefii  della  stesse 
base  come  le  altesza  ;  due  parallelogrammi  poi  sono  eguali» 
allorché  hanno  la  altesie  in  ragiona  inversa  dalla  basi. 
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ti.  Il  tcitogolo  bi  p«r  mitora  la  litlà  del  pradatlo  della  base  ptr 
l'altezia. 

Cor^  Le  proposiiiool  del  corollarie  del  ieorema  V  precedente  aassi- 
stoDo  pei  truogoli. 

Vii.  Il  trapeiio  ba  per  miaora  il  predotto  della  retta ,  cbe  oniace  i 
mesti  dei  lati  noo  paralleli,  per  la  diataDia  del  lati  paralle- 
li, o  aia  la  aemiaomma  delle  basi  moltiplicata  per  la  saa  al* 
teiza. 
Vili,  lo  ogoi  quadrilatero  iacritto  Del  circolo  il  rettangolo  formato 
sopra  le  dae  diagonali  è  egaale  alla  somma  dei  due  rettaogoli 
formali  aopra  i  rlapettivl  lati  opposti. 

/X.  Il  poligano  regolare  è  misaraio    dalla   metà    del    prodotto  del 
suo  perimetro  pel  raggio  del  circolo  tscriito,  che  dlcesi  apo- 
tema» 
L$m.  ST.  X.  Il  circolo  é  il  limite  dei  poligoni  regolari  circo8crittÌ4  di  coi 
il  nomerò  dei  lati  cresoe  sempre  nella  serie  dei  doppi ,  cioè 
il  perimetro  del  poligono  tende  a  confondersi  colle  circonfe- 
renza e  l'area  col  circola,  potendosi  le   rispettive  differenze 
rendere  minori  di  qualunque  quantità  aasegoabile. 
Scoi'  Si  dimostra  il  principio  ammesso  della  linea  spezzata  io? ilop- 
pente  maggiore  della  carta  contessa   inviluppata ,  cbe  si  e- 
stende  a  due  linee  convesae  qnelonqoe,  e  come  conseguenza 
si  deriva  cbe  nel  caao  di  dna  èrebi  circolari  compresi  fra  gli 
Slessi  punti  estremi  l'arco  di    raggio  maggiore  è   il   più  pic- 
colo. 
X.  L*area  del  circolo  ba  per  miaora   la   metà   del   prodoito  della 
circonferenza  pel  raggio,  o  sia  il  circolo  è  equivalente  ad  un 
triangolo ,  cbe  ba  per  base,  la   circonferenza  distesa  in  linea 
retta  e  per  eliezza  il  raggio. 

Cor.  Il  rapporto  delle  aree  del    poligono   circoscritto   e  del   circolo 
fgoaglia  quello  dei  loro  eontorni,  cbe  sono  il  perimetro  del 
poligono  e  la  circonferenza. 
XI.  L*area  di  qoalsisia  settore  è  misorsta  dalla  metà  del  prodotto 
dell'orco  aoiteao  pel  raggio  del  circolo. 

Cor.  >i  addita  il  metodo  per  valutare  l'aree  del  aegmento. 

Scoi.  Si  definisce  il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro,  cb'è  in- 
commensurabile e  si  esprime  epprossimativamente  da 
4^— 8.1415926;  cioè  3,141 5926  è  ad  un  diecimilionesimo  presso 
il  valore  della  circoofereosa  del  diametro  i. 

XII.  La  circonferenza  di  qoalonqae  cìrcolo  è  eguale  al  auo  diametro 
moltiplicato  pel  numero  ir,  cb' esprima  il  rapporto  della  clr^ 
conferenza  al  diametro;  l'area  del  circolo  è  eguale  al  quadrato 
del  raggio  moltiplicato  per  lo  alesso  nomerò  ir;  e  Terea  del 
settore  di  g  gradi  è  eguale  al  n<ie»odel  precedente  prodotto, 
indicando  per  n  il  rapporto  di  360*  :  g<*. 
Àppìieazione  numerica. 

Cor.  Le  aree  dei  circoli  e  dei  settori  simili  staono  come  i  quadrati 
dei  raggi  0  diametri. 

XIII-  L'area  di  qualunque  poligono  è  eguale  alla  somma  delle  aree 
-  dei  particolari  triangoli ,  in  cui  pud  scomporsi  ;  e   con  una 
costrozione  geometrica  ai  poò  sempre   il  dato   poligono  con- 
vertire in  un  triangolo  equivalente. 
XIV    Qualunque  poligono  o  circolo  poò  sempre  convertirsi  in  un  qua- 
drato  equivalente. 
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Scoi.  Si  siabilisce  la  rsglone  ^r  coi  dieesi  quadratura  la  iqisart 

delle  superficie  o  area  delle  figure. 
XV.  l  triangoli  simili  ed  in  generale  i  poligoni  simili  stanno  come 

i  quadrati  dei  lati  omologhi  o  delta  dimensioni  omologhe. 
Cor,  1  poligoni  regolari  simili  stanno  come  1  quadrati  dei  raggi  dei 
circoli  circoscritti  o  iscritti ,  e  qoindi  i  circoli  staoDO  coma 
i  qoadrati  dei  loro  raggi  o  diametri. 
XVL  Costruendo  sopra  i  tre  lati  del  triangolo  rettangolo  presi  come 
omologhi  tre  poligoni  simili,  il  poligone  sopra  ripoteniisa  è 
eguale  alla  somma  dei  due  poligoni  sopra  i  cateti. 
Scoi.  Il  teorema  si  estende  al  poligoni  regolari  ed  ai  circoli  descritti 
sopra  1  tre  lati  come  raggi  o  diametri   o  corde  di  archi  si» 
mili. 
Cor.  4.  Abbassando  dal  Tertice  dell'angolo  retto  la  perpendicolare  sopra 
l'ipotenusa,  il  poligono  costruito  sopra  l'ipotenusa  sta  a  cit- 
senno  dei  poligoni  simili  sopra  i  cateti   come  l'intera  ipote- 
nusa al  segmento  adiacente,  ed  i  due  poligeni  sopra  i  cateti 
stanno  come  i  segmedti  adiacenti, 
t.  Si  presenta  la  quadratura  degli  spazi. cor filinei  conosciuti  sotte 
il  nome  di  /«nti/e  d'Ippocrate  di  ChÌo. 
Probi,  /.  Dati  due  o  più  poligoni  simili ,  costruirne  un  altro  simile  ed 

eguale  alia  loro  somma. 
Probi.  2.  Dati  due  poligoni  simili^  costruirne  un  terzo  ainile  ed  eguale 
alia  loro  differenza. 
Scoi,  Costruire  un  poligono  simile  ed  eguale  alla  somma  algebraica 
di  qoalsisia  numero  di  poligoni  simili. 
Probi.  S.  Dato  00  poligone  costruirne  un  altro  simile,  di  coi  l'area  stia 
a  quella  del  dato  nel  rapporto  dei  numeri  interi^  m  :  n. 
Scoi.  I  problemi  precedenti  valgono  pei  circoli,  rispetto''ai  quali  84>- 
gliono  occorrere  i  due  seguenti s 
4,  Determinare  un  circolo  che  sia  npio  di  un  dato, 
t.  Determinare  un  circolo,  che  sia  la  parte  n<«*Mi  di  une  dato. 
Probi.  4.  Dati  i  tre  lati  di  un  triangolo,  calcolarne  la  superficie. 
Aftpendice  al  §  18.  Sopra  la  relazione  delle  corde  di  due  archi   e  della 
corda  del  terzo  arco  eguale  alla  somma  e  differenza  dei  prini 
due. 

PARTE  SECONDA 

DELLA   GEOAIETftlA    SOLIDA  O  A  TBB  DIMBIISIOIII 

Qualche  riflessione  sopra  le  figure  solide  ed  i  loro  mod?lll. 

S  19.  Dei  piani  e  delle  retta  che  vi  $i  riferinono  pag.  131. 

Teor.L  Per  una  retta  ed  un  ponto  foori  della  sua  direzione  non  può 
passare  che  un  solo  piano,  o  sia  tre  punti   nelle  spailo  non 
situati  in  linea  retta  delerminano  la  posizione  del  piano. 
Cor,  4.  Tre  punti  presi  nello  spailo  determinano   il   triangolo;  e  doe 
rene,  che  si  secano,  il  plano, 
i!.  La  comune  sezione  di  doe  piani  è  eoa  linea  retta. 
Scoi.  Doe  retie  parallele  determinano  la  posizione  di  un  piano. 
1/.  Una  retta    perpendicolare  a  due  rette  ,  che  si   tagliano  nel  suo 
•  piede,  è  perpendicolare  al  loro  piano  cioè  a  tutte  le  rette  nei 
medesimo  condotte  per  l'anzidetto  piede. 
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SeoU  io  la  legittimiU  della  defioizioDe  della  perpeodieolare  al  piaoo 
dietro  la  sposixione  di  questo  teorema. 

Ili,  TDtte  le  rette»  che  sodo  Dello  spazio  perpendicolari  allo  stesso 
punto  di  opa  retta,  esistono  nel  medesimo  piano. 

Cor,  Se  il  triangolo  rettangolo  gira  intorno  ad  ono  del  sooi  cateti, 
det e  r  altro  cateto  descrìTcre  nn  piano,  e  l' ipotennsa  forma 
in  tutte  le  snccessite  posizioni  on  angolo  costante  col  cateto 
immobile. 

ir.  Da  un  ponto  preso  fnoti  o  dentro  ad  on  plano  non   poò  allo 
stesso  condorsi  che  una  sola  perpendicolare,  come  pure  per 
lo  stesso  punto  di  una  retta  non  può  condorsi  che  unico  piano 
perpendicolare  alla  retta. 
F.  Se  da  on  ponto  preso  fuori  del  piano  si  tira  allo  stesso  la  per- 
pendicolare con  varie  obbliqoe,  1"  la  perpendicolare  ò  la  pi6 
corta  dì  tutte ,  e  come  tale  misura  la  distanza  del  pontu  al 
piano;  2*^  le  oblique  equidistanti  dal  piede  della  perpendico- 
lare sono  eguali  ;  3*  le   oblique   più   distanti   resultano   più 
lunghe. 

Scoi.  Si  dimostrano  le  seguenti  proposizioni  inverse:  i®  la  ratta,  ch'è 
la  più  corta  fra  quelle  condotte  da  un  punto  ad  on  piano, 
dev*  essere  perpendicolare  al  piano  ;  2®  le  oblique  eguali  de- 
vono essere  equidistanti  dal  piede  della  perpendicolare;  3"  fra 
le  oblique  disoguali  dev'essere  la  maggiore  più  distante  dalla 
perpendicolare- 
VI,  Se  da  un  punto  fuori  del  piano  vi  si  conducono  una  perpendi- 
colare ed  un'obliqua,  e  se  ne  congiongono  i  piedi  nel  piano 
con  una  retta ,  cui  si  guida  una  perpendicolare  nel  piano, 
deve  questa  retta  essere  pure  perpendicolare  all'obliqua. 

Cor.  Ritenendo  il  linguaggio  del  teorema,  la  retta  resulta  perpendi- 
colare al  piano  determinato  dair  obliqua  e  dalla  perpendi- 
colare. 

VII'  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  nna   di   esse  è  perpendicolare 
al  piano,  T altra  dev'essere  perpendicolare  allo  stesso  piano. 
VUL  Due  retie  perpendicolaei   allo  atesao   piano   dei  ono  essere  pa- 
rallele. 

Cor,  Due  rette  parallele  ad  una  terza  sono  parallele  fra  loro. 

IX,  Se  una  retta  è  parallela  ad  un'altra,  dev'essere  pure  parallela 

a  qualunque  piano  condotto  per  quest'ultima  sola. 
X.  Due  piani  perpendicolari  alla  stessa  retta  sono  paralleli,  cioè 
prolungati  a  qualunque  distanza   ed   in  qoalsisia   verso  non 
possono  mai  rincontrarsi. 

XI,  Le  comuni  sezioni  di  due  piani  paralleli  con  on  terzo  sono  due 
rette  parallele. 

XIL  Se  due  piani  sono  paralleli ,  ed  una  retta  è  perpendicolare  ad 
uno  dei  piani,  dev'essere  ancora  perpendicolare  all'altro,  o  sia 
i  piani  paralleli  hanno  comuoi  le  perpendicolari. 

Cor.  Per  una  data  retta  non  può  condursi  che  nn  solo  piano  paral- 
lelo ad  un  dato  piano. 

XIII,  Due  rette  parallele  comprese  fra  due  piani  paralleli  sono  e- 
guali. 

Cor,  Due  piani  paralleli  sono  sempre  ad  eguale  distanza. 

XIV»  Gli  angoli ,  che  hanno  i  lati  rispettivamente  paralleli  e  diretti 
nel  medesimo  verso,  quantunque  siano  situati  in  piani  diver- 
si, resultano  eguali ,  ed  I  due  piani  da  questi  angoli  dcter^ 
minati  sono  paralleli.  32 
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Scoi.  LVooDeiaiiODe  di  qae^to  teorema  paò  rcDdersi  geoeralo  a  somi 
glianza  di  quella  degli  angoli  nello  slesso  piano  (V.  gft.  VII); 
e  81  dimosira  una  specie  di  proposiiione  inversa,  cioà  essendo 
eguali  doe  angoli  posti  in  piani  paralleli  •  se  doe  lati  sono 
paralleli,  derono  esserlo  ancora  gli  altri  doe. 

JF.  Se  tre  rette  non  sitaste  nel  medesimo  piano  sono  eguali  e  pa- 
rallele, coogiongeodo  fra  loro  rastremi tà  superiori  ed  indi  le 
inferiori,  si  formano  dae  triangoli  eguali  coi  piani  paralleli. 

Cor,  Se  dai  vertici  di  un  poligono  si  conducono  rette  parallele  ed 
eguali  nello  spazio,  congiongendo  i  punti  eatremi,  si  forma 
un  secondo  poligono  eguale  al  primo,  ed  il  piano  del  secondo 
é  parallelo  a  quello  del  primo  poligono. 
XVL  1  piani  paralleli  secano  le  rette  in  parti  proporilonali. 

Cor,  Il  rapporto  delle  parti  sussiste  sncora  per  le  intere  rette. 

S  SO.  Digli  angoU  formati  da  duo  piani  o  sia  dogli  angoli 

diedri  pag.  138. 

i>e/ifitsfotif  «deirangolo  diedro,  e  formazione  deiraogolo  rettilineo  costante 
per  mezzo  delle  due  rette  perpendicolari  condotte  nei  rispet- 
tivi piani  allo  stesso  punto  della  comone  sezione. 
Tior.  /.  Esistendo  due  angoli  diedri,  se  vi  si  formano  giusta  la  defini- 
zione due  angoli  rettilinei  eguali,  allora  gli  angoli  diedri  sono 
eguali ,  cioè  i  piani  nella  rispettiva  posizione  possono  coin- 
cidere. 

Cor.  GII  angoli  diedri  adiacenti  eguali  sono  retti,  cloò  Tono  dei  don 
piani  è  perpendicolare  all'altro. 
//.  Doe  angoli  diedri  qualunque   sono  nello  stesso   rapporti  degli 
angoli  rettilinei  formati  giusta  la  definizione. 
Scoi.  Si  stabilisce  io  modo  compendioso  che  l'angolo  diedro  è  misu- 
rato dall'angolo  rettilineo  formato  dietro  la  definizione. 

tIL  Nell'incontro  di  due  piani  i^  la  somma  di  doe  angoli  diedri 
adiacenti  è  egoale  a  due  retti,  cioè  a  dire  gli  angoli  diedri 
adiacenti  sono  supplementari;  2"  la  somma  dei  quattro  an- 
goli diedri  successivi  è  eguale  a  quattro  retti;  3**  gli  angoli 
diedri  opposti  al  vertice  sono  eguali. 

Cor.  Se  vari  piani  si  secano  nella  stessa  retta ,  la  somma  dei  suc- 
cessivi angoli  diedri  dalla  stessa  parte  di  uno  qualunque  del 
piani  è  costantemente  eguale  a  due  retti,  mentre  la  somma 
di  tutti  gli  angoli  diedri  da  una  parte  e  dall'altra  è  egoale 
ai  quattro  retti. 

iV.  inv.*  Se  due  piani  incontrano  da  parti  opposte  on  terzo  piano 
secondo  la  stessa  retta,  e  fanno  gli  angoli  diedri  adiacenti  sop* 
plemenuri  o  gli  angoli  diedri  opposti  al  vertice  eguali ,  de- 
vono quel  due  piani  formare  unico  piano. 
F.  Nell'incontro  di  due  piani  paralleli  con  un  terzo  si  formano 
1"  gli  angoli  diedri  alterni— interni  o  Alterni— esterni  eguali, 
2*.  gli  angoli  diedri  corrispondenti  eguali,  3**  gli  angoli  diedri 
Interni  o  eateml  dal  medesimo  lato  del  piano  secante  sono 
supplementari. 
Scoi.  Le  anzidette  proprietà  non  sono  esclusive  pei  piani  paralleli, 
e  quindi  non  hanno  luogo  le  proposizioni  inverse. 

Vi.  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano,  ti  dev'essere  per- 
pendicolare qualunque  piano  condotto  per  quella  retta. 
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Cor,  Si  determinano  ì  tre  assi  ortogonali  ed  i  tre  piani   pare  orto- 
gonali. 
Vii.  Se  00  primo  plano  è  perpendkolare  ad  an  secondo,  e  nel  primo 
si  tira  una  retta  perpendicolare  alla  coroone  sezione,  dev^s- 
sere  questa  retta  perpeodicolore  al  secondo  piano. 
Vili.  Se  un  primo  piano  è  perpendicolare  ad  un  secondo,  e  da  qoal- 
sisia  ponto  della  comune  sezione  s'innalza  una  retta  perpen- 
dicolare al  secondo  piano,  deve  questa    perpendicolare  com* 
prendersi  nel  primo. 
iX.  Se  dae  piani  sono  perpendicolari  ad  un  terzo ,  la  loro  cornane 

sezione  dev*essero  perpendicolare  al  terzo  piano. 
X,  Se  due  piani  sono   perpendicolari  ad»uo  terzo ,  e  le   rispettive 
comuni  sezioni  resultano  parallele,  devono  i  due  piani  essere 
fra  loro  paralleli. 

S  21.  Degli  angoli  solidi  o  poliedri  pag.  144. 

Difinizior^e  degli  angoli  poliedri  ed  in  particolare  degli   angoli  triedri, 
tetraedri,  pentaedri,  ec,  e  condizione  della  loro  eguaglianza. 
Teor,  1.  Neil*  angolo  triedro  la  somma  di  due  qnalonque  degli  angoli 
rettilinei  è  maggiore  del  terzo. 

Cor.  In  altra  guisa  si.  dice  dover  essere  qualunque  angolo  minore 
delia  somma  e  maggiore  della  differenza  degli  altri  due. 
Lem.  av.  11.  Se  dall'incontro  di  due  rette  se  ne  lira  una  terza  fuori  del 
loro  piano  per  esempio  al  di  sopra,  è  impossibile  di  condarne 
un'altra  dallo  stesso  punto  e  dalla  stessa  parta  del  piano  che 
faccia  rispettivameote  i  medesimi  angoli  colle  prime  due.  Una 
si  fatta  retta  si  può  condurre  dall'altra  parta  del  piano 
cioè  al  di  sotto  e  precisamente  al  ponto  estremo  della  per- 
pendicolare abbassata  da  un  punto  qualunque  della  terza  retia 
aopra  il  piano  e  prolungata,  finché  si  faccia  la  parte  inferiore 
eguale  alla  superiore. 
li'  Se  due  angoli  triedri  resultano  da  angoli  rettilinei  rispettiva- 
mente eguali,  devono  essere  eguali  gli  angoli  diedri  dei  pia- 
ni, in  cui  esistono  gli  angoli  rettilinei  eguali. 

Scoi,  Questo  teorema  offre  i  due  casi  di  eguaglianza  assoluta  o  sia 
di  coincidenza  o  pure  di  semplice  simmetria ,  aecondocfaé  la 
disposizione  delle  parti  eguali  ha  luogo  nel  medesimo  ordine 
0  inverso. 

Cor.  Se  l'angolo  triedro  comprende  due  angoli  rettilinei  eguali ,  de- 
vono i  piani  degli  angoli  eguali  avere  la  stessa  inclinazione 
al  terzo  piano;  e  quindi  nel  caso  di  un  angolo  triedro  com- 
posto da  tre  angoli  rettilinei  eguali,  devono  pare  essere  eguali 
i  tre  angoli  diedri  dei  suoi  tre  piani. 
///.  In  ogni  angolo  poliedro  convesso  la  somma  degli  angoli  retti- 
linei formati  dalle  comuni  sezioni  del  piani  dev'essere  sem- 
pre minore  di  quattro  angoli  retti. 

Scoi.  Si  dimostra  questo  stesso  teorema  la  mercè  della  lingua  algc- 
braica. 

Cor,  Si  definisce  in  quanti  modi  diversi  si  possa  formare  un  angolo 
solido  per  mezzo  di  piani  contenenti  angoli  di  poligono  re- 
golare. 
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{  22.  DH  polUdH  pag.  151. 

D9finizion%  del  solidi  e  della  loro  eguaglianza  o  pore  equivalenza ,  del 
poliedro,  della  piramide  e  della  aaa  aliezza,  del  prisma  e 
della  sua  altezza,  del  parallelepipepo  e  delle  sue  diverse  spe- 
cie, e  dei  poliedri  slmili. 
Teor.  /.  In  qaaloBqne  prisma  le  seziooi  falla  dal  piaoi  paralleli  sodo 
poligoni  eguali. 

Cor.  Ogni  sezione  fatta  in  un  prisma  da  un  piano  parallelo  alla  basa 
é  eguale  a  questa  base. 
Il,  Due  prismi  sono  eguali ,  allorché  iianno  rispettivamente  eguali 
la  base  ed  una  faccia  laterale ,  la  quale  faccia  dev'essere  si- 
milmente posta  e  colla  stessa  inclinazione  sopra  la  rispettiva 
base  di  ogni  prisma. 

Cor,  Due  prismi  retti  sono  eguali ,  quando  hanno  eguali  le  basi  ed 

eguali  le  altezze. 
///.  In  ogni  parallelepipedo  le  facce  opposte  sono  egoali  e  paralle- 
le, e  gli  angoli  diedri  opposti  cioè  formati  da  due  piani  ri- 
spettivamente opposti  sono  eguali. 
Cor.  4.  Nel  parallelepipedo  due  facce  qualunque  opposte  si    possono 
prendere  come  basi, 
f .  Il  parallelepipedo  è  assolutamente  determinato  dalla  tre  costole 

concorrenti  al  medesimo  punto. 
S,  Nel  parallelepipedo  rettangolo  il  quadrato  di  qualunque  diago- 
nale condotta  fra  I  vertici  opposti  è  eguale   alla  somma  dei 
quadrati  dei  tre  spigoli,  che'' lo  determinano. 

iV.  In  ogni  parallelepipedo  le  diagonali  condotte  dai  vertici  opposti 
si  secano  nel  medesimo  nuoto ,  e  ciascuna  di  esse  vi  resta 
divida  in  due  parti  egoali. 

Cor.  Qualunque  retta  condotta  pel  punto  d' intersezione  delle  diago- 
nali anzidette  e  terminata  dall'una  e  l'altra  parte  alla  super- 
ficie del  parallelepipedo  è  divisa  in  due  parti  eguali. 
V.  Il  piano,  che  sempre  può  condarsi  fra  due  spigoli  opposti  come 
paralleli ,  divide  il  parallelepipedo  in  doe  prismi  triangolari 
di  basi  egoali  ed  altezze  eguali,  che  possono  soltanto  coloci- 
dere,  quando  sono  prismi  retti. 

Scoi,  Avendo  riguardo  alle  varie  specie  dei  parallelepipedi,  si  defini- 
scono i  casi,  che  danno  retti  o  pure  obliqui  i  due  prismi  an- 
zidetti ;  e  si  stabilisce  1*  eguaglianza  per  simmetria  dei  due 
prismi  obliqui,  come  quelli  che  resultano  da  parti  rispettiva- 
mente eguali  ma  non  disposte  similmente. 

yi,  I  due  prismi  triangolari  simmetrici ,  In  coi  si  scompone  II  pa- 
parallelepipedo  per  mezzo  del  piano  secante  degli  spigoli  op- 
posti, sono  equivalenti  fra  loro. 

Cor,  Ogni  prisrna  triangolare  è  la  metà  del  parallelepipedo  formato 
'  sullo  stesso  angolo  triedro  e  eogli  stessi  spigoli,  cioè  del  pa- 
rallelepipedo definito  dalle  tre  costde  anzidette. 
SeoL  La  dimostraiione  di  questo  teorenta  dovuta  a  Legendre  ha  fatto 
sparire  un  difetto  degli  elementi  di  geometria. 

Vii,  Le  sezioni  fatte  in  una  piramide  qualunque  da  piani   paralleli 
anno  poligoni  aimili,  di  cui  i  perimetri  resultano  proporzio 
oali  alle  distanze  dei  loro  piaoi  dal    vertice  della   piramide, 
e  le  aree  ai  quadrati  delle  distanze  anzidette. 

Cor.  Sa  il  piano  secante  è  paraHelo  alla  base  della  piramide,  la  co^ 
mune  ssziooe  è  simile  alla  base. 
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ScoL  Se  due  piramidi  qualunque  hanno  eguali  le  altette  e  vengono 
aecaie  da  piani  paralleli  alle  baat  ed  equidialaoli  dalle  stcsae 
basi  0  dai  fenici,  che  vale  la  medesima  cosa;  allora  le  aree 
delle  due  seiiooi  stanno  come  le  rispettive  bau.  Laonde  nel 
caso  delle  basi  equivateoti  resultano  equivalenti  le  due  seiioni 
anzidette. 

yill.  Se  due  piramidi  triangolari  o  sia  tetraedri  hanno  due  facce  ri- 
spetiivamente  simili,  similmente  poste,  ed  egualmeote  inclinate 
fra  loro,  devono  questi  tetraedri  essere  slmili. 
Cor.  1,  I  tetraedri  simili  hanno  proporzionali   gli  spigoli   o  sia  i  Itti 
omologhi. 
t.  Secando  il  tetraedro  con  un  piano   parallelo   ad  una   delle  sua 
facce,  si  forma  il  tetraedro  pafziale  simile  all'intero. 

Scoi.  Se  due  tetraedri  hanno  tutti  gli  spigoli    proporzionali ,  devono 

essere  simili. 
IX,  Se  due  poliedri  henna  simili  le  basi ,  ed  i  vertici  degli  angoli 
solidi  fuori  delle  ì>asi  determinati  da  tetraedri  rispettivamente 
slmili  aopra  una  base  comune  in  ogni  poliedro,  devono  i  duo 
poliedri  essere  simili. 

Cor.  1  poliedri  simili  hanno  proporsionali  gli  spigoli  o  sis  I  Iati  o- 
mologhi,  le  diagonali  condotte  fra  i  vertici  omologhi,  ed  in 
generale  le  dimensioni  omologhe. 

ScoL  Se  si  taglia  una  piramide  qualunque  con  un  piano  parallelo 
alla  baae,  si  forms  la  piramide  parziale  simile  alla  data;  ed 
all'inverso  poste  due  piramidi  simili  qualunque,  se  si  fanno 
coincidere  gli  angoli  poliedri,  devono  le  due  basi  corrispon- 
dere parallele.  Fra  le  dimensioni  omologhe  poi  delle  piramidi 
simili  si  doTono  comprendere  le  loro  altezse,  che  resultano 
proporzionali  agli  spigoli  omologhi. 
X.  Due  poliedri  simili  possono  scomporre  nel  medesimo  numero  di 
coppie  di  tetraedri  simili  e  similmente  disposti.        ^ 

Scoi.  1  poliedri  simili  possono  scomporsi  nello  stesso  numero  di  cop- 
pie di  piramidi  aimili  e  similmente  poste  col  vertice  comune 
e  colle  basi  sopra  le  intere  facce  non  concorrenti  alla  forma- 
zione deirangolo  solido  a  quel  vertice. 

8  23.  Dei  ioUdi  rotondi  pag.  167. 

Dt/lfiutonì  del  cono  retto,  del  cilindro  retto,  della  sfera,  del  cono  obli- 
quo, e  del  cilindro  obliquo. 
TeoA  I.  Se  il  cilindro  retto  è  secato  da  un  piano  condotto  per  l*asse,  la 
comune  sezione  è  un  Teltangolo  ;  e  se  il  piano  secante  è  pa- 
rallelo alla  base,  la  comune  sezione  è  uo^circolo  eguale  a  quello 
della  base. 
Scoi.  Questo  teorema  sussiste  pel  ciliodro   oblique  ,  dicendo  paralle- 
logrammo in  vece  di  rettangolo. 
//.  Se  un  cono  retto  é  aeeato  da  un  piano,  che  passa  per  l'asse,  la 
comune  sezione  è  no  triangolo  isoscele,  di  cui  il  piano  è  per- 
pendicolare a  quello  della  base  ;  e  se  il  plano  secante  è  pa- 
rallelo  alla  base  ,  la  comune  sezione  è  un  cireulo  ,  di  cui  il 
raggio  decresce,  come  il  piano  secante  si  avvicina  al  veiiice. 
Cor.  11  rapporto  dell'anzidetta  sezione  circolare  alla  baae  è  quello  dei 

quadrati  delle  distanze  dei  rispettivi  piani  dal  vertice. 
ScoL  Si  eapungono  le  modificaziuoi  di  questo  teorema  pel  cono  obli- 


ilL  Nei  poligoni  simili  it  rapporto  dei  Itti   omologhi  roMitu  eo- 
stante ,  e  dev'  essere  eguale  in  generale  a  quello  di  duo  di- 
uieosioni  omologhe  qualunque. 
S€ol,  Il  teorema  sussiste  pel  triangoli  simili,  rispetto  ai  quali  si  ad- 
ditano in  partleolire  al  co  ne  dimensioni  omologhe. 
IV,  I  perimetri  dei  poligoni  slmili  hanno  lo  stesso   rapporto  della 
dimensioni  omologhe. 
F.  I  poligoni  regolari  delio  stesso  numero  di  lati  sono  simili,  ed 
i  loro,  peri  metri  hanno  lo  slasso  rapporto  dai  raggi  del  cir- 
coli clrcoscrilti  o  pure  iscritti. 
tém,  a?.  Vl>  I  circoli  si  possono  rignardAre  come  poligoni  regolari  si- 
mili di  un  numero  iofloiio  di  lati,  cioè  a  diro  che  hanno  i 
lati  infioiiesimi  e  gli  angoli  differenti  da  180^  per  una  quan- 
tità infinitesima. 
Vi,  Le  circonferente  dei  circoli  hanno  lo  stesso   rapporto  dei  loro 
diametri  o  raggi. 
Cor*  In  due  circoli  qualonque  gli  archi  slmili  cioè  a  dire  dello  stesso 
nomerò  di  gradi  eooserfsno  il  medesimo  rapporto  dei  raggi; 
e  da  questo  principio  si  deduoe  il  rapporto  di  dna  angoli  al 
centri  dì  due  diversi  circoli. 
BeoL  Le  circonfcrenie  o  gli  archi  aimiii   eonssrvano   in  generala  il 
rapporto  di  due  dimensioni  omologhe  qualunque. 
Probi,  Sopra  no  tato  considerato  4some  omologo  a  quello  di   un  dato 
poligono  costruirne  uno  simile. 

S  18.  Della  mitura  dilU  area  della  figun  psg.  108. 

Definiuoni  dcirarea  di  ooa  figura,  delle  figure  equivalenti,  dell'aitassi 

e  base  del  triangolo  o  del  parallelogrammo. 
T§ùr.  /.  l  parallelogrammi,  che  hanno  hssi  eguali  ed  altesia  eguali,  sono 
equivalenii. 
Cor,  Qualunque  parallelogrammo  si  può  convertire  in  un  rettangolo 
equivalente  della  stessa  base  ed  allena. 
MI,  Il  triangolo  è  la  metà  del  parallelogrammo ,  che  ha   la  stassa 
baae  ed  alteiia. 
Cor,  r  triangoli,  che  hanno  basi  eguali  ed  aitasse  egnali,  sono  equi» 

valeoii. 
///.  Due  rettangoli  di  eguali  aitene  hanno  lo  ateaao  rapporto  delle 

rispeliive  basi. 
IV.  Due  rettangoli  qualunque  atanno  In  ragion   composta   dei  due 
rapp<irti  semplici  delle  basi  e  delle  altena  cioè  a  dire  coma 
i  prodotti  delle  basi  per  le  rispettive  altesie. 
SooL  SI  stabiliace  la  misura  compendiosa   del  rettangolo,  che  è  il 

prodotto  di  baae  per  altezza. 
Cor.  Si  deduce  la  misura  compeodioss  del  qosdrato,  ch'è  la  seconda 
potenza  del  suo  lato,  e  si  fa  vedere  come  i  teoremi  in  forma 
di  proporiiooi  danno  origine  ad  egnaglianza  di   rettangoli  o 
di  quadrati.     • 
r.  Qualunque  parallelogrammo  ha  per  miaurf   il  prodotto  della 
base  per  l'eliezza. 
Cor,  I  parallelogrammi  stanno  a  somlglionza  dei  rettangoli  in  ragion 
composta  delle  basi  e  delle  altezze,  e  quindi  I  parallelogrammi 
della  stessa  altena  stanno  come  le  beai  e  quelli  della  atessa 
base  come  le  aitasse  ;  due  parallelogrammi  poi  sono  eguali, 
allorché  hanno  le  allena  in  ragione  inversa  delle  basi. 
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ti.  Il  tcUngolo  ba  par  mitora  la  mata  dal  pradlatia  dalla  baaa  per 

Taltezia. 
Cor^  La  pcopoaiiiooi  dal  corollaria  dal  laorama  V  pracadaota  aaaai- 

stono  pai  triaógoli. 
VIL  il  tra  palio  ha  par  miaara  il.  prodotto  della  ratta ,  cha  ooiaca  ì 
niezai  dai  lati  noo  parallali,  par  la  diatania  del  iati  paratia* 
li,  o  aia  la  aamiaomroa  dalla  basi  moltipllcata  per  la  aaa  al- 
tessa. 
TlIL  Io  ogoi  quadrilatero  iscritto   nel  circolo   il  rettangolo  Tormato 
aopra  la  daa  diagonali  è  eguale  alla  somma  dei  dna  reltaogoli 
formati  aopra  i  rispettivi  lati  opposti. 
IX.  Il  poligono  regolare  è  misorato    dalla   metà    dal    prodotto  del 
aao  perimetro  pel  raggio  del  circolo  iscritto,  che  dicesi  apo- 
urna* 
L$m.  av-  X.  11  circolo  é  il  limita  dei  poligoni  regolari  aircoacritti^  di  cai 
il  Damerò  dai  lati  cresoe  sempre  nella  serie  dei  doppi ,  cioè 
il  perimetro  del  poligono  tenda  a  confondersi  colla  circonfe- 
renza e  l'area  col  circola,  potandosi  la   rispettive  differenze 
rendere  minori  di  qualunque  quantità  assegnabile. 
Seol-  Si  dimostra  il  principio  ammasso  della  linea  spezzata  loTilup- 
pante  maggiora  della  curva  convessa   inviluppata ,  che  si  e- 
stende  a  due  linee  convessa  qualunque,  a  coma  conseguenza 
al  deriva  che  nel  caao  di  due  archi  circolari  compresi  fra  gli 
stessi  punti  estremi  l'arco  di    raggio  maggiore  è   il    più  pic- 
colo. 

X.  L*area  del  circolo  ha  per  misora   la    metà   del   prodotto  della 

circonferenza  pel  raggio,  o  sia  il  circolo  è  equivalente  ad  un 
triangolo ,  cha  ha  per  basa  la  circonferenza  distesa  in  linea 
retta  a  per  altezza  il  raggio. 
Cor.  Il  rapporto  delle  area  dal  poligono  circoscritto  a  del  circolo 
eguaglia  quello  dei  loro  contorni,  che  anno  il  perimetro  del 
poligono  e  la  circonferenza. 

XI.  L'area  di  qualsisia  settore  é  misurata  dalla  metà  del  prodotto 

dell'arco  sottaao  pel  raggio  del  tircolo. 

Cor.  >i  addita  il  metodo  per  valutare  l'area  del  segmento. 

SeoL  Si  de6nisce  il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro,  ch'è  in- 
commensurabile e  si  esprime  approssimativamente  da 
«'—3,1415926;  cioè  3,1415926  è  ad  un  diecimilionesimo  presso 
il  valore  della  circooferenia  del  diametro  1. 

III.  La  circonferenza  di  qualunque  circolo  è  eguale  al  suo  diametro 
moltiplicato  pel  numero  «r,  ch'esprìme  il  rapporto  della  cir^ 
conferenza  al  diametro;  l'area  del  circolo  è  eguale  al  quadrato 
del  raggio  moltiplicato  per  lo  stesso  numero  4r;  •  l'area  del 
settore  di  g  gradi  è  eguale  al  n<<Mo  del  precedente  prodotto, 
indicando  per  n  il  rapporto  di  360*  :  g*". 
Àpplieaiione  numerica. 

Cor.  Le  aree  dei  circoli  e  dei  settori  simili  stanno  come  i  quadrati 
dèi  raggi  0  diametri. 

Xill-  L'area  di  qualunque  poligono  è  eguale  alla  somma  delle  aree 
dai  particolari  triangoli ,  in  cui  pud  scomporsi  ;  a  con  una 
costruzione  geometrica  si  può  sempre  11  dato  poligono  con- 
vertire in  un  triangolo  equivalente. 

XIV    Qualunque  poligono  o  ciicolo  può  sempre  convertirsi  In  un  qua* 
drato  equivalente. 
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Scoi.  Si  stabiliM«  la  ragSoaa  ^er  cui  dieesi  quadf Ottura  la  ii|Ì8ara 

delle  superficie  o  area  delle  figure. 
XF.  I  iriangoli  simili  ed  in  generale  i  poligoni  simili  stanno  come 

i  quadrali  dei  lati  omologhi  o  delle  dimensioni  omologhe. 
Cor.  I  poligoni  regolari  simili  stanno  come  i  qnadrati  dei  raggi  dei 
circoli  circoscrilti  o  iscrtui ,  e  qnindj  i  circoli  stanno  nome 
i  quadrati  dei  loro  raggi  o  diametri. 
XVL  Costruendo  sopra  i  tre  lati  del  triangolo  rettangolo  presi  come 
omologhi  tre  poligoni  simili,  il  poligono  sopra  l'Ipotaniioa  è 
eguale  alla  somma  dei  due  poligoni  sopra  i  cateti. 
Seal.  Il  teorema  si  estende  ai  poligDni  regolari  ed  ai  circoli  descritti 
sopra  1  tre  lati  come  raggi  o  diametri   o  corde  di  archi  si* 
mili. 
Cor.  4,  Abbassando  dal  fertlce  dell'angolo  retto  la  perpendicolare  sopra 
l'ipotenusa,  il  poligono  costraito  sopra  l'ipotenosa  sta  a  as- 
senno del  poligoni  simili  sopra  i  cateti   come  l'intera  ipote- 
nusa al  segmento  adiacente,  ed  i  due  poligeni  aspra  i  cateli 
stsnno  come  i  segmerfti  adiacenti. 
t.  Si  presenta  la  quadratura  degli  Bmzi.currillnel  conosciuti  sotte 
il  nome  di  iunuU  d'Ippocrate  di  Chlo. 
Probi.  4,  Dati  due  o  più  poligoni  simili ,  costrolroa  un  altro  simile  ed 

egoale  alla  loro  somma. 
Probi,  ^,  Dati  due  poligoni  simili,  costruirne  an  terzo  simile  ad  agaala 
alla  loro  differeosa. 
SeoL  Costruire  un  poligono  simile  ed  eguale  alla  somma  algehraica 
di  qualsisia  numero  di  poligoni  simili. 
ProhU  S.  Dato  un  poligono  costrairne  un  altro  armile,  di  cai  Tarat  stia 
8  quella  del  dato  nel  rapporto  dei  numeri  interi^  m  :  n. 
Scoi.  I  problemi  precedenti  valgono  pei  circoli^  rispeilo''ai  qoali  so- 
gliono occorrere  i  due  seguenti: 
4.  Determinare  un  circolo  che  sia  nplo  di  an  dato. 
2.  Determinare  un  circolo,  che  sia  la  parte  fM««M  di  ano  dato. 
Probi.  4^  Dati  i  tre  lati  di  nn  triangolo,  calcolarne  la  superficie. 
Afpendi€9  al  S  ^^*  Sopra  la  relazione  dello  corde  di  dna  archi   e  della 
corda  del  urzo  arco  eguale  alla  aomme  e  differeaia  dei  primi 
due. 

PARTE  SECONDA 

DELLA   6K0METÉIA    SOLIDA  O  A  TBB  DIMENStOllI 

Qualche  riflessione  sopra  le  figure  solida  ed  I  loro  modelli. 

S  19.  Dei  piani  e  delle  rette  che  vi  ii  riferiHono  pag.  131. 

teor.M.  Per  ons  retta  ed  un  ponto  fuori  della  aua  direxiooe  non  può 
passare  che  un  solo  piano,  o  sia  tre  punti  nelte  spailo  non 
sHaati  in  linea  retta  delerminano  la  posizione  del  piano. 
Cor,  4.  Tre  punti  presi  nello  spazio   determinano   II   triangolo  ;  e  due 
rette,  che  si  secano,  il  piano. 
t.  La  comune  sezione  di  dna  piani  è  ana  linea  retta. 
Scoi.  Doe  rette  parallele  determinano  la  posizione  di  un  piano. 
1/.  Una  retta    perpendicolare  a  due  rette ,  che  si   tagliano  nel  suo 
•  piede,  è  perpendicolare  al  loro  piano  cioè  a  tutte  le  rette  nel 
medesimo  condotte  per  l'anzidetto  piede. 


1U9 

SeoL  Sa  la  legittimità  della  definizione  della  perpendicolare  al  piano 
dietro  la  sposiiione  di  qaesto  teorema. 

///.  Tutte  le  rette»  che  sono  nello  spazio  perpendicolari  allo  stesso 
punto  di  npa  retta,  esistono  nel  medesimo  piano. 

Cor,  Se  il  triangolo  rettangolo  gira  intorno  ad  odo  dei  suoi  cateti, 
dete  l'altro  cateto  descrivere  on  piano,  e  l'Ipotennsa  forma 
in  tatto  le  snccessiTS  posisionl  un  aogolo  co  sta  d  te  col  cateto 
immobile. 

IT»  Da  nn  ponto  preso  faoti  o  dentro  ad  no  piano  non   può  allo 
stesso  condursi  che  una  sola  perpendicolare,  come  pure  per 
lo  stesso  punto  di  una  retta  non  può  condarsi  che  unico  piano 
perpendicolare  alla  retta. 
F.  Se  da  on  punto  preso  fuori  del  piano  si  tira  allo  stesso  la  per- 
pendicolare con  varie  obblique,  1"  la  perpendicolare  ò  la  più 
corta  di  tutte ,  e  come  tale  miaura  la  distaoxa  del  punto  al 
piano;  2^  le  oblique  equidistanti  dal  piede  della  perpendico- 
lare sono  eguali  ;  3*  le   oblique   più  distanti   resultano   più 
lunghe. 

Scoi,  Si  dimostrano  le  seguenti  proposizioni  inverse:  i*'  la  retta,  ch*è 
la  più  corta  fra  quelle  condotte  da  nn  punto  ad  un  piano, 
dev*  essere  perpendicolare  al  piano  ;  2®  le  oblique  egaall  de- 
vono essere  equidistanti  dal  piede  della  perpendicolare;  3^  fra 
le  oblique  disuguali  dev'essere  la  maggiore  più  distante  dalla 
perpendicolare. 
Vi,  Se  da  un  punto  fuori  del  piano  vi  si  coodacono  una  perpendi- 
colare ed  un'obliqua,  e  se  ne  congiongono  i  piedi  nel  piano 
con  una  retta ,  cui  si  guida  noa  perpendicolare  nel  piano, 
deve  questa  retta  essere  pure  perpendicolare  all'obliqua. 

Cor.  Ritenendo  il  linguaggio  del  teorema,  la  retta  resulta  perpendi- 
colare al  piano  determinato  dalF  obliqua  e  dalla  perpendi- 
colare. 

VII.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una   di   esse  è  perpendicolare 
al  piano,  l'altra  dev'essere  perpendicolare  allo  atesso  piano. 
Vili.  Due  rette  perpendieolaei   allo  stesso    piano   deiono  essere  pa- 
rallele. 

Cor.  Due  rette  parallele  ad  una  terza  sono  parallele  fra  loro. 

IX,  Se  una  retta  è  parallela  ad  on' altra,  dev*  essere  pure  parallela 

a  qualunque  piano  condotto  per  quesCultima  sola. 
X.  Dos  piani  perpendicolari  alla  stessa  retta  sono   paralleli ,  cioè 
prolungati  a  qualunque  distanza   ed   in  qnalsisia   verso  non 
possono  mai  rincontrarsi. 

XI,  Le  comuni  sezioni  di  due  piani  paralleli  con  on  terzo  sono  due 
rette  parallele. 

XIL  Se  due  piani  sono  paralleli ,  ed  una  retta  è  perpendicolare  ad 
uno  dei  piani,  dev'essere  ancora  perpendicolare  all'iltro,  o  sia 
i  piani  paralleli  hanno  comuni  le  perpendicolari. 

Cor.  Per  una  data  retta  non  può  condursi  che  on  solo  piano  paraN 
lelo  ad  un  dato  piano. 

XIII,  Due  rette  parallele  comprese  fra  due   piani  paralleli  sono  e^ 

goali. 
Cor.  Due  plani  paralleli  sono  sempre  ad  eguale  distanza. 

XIV.  Gli  angoli ,  che  hanno  i  lati  rispettivamente  paralleli  e  diretti 

nel  medesimo  verso,  quantunque  siano  sitoati  in  piani  diver- 
si, resultano  eguali ,  ed  i  due  piani  da  questi  angoli  deter- 
minati  sono  paralleli.  32 


ScùL  LVttflwdaxiooe  ài  qm9tù  leort» ■  paò  icadcni  gcMrale  a  Mmi 
glicoM  di  qaella  dcgU  ngoli  sella  slcsM  pùiio  (V.  S  <^-  VII); 
•  fi  diiDOflra  osa  apeeie  di  propoaiiioM  iaf eraa,  cioè  eaacodo 
eguali  doa  aogoll  poali  is  piasi  paralleli,  aa  dse  lati  sodo 
paralleli,  deToso  easerla  escara  gli  altri  doe. 

Xr.  Sa  tre  reiu  sos  aitsaia  sei  nedeaisu»  piaoo  aoso  eguali  e  pa- 
rallele, eoogisogaodo  fra  loro  TealrcBiilA  asperiari  ed  iodi  le 
ioferiori,  ai  foroiaoo  doe  iriaogoli  egoali  coi  piaoi  paralleli. 

Cor.  Sa  dai  vartiel  di  od  poligooo  ai  coodocoso  rette  parallele  ed 
eguali  sello  apazio ,  cosgiosgesdo  i  pooti  eatresiì ,  ai  fonna 
00  iccoado  poligoso  egoale  al  prioio,  ed  il  piaoo  del  aecoodo 
è  parallelo  a  qoello  del  prisio  poligooo. 
Xr/.  1  piaoi  paralleli  aecaoo  le  rette  io  parti  proporzlooali. 

Cor*  Il  rapporto  delle  parti  aoaaiaie  aocora  per  le  iolera  retta. 

S  90.  Degli  angoli  formati  da  duo  piani  o  ria  dogli  angoli 

di$dn  pag.  138. 

l/f/!n»stfafia'deiraogo1o  diedro,  e  formaziooc  dell'aagolo  reitllioao  eoataota 
per  Olezzo  delle  doe  rette  perpeodicolari  coodotte  oel  rispet- 
ti fi  plaol  alio  stesso  pooto  delta  conooc  aeiiooe. 
Ttor,  /.  Esisieodo  doe  aogoli  diedri,  se  fi  si  foroiaoo  gtosU  la  defioi- 
ziooe  doe  aogoli  rettilioei  egoaji,  allora  gli  aogoli  diedri  aooo 
egoali ,  cioè  i  piaoi  oel  la  rispettifa  posisioae  poaaooo  coio- 
cidere. 
Cor.  Gli  aogoli  diedri  adiacenti  egoali  sodo  retti,  cioè  Tooo  dei  doa 
piaoi  è  |*erpeodicolara  all'altro. 

U.  Doe  aogoli  diedri  qoalooqoe  sodo  oello  ateaso  rapporti  degli 
aogoli  rettilioei  foroiati  giosta  la  dcfioizioDO. 
SeoL  81  atabilisce  io  nodo  compeodioao  che  l'aogolo  diedro  è  miao- 
rato  dall'angolo  rettilioeo  formato  dietro  la  defioiziooe. 

ili*  Mell'incoDiro  di  doe  piani  1*  la  somma  di  doe  aogoli  diedri 
adiaceoli  è  egoale  a  doe  retti,  cioè  a  dire  gli  aogoli  diedri 
adiacenti  sono  sopplemeolari  ;  2^  la  aomma  dei  qoattro  an- 
goli diedri  aoccessivi  è  egoale  a  qoattro  retti;  3**  gli  angoli 
diedri  opposti  al  fenice  aooo  egoali. 
Cor.  Sa  fari  piani  al  accano  nella  alessa  retta ,  la  aomma  dei  soc- 
cessi  fi  angoli  diedri  dalla  ateasa  parte  di  ano  qoaluoqoe  dei 
piaoi  è  costaotemente  egoale  a  doe  retti,  meotre  la  somma 
di  tutti  gli  angoli  diedri  da  ooa  parte  e  dall'altra  è  eguale 
ai  quattro  retti. 

iV.  tftv.*  Se  doe  piaoi  Incontrano  da  parti  opposte  on  terzo  piano 
aecondo  la  stessa  retta,  e  fanno  gli  angoli  diedri  adiacenti  aop- 
plemeouri  o  gli  aogoli  diedri  opposti  al  fertice  eguali ,  de- 
vooo  quei  doa  piaoi  formare  unico  piaoo* 
F.  Nell'incontro  di  doe  piani  paralleli  con  un  terzo  si  formano 
1*  gli  angoli  diedri  alterni— interni  o  jalterni-^esternl  eguali, 
2**.  gli  angoli  diedri  corrispondenti  eguali,  3°  gli  angoli  diedri 
Interni  o  elteml  dal  medeaimo  lato  del  piano  secante  sono 
supplementari. 
Scoi»  Le  anzidetta  proprietà  non  sono  esclosife  pei  piaoi  paralleli, 
e  quindi  non  banoo  luogo  le  proposizioni  inrerse. 

Vi,  Se  nna  retta  è  perpendicolare  ad  on  piano,  li  dev'essere  per- 
pendicolare qualunque  piano  condotto  per  quella  retta- 
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Cor,  Si  determinano  ì  tre  assi  ortogonali  ed  i  tre  piani  pare  orto- 
gonali. 

VII.  Se  00  primo  piano  è  perpendicolare  ad  no  secondo,  e  nel  primo 
si  tira  una  retta  perpendicolare  alla  cornane  seilone,  dev'es- 
sere questa  retta  perpendicolare  al  secondo  piano. 

Vili.  Se  un  primo  piano  è  perpendicolare  ad  un  secondo,  e  da  quel- 
sisia  punto  della  comune  sezione  s'innalza  uoa  retta  perpen- 
dicolare al  secondo  piano,  deve  questa  perpendicolare  com- 
prendersi nel  primo. 

iX.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  ad  un  terzo ,  la  loro  cornane 

sezione  dev'essere  perpendicolare  al  terzo  piano. 
X,  Se  due  piani  sono   perpendicolari  ad«uo  terzo  ,  e  le   rispettive 
comuni  sezioni  resultano  parallele,  devono  i  due  piani  essere 
fra  loro  paralleli. 

g  21.  Degli  angoli  tolidi  o  poliedri  pag.  144. 

Definizione  degli  angoli  poliedri  ed  in  particolare  degli   angoli  triedri, 
tetraedri,  pentaedri,  ec,  e  condizione  della  loro  eguaglianza. 
Teor,  I.  Nell'angolo  triedro  la  somma  di  due  qualunque  degli  angoli 
rettilinei  è  maggiore  del  terzo. 

Cor.  Io  altra  guisa  si. dice  dover  essere  qualunque  angolo  minore 
della  somma  e  maggiore  della  differenza  degli  altri  dae. 
Lem.  av.  li.  Se  dairincontro  di  duo  rette  se  ne  tira  una  terza  fuori  del 
loro  piano  per  esempio  al  di  sopra,  ò  impossibile  di  condurne 
un'altra  dallo  stesso  ponto  e  dalla  stessa  parte. del  piano  che 
faccia  rispettivameote  i  medesimi  angoli  colle  prime  due.  Una 
si  fatta  retta  si  può  condurre  dall'altra  parta  del  piano 
cioè  al  di  sotto  e  precisamente  al  ponto  estremo  della  per- 
pendicolare abbassata  da  nn  punto  qualunque  della  terza  retta 
sopra  il  piano  e  prolungata,  finché  si  faccia  la  parte  inferiore 
eguale  alla  superiore. 
ti.  Se  due  angoli  triedri  resultano  da  angoli  rettilinei  rispettiva- 
mente eguali,  devono  essere  eguali  gli  angoli  diedri  dei  pia- 
ni, in  cui  esistono  gli  angoli  rettilinei  eguali. 

Scoi,  Questo  teorema  offre  i  due  casi  di  eguaglianza  assoluta  o  sia 
di  coincidenza  o  pore  di  semplice  simmetria ,  aecondochi  la 
disposizione  delle  parti  egoali  ha  luogo  nel  medesimo  ordine 
o  inverso. 

Cor.  Se  Taogolo  triedro  comprende  due  angoli  rettilinei  eguali ,  de- 
vono i  plani  degli  angoli  eguali  avere  la  stessa  inclinazione 
al  terzo  piano  ;  e  quindi  nel  caso  di  un  angolo  triedro  com- 
posto da  tre  angoli  rettilinei  eguali,  devono  pure  essere  egoali 
i  tre  angoli  diedri  dei  suoi  tre  piani. 
///.  In  ogni  angolo  poliedro  convesso  la  somma  degli  angoli  retti- 
linei formati  dalle  comooi  sezioni  dei  piani  dev'essere  sem- 
pre minore  di  quattro  angoli  retti. 

Scoi.  Si  dimostra  questo  stesso  teorema  la  mercè  della  liogna  alge- 
braica. 

Cor.  Si  definisce  in  qoaoti  modi  divorai  si  possa  formare  on  angolo 
solido  per  mezzo  di  piani  contenenti  angoli  di  poligono  re- 
golare. 
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S  22.  DHpolUdri  pag.  151. 

» 
Definizioni  dei  solidi  e  della  loro  egoagliaoza  o  pare  equivalenza ,  del 
poliedro,  della  piramide  e  della  sua  aliezza,  del  prisma  e 
della  sua  altezza,  del  parallelepipepo  e  delle  sae  diverse  spe- 
cie, e  dei  poliedri  simili. 
Teor.  /.  In  qoalonqae  prisma  le  sezioni  fatta  dai  pisoi  paralleli  sono 
poligoni  egatli. 

Cor»  Ogni  sezione  fatta  in  no  prisma  da  no  piano  parallelo  alla  basa 
é  egnale  a  questa  base. 
ii.  Doe  prismi  sono  egoali ,  allorcbè  iianoo  rispettivamente  egoali 
la  base  ed  on%  faccia  laterale ,  la  qaale  faccia  dev'essere  sl- 
milmente posta  e  colla  stessa  inclinazione  sopra  la  rispettiva 
base  di  ogni  prisma. 

Cor.  Doe  prismi  retti  sono  eguali ,  quando  hanno  eguili  le  basi  ed 
eguali  le  altezze. 

///.  In  ogni  parallelepipedo  le  facce  opposte  sono  eguali  e  paralle- 
le, e  gli  angoli  diedri  opposti  cioè  formati  da  due  piani  ri- 
spettivamente opposti  sono  eguali. 
Cor,  4.  Nel  parallelepipedo  due  facce  qaalanque  opposte  si    possono 
prendere  come  basi, 
f .  Il  parallelepipedo  ò  assolutamente  determinato  dalla  tre  costole 

concorrenti  al  medesimo  punto. 
S,  Nel  parallelepipedo  rettangolo  il  quadrato  di  qualunque  diago- 
nale condotta  fra  i  vertici  opposti  è  eguale   alla  somma  dei 
quadrati  dei  tre  spigoli,  che^lo  determinano. 

IV,  In  ogni  parallelepipedo  le  diagonali  condotte  dai  vertici  opposti 
si  secano  nel  medesimo  puoto ,  e  ciascuna  di  esse  vi  resta 
divida  io  due  parti  eguali. 

Cor*  Qualunque  retta  condotta  pel  puoto  d' intersezione  delle  diago- 
nali anzidette  e  terminata  dall'una  e  Taltra  parte  alla  super- 
flcie  del  parallelepipedo  è  divisa  in  due  parli  eguali. 
V.  Il  piano,  che  sempre  può  condarsi  fra  dae  spigoli  opposti  come 
paralleli ,  divide  il  parallelepipedo  in  doe  prismi  triangolari 
di  basi  eguali  ed  altezze  eguali,  che  possono  soltanto  coioci- 
dare,  quando  sono  prismi  retti. 

ScoL  Avendo  riguardo  alle  varie  specie  dei  parallelepipedi,  si  deBoi- 
scooo  i  casi,  che  dàooo  retti  o  pure  obliqui  i  due  prismi  an- 
zidetti ;  e  si  stabilisce  l'eguaglianza  per  simmetria  dei  due 
prismi  obliqui,  come  quelli  che  resultino  da  parti  rispettiva- 
mente eguali  ma  non  disposte  similmente. 

Ti.  I  doe  prismi  triangolari  simnietrici ,  in  cui  si  scompone  il  pa- 
paraìlelepipedo  per  mezzo  del  piano  secante  degli  spigoli  op- 
posti, sono  equivalenti  fra  loro. 

Cor.  Ogni  prisma  triangolare  è  la  metà  del  parallelepipedo  formato 
'  sullo  stesso  angolu  triedro  e  cogli  stessi  spigoli,  cioè  del  pa- 
rallelepipedo definito  dalle  tre  costole  anzidette. 
SeoL  La  dimosiratlone  di  questo  teorema  dovuta  a  Legendre  ha  fatto 
sparire  un  difetto  degli  elementi  di  geometria. 

Vii.  La  sezioni  fatte  in  una  piramide  qualunque  da  piani  paralleli 
sono  poligoni  simili,  di  cui  i  perimetri  resultano  proporzio- 
nali alle  distanze  dei  loro  piani  dal  vertice  della  piramide, 
e  le  aree  ai  quadrati  delle  distante  anzidette- 

Cor,  Sa  il  piano  secante  è  parallelo  alla  base  della  piramide,  la  co^ 
rouoe  ssziooe  è  simile  alla  base. 
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Scoi.  Se  due  piramidi  qualanqae  baono  eguali  le  alteite  e  vengono 
secale  da  pieni  paralleli  alle  basi  ed  equldiataoti  dalle  stesse 
basi  o  dai  vertici,  che  vale  la  medesima  cosa;  allora  le  aree 
delle  due  setiooi  stanno  come  le  rispettive  basi.  Laonde  nel 
caso  delle  basi  equivatenti  resultano  equivalenti  le  due  sesioni 
anxidette. 

Vni,  Se  due  piramidi  triangolari  o  sia  tetraedri  hanno  due  facce  ri- 
spettivamente simili,  similmente  poste,  ed  egualmente  inclinate 
fra  loro,  devono  questi  tetraedri  essere  simili. 
Cor.  1.  I  tetraedri  simili  hanno  proporzionali   gli  spigoli   o  sia  i  lati 
omologhi. 
t.  Secando  il  tetraedro  con  un  piano   parallelo   ad  una   delle  sue 
facce,  si  forma  il  tetraedro  pafiiale  simile  all'intero. 

Scoi.  Se  due  tetraedri  hanno  tutti  gli  spigoli   proporsionali ,  devono 

essere  simili. 
IX.  Se  due  poliedri  henna  simili  le  basi ,  ed  i  vertici  degli  angoli 
solidi  fuori  delle  liasi  determinati  da  tetraedri  rispettivamente 
slmili  sopra  una  base  comune  in  ogni  poliedro,  devono  i  due 
poliedri  essere  simili. 

Cor.  1  poliedri  simili  hanno  proporsionali  gli  spigoli  o  sia  i  lati  o- 
mologhi,  le  diagonali  condotte  fra  i  vertici  omologhi ,  ed  In 
generale  le  dimensioni  omologhe. 

Scoi.  Se  si  taglia  una  piramide  qualunque  con  un  piano  parallelo 
alla  base,  si  forms  la  piramide  parsiale  simile  alla  data;  ed 
all'inverso  poste  due  piramidi  simili  qualunque,  se  si  fanno 
coincidere  gli  angoli  poliedri,  devono  le  due  basi  corrispon- 
dere parallele.  Fra  le  dimensioni  omologhe  poi  delle  pirsmidi 
simili  si  devono  comprendere  le  loro  altezze,  che  resultano 
proporzionali  agli  spigoli  omologhi. 
X.  Due  poliedri  simili  possono  scomporre  nel  medesimo  numero  di 
coppie  di  tetraedri  simili  e  similmente  disposti.        * 

Seoh  1  poliedri  simili  possono  scomporsi  nello  stesso  numero  di  cop** 
pie  di  piramidi  simili  e  similmente  poste  col  vertice  comune 
e  colle  bssi  sopra  le  intere  facce  non  concorrenti  alla  forma- 
zione deirangolo  solido  a  quel  vertice* 

8  23.  Dei  iolidi  rotondi  pag.  107. 

D§finisioni  del  cono  retto,  del  cilindro  retto,  della  sfera,  del  cono  obli- 
quo, e  del  cilindro  obliquo. 
Teoi*.  /.  Se  il  cilindro  retto  è  secato  da  un  piano  condotto  per  Tasse,  la 
comune  sezione  è  un  -rettangolo  ;  e  se  il  piano  secante  è  pa- 
rallelo alla  base,  la  comune  sezione  è  un^circolo  eguale  a  quello 
della  base. 
Scoi»  Questo  teorema  sussiste  pel  cilindro   obliquo  ,  dicendo  paralle- 
logrammo in  vece  di  rettangolo. 
//.  Se  un  cono  rettu  è  secato  da  un  piano,  che  passs  per  l'asse,  la 
comune  sezione  è  un  triangolo  isoscele,  di  cui  il  piano  é  per- 
pendicolare a  quello  della  base  ;  e  se  il  piano  srcanle  è  pa- 
rallelo alla  base  ,  la  comune  sezione  è  un  circolo  ,  di  cui  il 
raggio  decresce,  come  il  piano  secante  si  avvicina  al  veitice. 
Cor,  il  rapporto  dell'anzidetta  sezione  circolare  alla  base  è  quello  dei 

quadrati  delle  distanze  dei  rispettivi  piani  dal  vertice. 
Scoi,  Si  espongono  le  modificazioni  di  questo  teorema  pel  cono  olii- 
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quo  ,   rispetto  ai  qoale  si  stabiliMOoo  le  coodizioni  delia  se- 
sione  aoiiparailela  alla  base,  rbe  dà  aocora  il  circolo. 
Èli,  La  cornane  sezione  della  sfera  e  di  qaalanque  piano  secaoto  è 
sempre  un  circolo. 
Cor.  ^.  Distinzione  dei  circoli  massimi  e  minori  o  piccoli. 

t.  Due  circoli  massimi  si  tagliano  sempre  in  parli  eguali. 

5.  Ogni  circolo  massimo  divide  la  sfera  si  rispetto  al  volarne  che 
alla  soperficie  in  dae  porzioni  egaali  >  coi  si  dà  il  nome  di 
emisftti» 

4.  Per  due  ponti  qoalanqae  presi  nella  saperficie  della  sfera  poò 
sempre  passare  nn  circolo  massimo,  e  per  due  ponti  posti  al- 
l'estremità del  medesimo  diametro  ne  passano  inflnitl. 

$.  L'arco  di  circolo  massimo  compreso  fra  due  ponti  esprime  la 
loro  più  corta  distanza  nella  saperficie  sferica,  intendendo  par- 
lare dell'arco  più  piccolo  fra  i  due  dello  stesso  circolo,  che 
poò  condarsi  per  quei  due  ponti. 
Scoi.  Si  dà  l'idea  del  triangolo  sferico  e  del  poligono  sferico. 
/K.  Se  nella  sfera  si  conduce  nn  diametro  perpendicolare  al  piano 
di  OD  circolo  massimo,  ciascuna  delle  due  estremità  dev'essere 
equidistante  da  totti  i  ponti  della  circonferenza  dell'anzidetto 
circolo  massimo  e  di  qualunque  altro  circolo  minore  allo  stesso 
parallelo,  esprimendosi  la  prima  distanza  costante  da  an  qua- 
drante di  circolo  massimo  e  la  seeooda  da  no  arco  minore  o 
maggiore  del  quadrante.  E  si  adotta  a  questo  riguardo  la  se- 
guente nomenclatura:  il  diametro  perpendicolare  al  piano  del 
circolo  massimo  si  chiama  a$$9  dello  stesso  e  del  suol  paral- 
leli, e  le  djoe  estremità  di  questo  diametro  si  dicono  poli  re- 
lativamente al  medesimo  sistema  di  circoli. 
Cor,  4.  Tutti  i  piani  dei  circoli  massimi ,  che  possono  in  oamero  infi- 
nito condarsi  per  l'aase  sono  perpendicolari  al  piano  del  cir- 
colo massimo,  cui  appartiene  Tasse;  o  in  altra  gaisa  congiun- 
gendo qualunque  punto  del  circolo  massimo  col  soo  polo  per 
meizo  di  arco  di  circolo  massimo,  i  piani  di  questi  doe  cir- 
coli massimi  sono  perpendicolari  fra  loro. 

t.  Si  siabilisce  il  metodo  per  ritrovare  il  polo  di  no  dato  circolo 
massimo. 

S,  Se  un  punto  preso  nella  superficie  sferica  ha  la  distanza  di  oo 

quadrante  da  due  punti  qualunque  della  circonferenza  di  un  circolo 
massimo,  deve  quel  punto  esserne  il  polo. 
Scoi.  Si  dà  l*idea  del  compasso  sferico  per  descrivere  circoli  sopra  la 
superficie  sferica,  e  si  risolvono  i  segoenti   quesiti:  i.**  Far 
passare  un  arco  di  circolo  massimo  per  due  dati  ponti;  2.®  Ti- 
rare per  un  dato  punto  un  arco  di  circolo   massimo  perpen- 
dicolare ad  un  dato  arco  o  circolo  massimo. 
r.  Il  piano  perpendicolare  a  ireslrem  ita  del  raggio  della  sfera  pian- 
gente alla  slessa  ,  ed  all'Inverso  se  un   piano  è  tangente  ,  il 
raggio  condotto  arpunto  di  contatto  dev'essergli  perpendico- 
lare. 
Scoi.  Si  stabilisce  la  ragione  di  questa  nomenclatura,  eh*  è  analoga  a 
quella  dei  circoli. 
VI.  L'angolo  diedro  fatto  dai  piani  di  due  archi  di  circoli  massimi, 
cui  si  dà  il  nome  di  atigolo  sfèrico^  ha  per  misura*  1*  angolo 
rettilineo  delle  Ungenti  di  questi  archi  condotte  al  loro  punto 
d' incontro;  ed  ha  pure  per  misura  l'arco  di  circolo  massimo 
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descritto  del  paolo  d'iacootro  come  polo  e  compreso  fra  gli 
Slessi  archi,  che  devoDsi  airoccorreoza  prolongare. 

S  24.  D$lla  deternUnazion»  della  sfera  pag.  1T7. 

Lem.  1    I  punti  equidistanti  dagli  estremi  di  ona  retta  appartengono  esclu- 
sivamente al  piano  perpendicolare  al  meszo  della  retta. 

Lem,  il.  Fra  iqtli  t  punti  dello   spazio   compreso   dentro   ad  un  angolo 
diedro  quelli  soli  del  piano,  che  divide  in  mezzo  l'angolo  an- 
zidetto, sono  equidistanti  dalle  sue  due  facce. 
Scoi.  SI  dà  la  ragione  della  condizione  apposta  dei   punti  compresi 
dentro  all'angolo  diedro. 

Lem.  IH.  Se  una  reiia  ò  perpendicolare  ad  nn  piano,  qualunque  piano  pa- 
rallelo alla  retta  dev'essergli  perpendicolare. 

Teor.  L  Quattro  ponti   non  situati   nel  medesimo  piano  determinano  la 
posizione  della  sfera  ,  o  sia  il  tetraedro  è  sempre  iscrittibile 
alla  sfera.    . 
Cor.  Due  sfere  diverse  non  possono  avere  quattro  punti  comuni  non 
sitnati  nel  medesimo  piano,  e  quindi  la  comune  sezione  di  due 
sfere  ò' sempre  un  circolo. 
//.  Neil* incontro  di  due  sfere  la  retta,  che  unisce  i  centri ,  passa 
pel  centro  del  circolo  della  loro  comune  sezione,  ed  ò  perpen- 
dicolare al  suo  piano. 
IIL  Se  la  disianza   dei  centri  di  due  sfere  è  eguale  alla   somma  o 
differenza  dei  raggi,  ha  luogo  il  contatto  esterno  o  interno  delle 
jifere;  ed  ali*  inverso  supponendo  tangenti  le  due  sfere,  la  retta 
dei  centri  deve  passare  pel  punto  di  contatto,  il  che  importa 
di  essere  la  distanza  dei  centri  eguale  alla  somma  o  differenza 
dei  raggi. 
IV»  11  tetraedro  é  circoscritti  bile  alla  sfera,  o  sia  sr  può  sempre  de- 
terminare una  sfera ,  che  sia  tangente  alle  quattro  facce  del 
tetraedro  dalla  parte  interna. 

ScoL  i.  Si  dà  conto  di  altre  quattro  sfere ,  che  sono  pure  tangenti  alle 
quattro  facce  del  tetraedro  cioè  dalla  parte  interna  a  tre  facce 
prolungate   ed  esternamente  alla  quaria  non  prolungata. 
2.  Si  ^stabilisce  Tanalogia  del  triangolo  e  del  tetraedro,  del  circolo 
e  della  sfera. 

%  25.  Della  miMura  delU  superficie  dei  solidi  pag.  182. 

Definizione  della  superficie  laterale  o  concessa,  e  della  superficie  totale  dei 

prismi  e  cilindri,  delle  piramidi  e  dei  coni 
Teor.  /.  La  superficie  laterale  del  prisma  retto  si  esprime  dal  prodotto 
del  periastro  della  base  per  lo  spigolo  o  sia  per  l'altezza  del 
prisiha. 
i/.  Se  per  un  punto  qualunque  preso  nello  spigolo  del  prisma  obli- 
quo si  conduca  un  piano  perpendicolare  allo  spigolo  ,  si  de- 
termina per  mezzo  delle  comuni  sezioni  colle  facce  laterali  un 
poligono,  e  la  superficie  convessa  del  prisma  obliquo  eguaclia 
il  prodotto  del  perimetro  di  questo  poligono  per  lo  spigolo. 
Scoi,  La  superficie  convessa  di  qualunque  prisma  è  misurata  dal  pe- 
rimetro del  poligono  proveniente  dalla  sezione  di  un  piano  per- 
pendicolare allo  spigolo  moltiplicato  per  io  spigolo  stesso. 
///.  La  superficie  laterale  delia  piramide  retta  si  esprime  dalla  metà 
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del  prod«Uo  del  perimetro  del  poligono  regolare  della  base 
per  la  perpendicolare  eoadotla  dal  rertice  sopra  ao  lato  qaa- 
looqoe  della  base,  la  quale  perpendicolare  dicesl  apoi^ma. 
tv.  Se  si  taglia  la  piramide  rviu  con  un  piano  parallelo  alla  baso, 
la  superficie  confessa  del  tronco  piramidale  compreso  fra  qaesio 
piano  e  la  base,  cioè  fra  due  basi  psralieie,  ba  per  misnm  In 
semisomma  dei  perimetri  delle  basi,  o  ciò  cb*è  lo  stesso,  il 
perimetro  della  seiione  equidistante  dalle  dne  basi  moltlpli* 
ceto  pel  resto  del l'a poterne. 
V,  Le  superficie  dei  poliedri  simili  sono  proporiionsli  ai  quadrati 

delle  dimensiooi  omologhe. 
Ff.  Il  cilindro  reito  si  può  rigoardare  come  on  prisma  retto,  di  coi 
le  basi  parallele  sono  due  eircoli  eguali  cioè  a  dire  due  po- 
ligoni regolari  di  on  numero  infinito  ài  lati;  e  la  superficie 
contessa  del  cilindro  retto  egea  glia  il  prodotto  della  circoli- 
ferenza  del  circolo  di  base  per  l'aliezza. 

Cor.  Espressione  algebraica  della  superficie  convessa  del  cilindro. 

SeoL  Sulla  misura  della  superficie  convessa  del  cilindro  obliquo. 

VIL  II  cono  retto  si  poò  rigoardare  come  una  piramide  retta  ,  che 
ha  per  base  un  circolo  cioè  un  poligono  regolare  di  un  no- 
merò infinito  di  lati  ;  e,  la  superficie  couTossa  del  cono  retto 
è  egoale  alla  metà  del  prodotto  della  circonferenia  del  circolo 
di  base  per  la  retta  condotta  dal  vertice  ad  on  ponto  qua- 
luoqoe  della  circonferenza  della  base,  la  qoale  retta  ne  costi- 
tuisce Vaj^uma^ 

Cor.  Espressione  algebraica  della  superficie  convessa  del  cono  retto. 

Scoi*  Sopra  il  cono  obliquo,  che  può  riguardarsi  ancora  come  limite 
delle  piramidi  iscritte  e  circoscritte. 

Vili,  Se  si  taglia  il  cono  retto  con  oo  piano  parallelo  alla  base  ,  la 
superficie  convessa  del  tronco  di  cono  compreso  fra  dne  basi 
circolari  parallele  è  egoale  alla  seroisomma  delle  circonferenze 
delle  due  basi  o  sia  alla  circonferenza  della  sezione  equidi- 
stante dalle  due  basi  moltiplicala  pel  resto  dell' apotema. 

Cor.  Espressione  algebraica  della  superficie  convessa  del  tronco  di 
cono  ietto. 

Scoi,  Generazione  del  tronco  di  cono'  retto  per  mezzo  della  rivoluzione . 

del  trapezio  birettangolo. 
IX,  Se  una  retia  posta  dalla  stessa  parte  di  un  asse  si  connette  con 
questo  per  mezzo  delle  perpendicolari  condotte  dal  suol  ponti  e- 
stremi,  e  gira  insieme  con  queste  perpendicolari  intorno  all'  asse, 
la  superficie  convessa  del  solido  rotondo,  cbe  ne  deriva,  ba  per 
misura  il  prodotto  della  retta  generatrice  per  la  circonferenza 
descritta  dal  ano  ponto  di  mezzo. 

Scoi,  L'espressione  del  teorema  è  la  misnra  generale  delle  superficie 
convesse  di  cilindro  retto,  cono  retto,  e  tronco  di  cono  retto. 
X.  Esistendo  più  lati  consecutivi  di  on  poligono  regolare  posti  dalla 
medesima  parte  di  on  asse  condotto  pel  ceotro  del  circolo 
iscritto  0  circoscritto  al  poligono  ,  si  abbassino  sopra  V  asse 
le  perpendicolari  dai  dne  ponti  estremi  della  serie  di  lati,  e 
si  rivolga  la» figura  composta  dalle  perpendicolari  estreme  e 
dai  lati  intorno  all'  asse  ;  la  superficie  convessa  del  solido  di 
ri«oluzi>ne  cosi  generato  ba  per  misura  la  porzione  dell'asse 
compresa  fra  le  perpendicolari  estreme  moltiplicata  per  la  cir- 
conferenza del  circolo  iscritto. 
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Scoi,  S«  •'  immagina  un  poligono  regolare  di  an  nomerò  pari  di  tali, 
l'intera  saperficie  del  solido  generato  dalla  rifolQxioDe  del 
semlpoligono  intorno  all'asae,  che  eorrisponde  al  diametro  del 
circolo  circoscritto,  è  eguale  al  prodotto  dell'  intero  aaiie  per 
la  circonferenza  del  circolo  iscritto. 
Xf.  La  saperficie  della  sfera  ha  per  misara  il  prodotto  del  suo  dia- 
metro per  la  circonferenza  del  circolo  massimo. 

Cor*  Espressione  algebraica  della  saperficie  sferica»  che  resulta  qua- 
drupla della  superficie  del  circolo  massimo. 

XII.  La  porzione  di  superficie  sferica  compresa  fra  due  piani  qua- 
lunque paralleli,  che  dicesi  jiona,  ha  per  misura  il  prodotto 
della  sua  altezza  cioè  della  distanza  dei  piani  paralleli  per 
la  circonferenza  del  circolo  massimo. 

Cor.  Qualunque  zona  sta  alla  superficie  della  sfera  come  l'altezza  della 
zona  al  diametro  della  sfera,  e  le  zone. mantengono  lo  stesso 
rapporto  delle  rispettive  altezze. 

XIII.  La  parte  della  saperficie  sferica   racchiusa   fra  due  semicircoli 

massimi  condotti  per  lo  stesso  diametro,  che  dicesi  futo^  ha 
per  misura  il  prodotto  del  diametro  della  sfera  per  l'arco  com- 
preso del  circolo  massimo  descritto  col  polo  al  vertice  del 
(toso. 

Cor.  Espressione  algebraica  del  fuso ,  e  si  stabilisce  il  rapporto  dei 
fusi  eguale  a  quello  degli  archi  compresi  o  degli  angoli  die- 
dri dei  loro  piani. 

Scoi.  Osservazione  sulla  forma  dei  fattori»  di  cui  il  prodetto  definisce 
il  valore  del  fuso  o  della  zona. 

XIV,  Le  superficie  convesse  dei  solidi  rotondi  simili  stanno  come  i 

quadrali  delle  dimenaioni  omologhe  lineari. 

Xr.  La  superficie  convessa  del  cilindro  circoscritta  alla  sfera  é  eguale 
alla  superficie  sferica,  e  la  superficie  totale  di  simile  cilindro 
è  sesquialtera  dello  superficie  sferica,  cioè  la  comprende  una 
volta  e  mezzo. 

Cor,  Sulle  sezioni  della  sfera  e  del  cilindro  circoscritto  per  mezzo  di 

piani  paralleli  alla  base  del  cilindro. 
XF/.  La  superficie   lotale  del  cono  equilatero  circoscritto  alla  sfera 
comprende  due  volte  ed  un  quarto  la  superficie  sferica. 

Cor,  La  superficie  totale  del  cilindro  è  media  proporzionale  fra  la 
saperficie  totale  del  cono  e  la  superficie  sferica,  avendo  luogo 
per  le  superficie  anzidette  la  proporzione  continua  ::  9:6:4; 
e  qtoesti  tre  solidi  rotondi  si  possono  insieme  generare  con 
unica  rivoluzione. 
XVII.  La  superficie  totale  del  cilindro  equilatero  iacritto  alla  sfera  è 
media  proporzionale  fra  la  superficie  della  sfera  e  la  super- 
ficie totale  del  ceno  equilatero  pure  iscritto,  verificandosi  per 
le  tre  superficie  la  proporzione  continua  dei  numeri  ::  16  :  12:9. 

Cor.  La  soperficie  della  sfera   comprende  una  volta  ed  un  terzo  la 

superficie  totale  del  cilindro  iscritto,  ed  una  volta  ed  un  terzo 

.    quest'ultima  su  persele  comprende  quella  totale  del  cono  iscritto. 

Scoi.  Si  dà  la  ragione  per  cui  si  appone  la  condizione  di  equilatero 
al  cono  circoscritto  del  teor.  XVl,  al  cilindro  e  cono  iscritti 
del  XVn. 

§  26.  Della  mùura  dei  volumi  dei  solidi  pag.  200. 

Icor.  L  1  parallelepipedi,  che  hanno  basi  eguali  ed  altezze  eguali,  aono 
equivalenti  in  volume.  33 
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SeoL  L'eooficiaiiooe  di  questo  teorema  piò  rendersi  geoeralc  a  Mini 
glianza  di  quella  degli  angoli  nello  stesso  piano  {V.  S  ^-  Vii); 
e  si  dimostra  ana  speeie  di  proposisiooe  infersa,  cioè  essendo 
eguali  due  angoli  posti  in  piani  paralleli ,  ae  dne  lati  sono 
paralleli,  devono  esserlo  ancora  gli  altri  dne. 

Xr.  So  tre  rette  non  sitnate  nel  nMdesimo  piano  sono  egaali  e  pa- 
rallele, conginngendo  fra  loro  restremità  superiori  ed  indi  te 
inferiori,  si  formano  doe  triangoli  eguali  coi  piani  paralleli. 

Cor,  Se  dai  vertici  di  un  poligono  si  eondneono  rette  parallele  ed 
eguali  nello  spazio ,  congiongendo  i  punti  estreni ,  si  forma 
un  secondo  poligono  eguale  al  primo,  ed  il  piano  del  seeondo 
é  parallelo  a  qoeilo  del  primo  poligono. 
XVt,  I  piani  paralleli  secano  le  rette  in  parti  proporzionali. 

Cor,  Il  rapporto  delle  parti  susiiste  ancora  per  le  intere  rette. 

8  20.  Digli  angoli  formati  da  due  piani  o  sia  degli  angoli 

diedri  pag.  138. 

l>e/imsfone>deirango1o  diedro,  e  formazione  dell'angolo  rettilineo  costante 
per  mezzo  delle  due  rette  perpendicolari  condotte  nei  rispet- 
ti fi  piani  allo  stesso  ponto  della  comone  sezione. 
Teor,  /.  Esistendo  doe  angoli  diedri,  se  ?i  si  formano  giusta  la  deflnl- 
zione  due  angoli  rettilinei  egnaii,  allora  gli  angoli  diedri  sono 
eguali ,  cioè  1  piani  nella  rispettiva  posizione  possono  coin- 
cidere. 
Cor.  Gli  angoli  diedri  adiacenti  cgatli  sono  retti,  cioè  l'uno  dei  duo 
piani  é  ('crpendicolare  all'altro. 

//.  Due  angoli  diedri  qualunque   sono  nello  stesso  rapporti  degli 
angoli  rettilinei  formati  giusta  la  deBniiione. 
5col.  Si  stabilisce  in  modo  compendioso  che  l'angolo  diedro  è  misu- 
rato dall'angolo  rettilineo  formalo  dietro  la  definizione. 

ni,  Neirincontro  di  due  piani  1*  la  somma  di  doe  angoli  diedri 
adiacenti  è  eguale  a  doe  retti,  cioè  a  dire  gli  angoli  diedri 
adiacenti  sono  supplementari  ;  2°  la  somma  dei  qoaitro  an- 
goli diedri  successivi  è  eguale  a  quattro  retti;  3**  gli  angoli 
diedri  opposti  al  vertice  sono  eguali. 
Cor.  So  vari  piani  si  secano  nella  stessa  retta ,  la  somma  dei  suc- 
cessivi angoli  diedri  dalla  stessa  parte  di  uno  qualunque  dei 
piani  è  costantemente  eguale  a  due  retti,  mentre  la  somma 
di  tutti  gli  angoli  diedri  da  una  parte  e  dall'altra  è  eguale 
ai  quattro  retti. 

iV,  ino.*  Se  due  piani  incontrano  da  parti  opposte  un  terzo  piano 
secondo  la  stessa  retta,  e  fanno  gli  angoli  diedri  adiacenti  sup- 
plementari o  gli  angoli  diedri  opposti  al  vertice  eguali ,  de- 
vono quei  due  piani  formare  unico  piano. 
F.  Neirincontro  di  due  piani  paralleli  con  un  terzo  si  formano 
1"  gli  angoli  diedri  alterni— interni  o  alterni— esterni  eguali, 
2**.  gli  angoli  diedri  corrispondenti  eguali,  3°  gli  angoli  diedri 
interni  o  estemi  dal  medesimo  lato  del  piano  secsnte  sono 
supplementari. 
Scoi.  Le  anzidette  proprietà  non  sono  esclusive  pei  piani  paralleli, 
e  quindi  non  hanno  luogo  le  proposizioni  inverse. 

FI.  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano,  li  dev'essere  per- 
pendicolare qualunque  piano  condotto  per  quella  retta. 
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Cor,  Si  determinsno  i  tre  assi  ortogonali  ed  i  tre  piani  pare  orto- 
gonali. 
Vii.  Se  no  primo  piano  é  perpendfcolare  ad  nn  secondo,  e  nel  primo 
81  tira  una  retta  perpendicolare  alla  cornane  sezione,  dev'es- 
sere questa  retta  perpeodicolore  al  secondo  pieno. 
VlHr  Se  un  primo  piano  è  perpendicolare  ad  on  secondo,  e  da  qnal- 
sisia  ponto  della  comune  sezione  sMnnalza  noe  retta  perpen- 
dicolare al  secondo  piano ,  deve  questa    perpendicolare  com- 
preodersi  nel  primo. 

IX.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  ad  un  terzo ,  la  loro  comone 

sezione  dev'essere  perpendicolare  al  terzo  piano. 

X.  Se  due  piani  sono   perpendicolari  ad^uo  terzo ,  e  le   rispettive 

comuni  sezioni  resultano  parallele,  devono  i  due  piani  essere 
fra  loro  paralleli. 

g  21.  Degli  angoli  solidi  o  poliedri  pag.  144. 

Definizione  degli  angoli  poliedri  ed  in  particolare  degli   angoli  triedri, 
tetraedri,  pentaedri,  ec,  e  condizione  della  loro  eguaglianza. 
Teor,  I.  Nell'angolo  triedro  la  somma  di  due  qualunque  degli  angoli 
rettilinei  è  maggiore  del  terzo. 

Cor.  In  altra  guisa  si.  dice  dover  essere  qualunque  angolo  minore 
della  somma  e  maggiore  della  differenza  degli  altri  due. 
Lem.  av.  11.  Se  dall'incontro  di  due  rette  se  ne  tira  una  terza  fuori  del 
loro  piano  per  esempio  al  di  sopra,  è  impossibile  di  condarne 
un'altra  dallo  stesso  punto  e  dalia  stessa  parteidel  piano  che 
faccia  rlspettivaraeote  i  medesimi  angoli  colle  prime  due.  Una 
al  fatta  retta  si  poò  condorre  dall'altra  parte  del  piano 
cioè  al  di  sotto  e  precisamente  al  ponto  estremo  della  per- 
pendicolare abbassata  da  nn  punto  qualunque  della  terza  retta 
aopra  il  piano  e  prolungata,  finché  si  faccia  la  parte  inferiore 
eguale  alla  superiore. 
IL  Se  due  angoli  triedri  resultano  da  angoli  rettilinei  rispettiva- 
mente eguali,  devono  essere  eguali  gli  angoli  diedri  dei  pia- 
ni, in  cui  esistono  gli  angoli  rettilinei  eguali. 

Scoi.  Questo  teorema  offre  i  due  casi  di  eguaglianza  assoluta  o  sia 
di  coincidenza  o  pare  di  semplice  simmetria ,  aecondocbi  la 
disposizione  delle  parti  eguali  ha  luogo  nel  medesimo  ordine 
0  inverso. 

Cor.  Se  l'angolo  triedro  comprende  due  angoli  rettilinei  eguali ,  de- 
vono i  piani  degli  angoli  eguali  avere  la  stessa  inclinazione 
al  terzo  piano;  e  quindi  nel  caso  di  on  angolo  triedro  com- 
posto da  tre  angoli  rettilinei  eguali,  devono  pure  essere  eguali 
i  tre  angoli  diedri  dei  suoi  tre  piani. 
IIL  In  ogni  angolo  poliedro  convesso  la  somma  degli  angoli  retti- 
linei formati  dalle  comuni  sezioni  dei  piani  dev'essere  sem- 
pre minore  di  quattro  angoli  retti. 

Scoi.  Si  dimostra  questo  stesso  teorema  la  merci  della  lingua  alge- 
braica. 

Cor.  Si  definisce  in  quanti  modi  divorai  si  possa  formare  un  angolo 
solido  per  mezzo  di  piani  contenenti  angoli  di  poligono  re- 
golare. 
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S  23.  DH  politdri  pag.  151. 

D$fnixion%  dei  solidi  e  della  loro  egaaglianza  o  pare  equivalenza ,  del 
poliedro,  della  piramide  e  della  eoa  altezza,  del  prisma  e 
della  sua  altezza,  del  parallelepipepo  e  delle  soe  diverse  spe- 
cie, e  dei  poliedri  simili. 
7eor.  /.  In  qoalanqDe  prisma  le  sezioni  fatte  dal  piani  paralleli  sono 
poligoni  egaili. 

Cor.  Ogni  sezione  fatta  in  an  prisma  da  un  piano  parallelo  alla  bas« 
é  egnale  a  questa  base. 
il.  Dae  prismi  sono  egoali ,  allorché  lianno  rispettivamente  eguali 
la  base  ed  on%  faccia  laterale ,  la  quale  faccia  dev'essere  si- 
milmente posta  e  colla  stessa  inclinazione  sopra  la  rispettiva 
base  di  ogni  prisma. 

Cor.  Due  prismi  retti  sono  eguali ,  quando  hanno  egutli  le  basi  ed 
egnali  le  altezze. 

///.  In  ogni  parallelepipedo  le  facce  opposte  sono  eguali  e  paralle- 
le, e  gli  angoli  diedri  opposti  cioè  formati  da  due  piani  ri- 
spettivamente opposti  sono  eguali. 
Cor.  4.  Nel  parallelepipedo  due  facce  qaalonque  opposte  si   possono 
prendere  come  basi, 
f .  il  parallelepipedo  ò  assolutamente  determinato  dalla  tre  costola 

concorrenti  al  medesimo  ponto. 
S.  Nel  parallelepipedo  rettangolo  il  quadrato  di  qualnnqae  diago- 
nale condotta  fra  i  vertici  opposti  è  eguale   alla  somma  dei 
quadrali  dei  tre  spigoli,  ché^lo  determinano. 

iV,  In  ogni  parallelepipedo  le  diagonali  condotte  dai  vertici  opposti 
si  secano  nel  medesimo  puoto ,  e  ciascoua  di  esse  vi  resta 
divida  in  due  parti  egaali. 

Cor.  Qualonqoe  retta  condotta  pel  puoto  d'intersezione  delle  diago- 
nali anzidette  e  terminata  dall'una  e  l'altra  parte  alla  super- 
ficie del  parallelepipedo  è  divisa  in  due  parli  eguali. 
y.  Il  piano,  che  sempre  può  condarsi  fra  dae  spìgoli  opposti  come 
paralleli ,  divide  il  parallelepipedo  in  doe  prismi  triangolari 
di  basi  egaali  ed  altezze  eguali,  che  possono  soltanto  coloci- 
dare,  quando  sono  prismi  retti. 

Scoi.  Avendo  riguardo  alle  varie  specie  dei  parallelepipedi,  si  defini- 
scono i  casi,  che  dÀnoo  retti  o  pure  obliqui  i  due  prismi  an- 
zidetti ;  e  si  stabilisce  l'eguaglianza  per  simmetria  dei  due 
prismi  obliqai,eome  quelli  che  resultano  da  parti  rispettiva- 
mente eguali  ma  non  disposte  similmente. 

VI.  I  doe  prismi  triangolari  simnietrici ,  in  coi  si  scompone  il  pa- 
parallelepipedo  per  mezzo  del  piano  secante  degli  spigoli  op« 
posti,  sono  equivalenti  fra  loro. 

Cor.  Ogni  prisma  triangolare  è  la  mela  del  parallelepipedo  formato 
sullo  stesso  angolo  triedro  e  cogli  stessi  spigoli,  cioè  del  pa- 
rallelepipedo definito  dalle  tre  costde  anzidette. 
Scoi.  La  dimostraiione  di  questo  teorenia  dovuta  a  Legendre  ha  fatto 
sparire  un  difetto  degli  elementi  di  geometria. 

Vii.  La  sezioni  fatte  in  una  piramide  qualunque  da  piani  paralleli 
sono  poligoni  simili,  di  coi  i  perimetri  resultano  proporzio- 
nali alle  distanze  dei  loro  piani  dal  vertice  della  piramide, 
a  le  aree  ai  quadrati  delle  distanze  anzidette. 

Cor,  Sa  il  piano  secante  è  paraHelo  alla  base  della  piramide,  la  co- 
mune ssziooe  è  simile  alla  base. 
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Scoi.  Se  due  piramidi  qualunque  haono  eguali  le  aliene  e  vengono 
aeeaie  da  piani  paralleli  alle  basi  ed  equidiatanli  dalle  slease 
basi  o  dai  vertici,  che  vale  la  naedeaima  cosa;  allora  le  aree 
delle  due  seiloni  stanno  come  le  rispeuive  ba&i.  Laonde  nel 
caso  delle  basi  equivalenti  resaltano  equivalenti  le  due  sesioni 
anzidette. 

yill.  Se  due  piramidi  triangolari  o  sia  tetraedri  hanno  due  facce  ri- 
spettivamente simili,  similmente  poste,  ed  egualmente  inclinato 
fra  loro,  devono  questi  tetraedri  essere  slmili. 
Cor*  4,  I  tetraedri  simili  hanno   proportionali   gli  spigoli   o   sia  i  lati 
omologhi. 
t.  Secando  il  tetraedro  con  un  piano   parallelo   ad  una   delle  sua 
facce,  si  forma  il  tetraedro  pafiiale  simile  all'intero. 

Scoi.  Se  due  tetraedri  hanno  tutti  gli  pigoli    proporsionali ,  devono 

essere  simili. 
IX»  Se  due  poliedri  hanna  simili  le  basi ,  ed  i  vertici  degli  angoli 
solidi  fuori  delle  basi  determinati  da  tetraedri  rispettivamente 
slmili  sopra  una  base  comune  in  ogni  poliedro,  devono  i  due 
poliedri  essere  simili. 

Cor.  1  poliedri  simili  hanno  proporiionali  gli  spigoli  o  sia  i  lati  o- 
mologhi,  le  diagonali  condotte  fra  i  vertici  omologhi ,  ed  in 
generale  le  dimensiuni  omologhe. 

Scoi.  Se  si  taglia  una  piramide  qualunque  con  un  piano  parallelo 
alla  baae,  si  forma  la  piramide  parsiale  simile  alla  data;  ed 
all'inverso  poste  due  piramidi  simili  qualunque  y  se  si  fanno 
coincidere  gli  angoli  poliedri,  devono  le  due  basi  corrispon- 
dere parallele.  Fra  le  dimensioni  omologhe  poi  delle  piramidi 
simili  si  devono  comprendere  le  loro  altezze ,  che  resultano 
proporzionali  agli  spigoli  omologhi. 
X.  Due  poliedri  simili  possono  scomporre  nel  medesimo  numero  di 
coppie  di  tetraedri  simili  e  slmilmente  disposti.         * 

Scoi.  1  poliedri  simili  possono  scomporsi  nello  stesso  numero  di  cop^ 
pie  di  piramidi  airoili  e  aimilmente  poste  col  vertice  comune 
e  colle  basi  sopra  le  intere  facce  non  concorrenti  alla  forma- 
zione dell'angolo  solido  a  quel  vertice. 

8  23.  Dti  iolidi  rotondi  pag.  167. 

Difinizioni  del  cono  retto,  del  cilindro  retto,  della  sfera,  del  cono  obli- 
quo, e  del  cilindro  obliquo. 
/(SOI*.  /.  Se  il  cilindro  retto  è  secato  da  un  piano  condotto  per  Tasse,  la 
comune  sezione  è  un  retiangolo  ;  e  se  il  piano  secante  è  pa- 
rallelo alla  base,  la  comune  sezione  è  un.circolo  eguale  a  quello 
della  base. 
SeoL  Questo  teorema  sussiste  pel  cilindro  obliquo  ,  dicendo  paralle- 
logrammo in  vece  dì  rettangolo. 
//.  Se  un  cono  retiu  è  secato  da  un  piano,  che  passa  per  l'asse,  la 
comune  sezione  è  un  triangolo  isoscele,  di  cui  il  piano  è  per- 
pendicolare a  quello  della  base  ;  e  se  il  piano   secante  è  pa- 
rallelo  alla  base  ,  la  comune  sezione  è  un  circolo  ,  di  cui  il 
raggio  decresce,  come  il  piano  secante  si  avvicina  al  vertice. 
Cor,  Il  rapporto  dell'anxidetla  sezione  circolare  alla  base  è  quello  dei 

quadrati  delle  distanze  dei  ri9pettiv4  piani  dal  vertice. 
Scoi,  Si  espongono  le  modificaziuni  di  questo  teorema  pel  cono  obli- 
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quo  ,   rispetto  al  qoale  si  stabiliscono  le  coDdiziooi  delia  se- 
.       sione  aniiparatlela  alla  base,  rhe  dà  aocora  il  circolo. 
ili.  La  comaoe  seziooe  della  sfera  e  di  qualunque  piano  secante  è 
sempre  uo  circolo. 
Cor,  4.  Distinzione  dei  circoli  massimi  e  minori  o  piccoli. 

2.  Due  circoli  massimi  si  tagliano  sempre  in  parti  eguali. 
5.  Ogni  circolo  massimo  divide  la  sfera  ai  rispetto  ai  volume  cbe 
alla   superfìcie  in  due  porzioni  eguali  >  cui  si  dà  il  nome  di 
emisferi' 

4,  Per  due  punti  qualunque  presi  nella   superBcie  della  sfera  può 

sempre  passare  un  circolo  massimo,  e  per  due  ponti  posti  al- 
l'estremità del  medesimo  diametro  ne  passano  inGniti. 

5.  L'arco  di  circolo  massimo  compreso  fra  due  punti  esprime  la 

loro  più  corta  distanza  nella  superficie  sferica,  intendendo  par- 
lare deirarco  più  piccolo  fra  i  due  dello  stesso  circolo ,  che 
può  condarsi  per  quei  due  punti. 
Scoi,  Si  dà  l'idea  del  triangolo  sferico  e  del  poligono  sferico. 
/K.  Se  nella   sfera  si  conduce  un  diametro  perpendicolare  al  piano 
di  uo  circolo  massimo,  ciascona  delle  due  estremità  dev'easere 
equ>id istante  da  tolti  i  punti  della  circonferenza  dell'anzidetto 
circolo  massimo  e  di  qualunque  altro  circolo  minore  allo  stesso 
parallelo,  esprimendosi  la  prima  distanza  costante  da  un  qua- 
drante dì  circolo  massimo  e  la  seconda  da  un  arco  minore  o 
maggiore  del  quadrante.  E  si  adotta  a  questo  riguardo  la  se- 
guente nomenclatura:  il  diametro  perpendicolare  al  piano  del 
circolo  massimo  si  chiama  aise  dello  stesso  e  dei  suol  paral- 
leli, e  le  dpe  estremità  di  questo  diametro  si  dicono  poli  re- 
latiTamenie  al  medesimo  sistema  di  circoli. 
Cor,  4.  Tutti  i  piani  dei  circoli  massimi ,  che  possono  in  numero  infi- 
nito condursi  per  l'asse  sono  perpendicolari  al  piano  del  cir- 
colo massimo,  cui  appartiene  Tasse;  o  in  altra  guisa  congtun- 
gendo  qualunque  punto  del  circolo  massimo  col  suo  polo  per 
meizo  di  arco  di  circolo  massimo,  1  piani  di  questi  due  cir- 
coli massimi  sono  perpendicolari  fra  loro. 
t*  Si  stabilisce  il  metodo  per  riiroiare  il  polo  di  un  dato  circolo 

massimo. 
5,  Se  un  punto  preso  nella  superficie  sferica  ha  la  distanza  di  oo 
quadrante  da  due  punti  qualunque  della  circonferenza  di  un  circolo 
massimo,  deve  quel  punto  esserne  il  polo. 
SeoU  Si  dà  l'idea  del  compasso  sferico  per  descrivere  circoli  sopra  la 
superficie  sferica,  e  si  risolvono  i  segoenti   quesiti:  i.*  Far 
passare  un  arcn  di  circolo  massimo  per  due  dati  punti;  2."  Ti- 
rare per  un  dato  punto  un  arco  di  circolo   massimo  perpen- 
dicolare ad  un  dato  arco  o  circolo  massimo. 
r.  Il  piano  perpendicolare  aliVslremità  del  raggio  della  sfera, è  tan- 
gente alla  stessa  ,  ed  all'inverso  se  un   piano  é  tangente  ,  il 
raggio  condotto  al  'ponto  di  contatto  dev'essergli  perpendico- 
lare. 
Scoi,  Si  stabilisce  la  ragione  di  questa  nomenclatura,  eh*  è  analoga  a 
quella  dei  circoli. 
Vt.  L'angolo  diedro  fatto  dai  piani  di  due  archi  di  circoli  massimi, 
cui  si  dà  il  nome  di  angolo  iferico,  ha  per  misura*  I*  angolo 
rettilineo  delle  tungenti  di  questi  archi  condotte  al  loro. punto 
d' incontro;  ed  ha  pure  per  misura  l'arco  di  circolo  massimo 
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descritto  del  puDlo  d' iocontro  come  polo  e  compreso  fra  gli 
stessi  archi,  che  devoDsi  airoccorreoza  protongare. 

S  24.  D$lla  determinazioni  della  eferm  pag.  177. 

Lem,  I   I  punti  equidistanti  dagli  estremi  di  ODa  retta  appartengono  escla- 
sivamente  al  piano  perpendicolare  al  mexzo  della  retta. 

Lem.  li.  Fra  tqtti  i  ponti  dello   spai  io   compreso   dentro   ad  un  angolo 
diedro  quelli  soli  del  piano,  che  divide  in  mezzo  Tangolo  an- 
zidetto, sono  equidistanti  dalla  sue  doe  facce. 
Scoi.  SI  dà  la  ragione  della  condizione   apposta   dei   punti  compresi 
dentro  all'angolo  diedro. 

Lem.  III.  St  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano»  qualunque  piano  pa- 
rallelo alla  retta  dev'eaaergli  perpendicolare. 

Teor.  L  Quattro  ponti   non  situati   nel  medesimo  piano  determinano  la 
posizione  della  afera  ,  o  sìa  il  tetraedro  è  sempre  iscrlttibile 
alla  sfere.    . 
Cor.  Doe  sfere  diverse  non  possono  avere  quattro  punti  comuni  non 
situati  nel  medesimo  plano,  e  quindi  la  comune  sezione  di  due 
sfere  è  sempre  un  circolo. 
//.  Nell'incontro  di  due  sfere  la  retta ,  che  unisce  i  centri ,  passa 
pel  centro  del  circolo  della  loro  comune  sezione,  ed  è  perpen- 
dicolare al  suo  piano. 
UL  Se  la  distanza   dei  centri  di  due  sfere  è  eguale  alla   somma  o 
differenza  dei  raggi,  ha  luogo  il  contatto  esterno  o  interno  delle 
^fere;  ed  ali*  inverso  supponendo  tangenti  le  due  sfere,  la  retta 
dei  centri  devo  passare  pel  punto  di  contatto,  il  che  importa 
di  essere  la  distanza  dei  centri  eguale  alla  somma  o  differenza 
dei  raggi. 
IV>  Il  tetraedro  è  circoscrittibile  alla  sferSi  o  sia  sr  può  sempre  de- 
terminare una  sfera  ,  che  sia  tangente  alle  quattro  facce  del 
tetraedro  dalla  parte  Interna. 

SeoL   4.  Si  dà  conto  di  altre  quattro  sfere ,  che  sono  pure  tangenti  alle 
quattro  facce  del  tetraedro  cioè  dalla  parte  interna  a  tre  facce 
prolungate  ed  esternamente  alla  quarta  non  prolungata. 
%,  Si  ^stabilisce  l'analogia  del  triangolo  e  del  tetraedro,  del  circolo 
e  della  sfera. 

g*  2tf.  Bella  mieura  delle  tuperfieie  dei  solidi  pag.  182. 

De/inizione  della  superficie  laterale  o  convessa,  e  della  soperficie  totale  dei 

prismi  e  cilindri,  delle  piramidi  e  dei  eoni 
Teor,  /.  La  superficie  laterale  del  prisma  retto  si  esprime  dal  prodotto 
del  perimetro  della  base  per  lo  spigolo  o  sia  per  l'altezza  del 
prisma. 
li.  Se  per  un  punto  qualunque  preso  nello  spigolo  del  prisma  obli- 
quo si  conduce  un  piano  perpendicolare  allo  spigolo  ,  si  de- 
termina per  meizo  delle  comuni  sezioni  colle  facce  laterali  un 
poligono,  e  la  superficie  convessa  del  prisma  obliquo  eguafflia 
il  prodotto  del  perimetro  di  questo  poligono  per  lo  spigolo. 
Scoi.  La  superficie  convessa  di  qualunque  prisma  è  misurata  dal  pO' 
rimetro  del  poligono  proveniente  dalla  sezione  di  un  piano  per- 
pendicolare allo  spìgolo  moltiplicato  per  lo  spigolo  stesso. 
///.  La  superficie  laterale  della  piramide  retta  si  esprime  dalla  metà 
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del  prodotto  del  perimetro  del  poligono  regolare  della  base 
per  la  perpendieolare  condotta  dal  vertice  aopra  on  lato  qaa* 
iunqae  della  base,  la  quale  perpendicolare  dicesi  apotema, 
tv.  Se  ai  taglia  la  piramide  retta  con  un  piano  parallelo  alla  base, 
la  superficie  convesaa  del  tronco  piramidale  compreso  fra  questo 
piano  e  la  base,  cioè  fra  doe  basi  parallele,  ha  per  rolsara  la 
semìsomma  dei  perimeiri  delle  basi,  o  ciò  eh' è  lo  stesso.  Il 
perimetro  della  sezione  eqnidiatante  dalle  dae  basi  moltipli* 
ceto  pel  resto  dell'apotema. 
V,  Le  superficie  dei  poliedri  simili  sono  proporzionali  ai  qaadrtti 

delle  dimensioDi  omologhe. 
F/.  Il  cilindro  retto  si  può  riguardare  come  nn  prisma  retto,  di  cai 
le  basi  parallele  sono  due  oircoli  egnali  cioè  a  dire  doe  po- 
ligoni regolari  di  on  numero  infinito  di  lati;  e  la  snperficie 
concessa  del  cilindro  retto  ego  a  gli  a  il  prodotto  della  circon- 
ferenza del  circolo  di  base  per  l'altezza. 

Cor.  Espressione  algebraica  della  superficie  convessa  del  cilindro. 

Scoi,  Solla  misura  della  auperficie  convessa  del  cilindro  obliquo. 
F//.  Il  cono  retto  si  può  riguardare  come  ana  piramide  retta  ,  che 
ha  per  base  un  circolo  cioè  an  poligono  regolare  di  an  no- 
merò infinito  di  lati  ;  e,  la  superficie  convessa  dal  cono  retto 
è  eguale  alla  metà  del  prodotto  della  circonferenza  del  circolo 
di  base  per  la  retta  condotta  dal  vertice  ad  no  punto  qua- 
lunque della  circonferenza  della  base,  la  qoale  retta  ne  costi- 
tuisce XapòUma. 

Cor.  Espressione  algebraica  della  snperficie  convessa  dal  cono  retto. 

Scoi.  Sopra  il  cono  obliquo,  che  può  riguardarsi   ancora  come  limite 
dalle  piramidi  iscritte  e  circoscritte. 

yiìl.  Se  si  taglia  il  cono  retto  con  un  piano  parallelo  alla  base  ,  la 
superficie  convessa  del  tronco  di  cono  compreso  fra  due  basi 
circolari  parallele  è  eguale  alla  semisomma  delle  circonferenze 
delle  due  basi  o  sia  alla  circonferenza  della  seiione  equidi- 
stante dalle  due  basi  moltiplicala  pel  resto  dell'apotema. 
Cor,  Espressione  algebraica  della  superficie  convessa  del  tronco  di 
cono  icito. 

Scoi,  Generazione  del  tronco  di  cono  retto  per  mezio  della  rivolozlone . 

del  trapezio  biretiangolo. 
iX.  Se  una  rctia  posta  dalla  steasa  parte  di  un  asse  si  connette  con 
questo  per  mezzo  delle  perpendicolari  condotte  dal  suol  punti  e- 
stremi,  e  gira  insieme  con  queste  perpendicolari  intorno  all'  asse, 
la  superficie  convessa  del  solido  rotondo,  che  ne  deriva,  ha  per 
misura  il  prodotto  della  retta  generatrice  per  la  circonferenza 
descritta  dal  auo  punto  di  mezzo. 

Scoi,  V  espressione  del  teorema  è  la  miaora  generale  delle  superficie 
convesse  di  cilindro  retto,  cono  retto,  e  tronco  d»  cono  retto. 
X.  Esistendo  più  lati  consecutivi  di  un  poligono  xegolare  posti  dalla 
medesima  parte  di  on  asse  condotto  pel  centro  del  circolo 
iscritto  t  circoscritto  al  poligono  ,  si  abbassino  sopra  1'  asse 
le  perpendicolari  dai  due  punti  eatremi  della  serie  di  lati,  e 
si  rivolga  la» figura  composta  dalle  perpendicolari  estreme  e 
dai  lati  intorno  all'  asse  ;  la  snperficie  convessa  del  solido  di 
riioluziine  cosi  generato  ha  per  misura  la  portione  dell'asse 
compresa  fra  le  perpendicolari  estreme  moltiplicata  per  la  cir- 
conferenza del  circolo  iscritto. 
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ScoL  Se  •*  immagina  un  poligono  regolare  di  un  numero  pari  di  lali, 
r  intera  saperficie  del  solido  generato  dalla  rifoiaiioDe  del 
semipoligono  intorno  all'asse,  che  corrisponde  al  diametro  del 
circolo  circoscritto,  è  eguale  al  prodotto  dell'  intero  asse  per 
la  circooferenia  del  circolo  iscritto. 

Xl,  La  superficie  della  sfera  ha  per  misura  il  prodotto  del  suo  dia- 
metro per  la  circonferenza  del  circolo  massimo. 

Cor.  Espressione  algebraica  della  superficie  sferica,  che  resulta  qua- 
drupla della  superficie  del  circolo  massimo. 

XH.  La  poraione  di  superficie  sferica  compresa  fra  due  piani  qua- 
lunque paralleli,  che  dicesi  Mona^  ha  per  misura  il  prodotto 
della  sua  altezza  cioè  della  distanza  dei  piani  paralleli  per 
la  circonferenza  del  circolo  massimo. 

CoT'  Qualunque  zona  sta  alla  superficie  della  sfera  come  Taltezza  della 
sona  al  diametro  della  sfera,  e  le  zone  manteogouo  lo  stesso 
rapporto  delle  rispettive  altezze. 
Xlli.  La  parte  della  superficie  sferica  racchiusa  fra  due  semicircoli 
massimi  condotti  per  lo  stesso  diametro,  che  dicesi  /tao,  ha 
per  misura  il  prodotto  del  diametro  della  sfera  per  l*arco  com- 
preao  del  circolo  massimo  descritto  col  polo  al  vertice  del 
taso. 

Cor,  Espressione  algebraica  del  fuso ,  e  si  stabilisce  il  rapporto  dei 
fusi  eguale  a  quello  degli  archi  compresi  o  degli  angoli  die- 
dri dei  loro  piani. 

SeoL  Osservazione  sulla  forma  dei  fattori,  di  cui  il  prodetto  definisce 

il  valore  del  fuso  o  della  zona. 
XI r.  Le  superficie  convesse  dei  solidi  rotondi  simili  stanno  come  i 
quadrati  delle  dimensioni  omologhe  lineari. 

XV.  La  superficie  convessa  del  cilindro  circoscrittaalla  sfera  è  eguale 
alla  superficie  sferica,  e  la  superficie  totale  di  simile  cilindro 
è  sesquialtera  dello  superficie  sferica,  cioè  la  comprende  una 
volta  e  mezzo. 

Cor,  Sulle  sezioni  della  sfera  e  del  cilindro  circoscritto  per  mezzo  di 

piani  paralleli  alla  base  del  cilindro. 
XVi.  La  superficie   totale  del  cono  equilatero  circoscritto  alla  sfera 
comprende  due  volte  ed  un  quarto  la  superficie  sferica. 

Cor.  La  superficie  totale  del  cilindro  è  media  proporzionale  fra  la 
saperficie  totale  del  cono  e  la  superficie  sferica,  avendo  luogo 
per  le  superficie  anzidette  la  proporzione  continua  ::  9  :  6  :  4; 
e  qiiesti  tre  solidi  rotondi  si  possono  insieme  generare  con 
unica  rivoluzione. 
XVII.  La  superficie  totale  del  cilindro  equilatero  iacritto  alla  sfera  è 
media  proporzionale  fra  la  superficie  della  sfera  e  la  super- 
ficie totale  del  ceno  equilatero  pure  Iscritto,  verificandosi  per 
le  tre  superficie  la  proporzione  continua  dei  numeri  ::  16  :  12:9. 

Cor.  La  saperficie   della   sfera   comprende  una  lolla  ed  un  terzo  la 

superficie  totale  del  cilindro  iscritto,  ed  una  volta  ed  un  terzo 

.    quest*ullima  su  persele  comprende  quella  totale  del  cono  iscritto. 

Scoi.  Si  dà  la  ragione  per  cui  si  appone  la  condizione  di  equilatero 
al  cono  circoscritto  del  teor.  XVI ,  al  cilindro  e  cono  iscritti 
del  XVn. 

§  26.  Della  mi$ura  dei  volumi  dei  ioHdi  pag.  200. 

Teor.  I.  1  parallelepipedi,  che  hanno  basi  eguali  ed  altesie  eguali,  sono 
equivalenti  in  volume.  33 
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Cor.  Ogni  parallelepipedo  può  cooTertirsi  in  od  altro  rettangolo  eqoi- 
valente  formato  sopra  an  rettangolo  equivalente  alla  basa  pa- 
rallelogramma del  dato  parallelepipedo  e  colla  medesima  al 
tezia. 
II.  I  Tolumi  dei  parallelepipedi  rettangoli,  che  hanno  eguali  le  basi, 
conservano  il  rapporto  delle  rispettive  altexie. 

///.  I  parallelepiaedi  della  medesima  altezza  stanno  come  te  rispet- 
tive basi. 

IV,  Doe  paralleiepipedi  rettangoli  qnalanqoe  stanno  come  i  prodotti 
delle  basi  per  le  rispettive  altezze  o  sia  come  i  prodotti  delle 
tre  rispettive  costole  intorno  a  dne  angoli  solidi ,  che  corri- 
spondono alle  tre  dimensioni  dei  dae  parallelepipedi. 
5col.  In  modo  compendioso  si  enuncia,  che  il  parallelepipedo  rettan- 
golo ha  per  misura  II  prodotto,  della  base  per  Taltezza  o  sia 
il  prodotto  delle  sue  tre  dimensioni. 

Cw,  Il  enbo  ha  per  misura  la  terza  potenza  del  suo  lato. 
V.  Il  votuma  di  un  parallelepipedo,  ed  in  generale  il  volarne  di  an 
prisma  qualunque  ha  per  misura  il  prodotto  della  saa  base 
per  Tal  tazza. 

Cor.  Sul  rapporto  di  due  prismi  qualunque  e  sulla  condizione  gene- 
rale di  loro, equi valenzi. 

Pi.  Il  volume  del  cilindro  ha  per  misura  il  prodotto  della  saa  base 
per  l'altezza. 

Cor,  Espressione  algebraica  del  volume  del  cilindro ,  e  rapporto  di 
due  cilindri  qualunque  ec 
£if9ima  civ.  YIL  In  qutftunque  tetraedro  si  possono  formare  doe  serie 
indefinite  di  prismi  triangolari  ,  in  modo  che  V  eccesso  della 
somma  di  quelli  della  prima  serie  sopra  il  tetraedro  e  del 
tetraedro  sopra  la  somma  degli  altri  della  seconda  serie  sia 
sempre  minore  di  qualunque  quantità  assegnabile. 

VII*  Due  tetraedri,  che  hanno  le  basi  equivalenti  ed  eguali  le  altezze, 

sono  equivalenti. 
Vllh  11  volume  di  una   piramide  qualuqué  è  misurato  dal  terzo  del 
prodotto  di  base  per  altezza. 

Cor.  Una  piramide  qualunque  è  la  terza  parte  di  un  prisma  costruito 
sopra  la  sua  base  e  colla  stessa  altezza,  e  due  piramidi  qua- 
lunque stanno  in  ragion  composta  delle  basi  e  delle  altezze,  ec. 
Scoi,  Sulla  misura  di  un  poliedro  qualunque. 

/X.  Il  volume  del  cono  ha  per  misura  il  lerfo  del  prodotto  della 
base  per  Taltezza. 

Cor.  Espressione  algebraica  del  volume  del  cono  ,  e  rapporto  di  due 
coni  qualunque,  ec 
X  Se  si  taglia  la  piramide  o  il  cono  con  un  piano  parallelo  alla 
base,  il  Yolume  del  tronco  piramidale  o  conico  è  eguale  a  tre 
piramidi  o  coni  della  stessa  altezza  del  tronco,  di  cui  le  basi 
sono  la  base  inferiore  del  troneo ,  la  superiore  i  e  la  media 
proporzionale  geometrica  fra  le  stesse. 

Cor.  Espressione  algebraica  del  \olume  del  tronco  di  cono. 

XL  11  solido  descritto  da  un  triangolo  qualunque ,  che  si  rivolge 
intorno  ad  un  asse  condotto  a  piacere  per  uno  dei  suoi  ver* 
tici,  purché  non  sia  dentro  al  triangolo,  ha  per  misara  il  pro- 
dotto del  terzo  della  perpendicolare  guidata  dal  vertice  sopra 
il  lato  opposto  per  la  superficie  convessa  descritta  da  questo 
iato. 
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Scoi,  Soll'eleganza  di  queslo  teorema,  che  comprende  ancora  il  caso 
del  cono  retto ,  ed  altra  espressioue  della  misura   del  solido 
anzidetto,  che  consiste  in  due  terzi  del  prodotto  dell'area  del 
triangolo  per  la  circonferenza  descritta  dal  mezzo  del  lato  op- 
posto al  vertice  donde  si  conduce  Tasse. 
Cor,  Sulla  misura  del  solido  generato  dalla  rìYoluzione  di  un  settore 
poligono,  e  di  un  semipoligono  regolare  nel  caso  del  puligontf 
regolare  di  un  num^  pari  di  lati. 
X//.  Il  settore  sferico  generRo  dalla  rivoluzione  del  settore  circolare 
intorno  al  raggio  come  asse  ha  per  misura  il  terso  del  raggio 
moltiplicato  per  la  superficie  della  zona  descritta  dall'arco, 
la  quale  zona  gli  serve  di  base;  e  T intera  sfera  é  misurata 
dal  terzo  del  prodotto  del  raggio  per  la  superficie  sfeiica. 
Cor.  4,  Espressione  algecraica  del  volume  della  sfera. 

2.  I  volumi  della   sfera   e. del    poliedro   circoscritto   stanno  nello 

stesso  rapporto  delle  rispettive  superficie. 
S.  Espressione  algebra ica  del  settore  sferico  e   della  calotta  sfe- 
rica. 
4,  La  parte  del  volume  della  sfera  racchiusa   fira   due  seroicircoli 
massimi  condotti  per  lo  stesso  dismetro,  che  dlcesi  cuneo  o 
unghia  sferica  ha  per  misura  il  prodotto  del  terzo  del  raggio 
pel  fuso  corrispondente. 
Lem.  av.  Xlll.  Si  stabilisce  la  misura  del  solido  generato  dalla  rivolu- 
zione del  segmento  circolare  intorno  al  diametro   posto  al  di 
fuori. 
Scoi.  Espressione  della  misura  anzidetta  nel  caso  del  segmento  circo- 
lare, che  si  rivolge  intorno  al  diametro  condotto  per  la  sna^ 
estremità. 
X///«  Il  volume  compreso  nella  zona,  che  dicesi  segmento  sferico^  ha 
per  misura  la  semisomma  delle  ^due  basi  moltiplicata  per  la 
sua  alteisa,  più  la  sfera,  che  ha  per  diametro  quest'altezza. 
Seal,  Espressione  del  segmento  sferico  ad  unica  base ,  che  va  com- 
presa in  quella  del  teorema. 
XIV,  I  Tolomi  dei  solidi  simili  stanno  come  i  cubi  delle  dimensioni 

lineari  omologhe. 
XV.  I  volumi  del  cono  equilatero,  del  cilindro  e  della  sfera  iscritta 
•gli  stessi  conservano  1  medesimi   rapporti  delle   rispettive 
superficie  totali,  cioè  ha  luogo  per  questi  volumi  la  nota  pro- 
porzione continua  ^9:6:4. 
Scoi'  Sopra  la  tomba  di  Archimede  ornata  del  cilindro   insieme  alla 

sfera  iscritta. 
XVL  Le  sfera  sta  al  cono  equilatero  iscritto  nel  rapporto  di  4/^  '•  ^A» 
e  l' uno  0  l' altro  di  questi  solidi  sta  al  cilindro  equilatero 

4      3       1 
iscritto  nel  rapporto  incommensurabile  di  -  o  -  :  -rz  • 

Scoi'  Il  volume  del  cilindro  iscritto  è  medio  proporzionale  fra  i  vu- 
lumi  della  sfera  e  del  cono ,  non  altrimenti  che  le  superfìcie 
totali  degli  stessi  solidi ,  sebbene  ne  siano  diversi  i  numeri 
dei  rapporti. 

•  8  ^*  ^**  poliedri  regolari  pag.  223. 

Definizione  del  poliedro  regolare  e  possibilità  delio  stesso  in  cinque  modi 
diversi. 
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Téor,  /.  Dato  an  triangolo  equilatero,  si  paò  sempre  delerminarc  il  po- 
liedro regolare  con  angoli  triedri,  e  cosi  ne  resulta  ti  Mraedro 
regolare. 
Il,  Dato  un  triangolo  equilatero  si  può  sempre  determinare  il  po- 
liedro regolare   con   angoli   tetraedri,  e  cosi  ne  resulta  V ot- 
taedro regolare, 
Stol.  L'ottaedro  regolare  è  determinato  da  tre  rette  eguali  rispettlTa- 
mente  perpendicolari,  che  si  secano  nel  loro  ponto  di  mezzo. 
///•  Dato  un  triangolo  equilatero  si  può  sempre  determiaare  il  po- 
liedro regolare  con  angoli   pentaedri  e  cosi  ne  resulta  lieo- 
saedro  regolare, 
IV,  Dato  un  quadrato,  si  può  sempre  determinare  il  poliedro  rego- 
lare con  angoli  triedri,  e  così  ne  resulta  Vewedro  regoìam* 
V,  Dato  un  pentagono  regolare ,  si  può  sempre  determinare  II  po- 
liedro regolare  con  angoli  triedri ,  e  eos)  ne  resulta  U  dode- 
caedro regolare, 
VI.  1  poliedri  regolari  dello  stesso  nome,  che  resultano  cioè  dello 

stesso  numero  di  facce,  sono  simili. 
Cor,  Le  superficie  o   i  volumi  del  poliedri  regolari  simili   stanno 

come  i  quadrati  o  i  cubi  dei  rispettivi  lati. 
VII,  Ogni  poliedro  regolare  è  circoscritttbile  ed  iscrittibile  alla  sfera, 
cioè  si  può  sempre  assegnare  una  sfera,  cbe  ne  tocca  tutte  la 
facce,  ed  nn*altra  cbe  passa  per  tutti  i  vertici. 
Cor,  4,  11  volume  del  poliedro  regolare  corrisponde  al  prodotto  di  do 
terzo  della  sua  superGcIe  pel  raggio  della  sfera  iscritta,  ed  i 
volumi  del  poliedro  regolare  e  della  sfera  conservano  II  rap- 
porto delle  rispettive  superficie, 
t.  Le  superficie  o  i  volumi  dei  poliedri  regolari  simili  stanno  come 
'  i  quadrati  o  i  cubi  del  raggi  delle  sfere  iscritte  a  pure  cir- 
coscrìtte ai  poliedri. 
Scoi,  Sopra  l'analogia  dei  poliedri  regolari  e  della  sfera^ida  ona  parte, 
del*  poligoni  regolari  e  del  circolo  dairaltra. 
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